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Die erste Auflage dieses Buches erschien in den Jahren 1954 und 1960_in zwei ein- 
zelnen Bänden, deren Inhalt dem Programm der Vorlesung ‚Analysis III“ entsprach, 
wie sie Ende der vierziger Jahre an der Mechanisch-mathematischen Fakultät der 
Moskauer Lomonossov-Universität gehalten wurde. In diesem Programm waren 
Elemente der Maßtheorie, der Theorie der reellen Funktionen, der Integralgleichun- 
gen, der Funktionalanalysis und später auch der Variationsrechnung enthalten. In 
der folgenden Zeit wurde. diese Vorlesung, die an der Moskauer Lomonossov-Uni- 
versität zuerst von A. N. KoLMmoaoRoVv und danach von anderen Dozenten, darunter 
S. V. FoMIs, gehalten wurde, auch von anderen Universitäten übernommen. 

Eine Zusammenfassung der einzelnen Vorlesungen über die Theorie der reellen 
Funktionen, über Integralgleichungen und über Variationsrechnung zu einer einzigen 
entfachte seinerzeit große Diskussionen. Die neue Vorlesung hatte die Aufgabe, 
einerseits.die innere Logik der Entwicklung der Mengenlehre, der allgemeinen Theorie 
der stetigen Abbildungen in metrischen und topologischen Räumen, der linearen 
Räume, der Funktionale und Operatoren auf diesen Räumen, der reinen Maß- und 
Integrationstheorie auf allgemeinem „Mengen mit Maß‘ darzustellen; andererseits 
hatte sie die Aufgabe, bei der Behandlung dieser abstrakten Gebiete der Mathe- 
matik nicht die Probleme der klassischen und der angewandten Analysis aus den 
Augen zu verlieren. 

Bei der Lösung dieser Aufgabe gaben wir im Buch dem abstrakten Aufbau den 


“ Vorrang. Von der allgemeinen Mengenlehre (Kapitel 1) kann man zu den metrischen 


und topologischen Räumen und ihren stetigen Abbildungen (Kapitel 2) oder un- 
mittelbar zu den Mengen mit Maß und der Integration auf ihnen (Kapitel 5) über- 
gehen. In den Kapiteln 3 und 4 werden lineare Räume sowie lineare Funktionale und 
Operatoren auf ihnen untersucht. Von diesen Kapiteln ist auch ein direkter Übergang 
zu Kapitel 10 (nichtlineare differenzierbare Operatoren und Funktionale) möglich. 
Im Kapitel 7 werden lineare Räume integrierbarer Funktionen untersucht. Nur in 
den Kapiteln 6 und 8 bilden die Funktionen einer reellen Veränderlichen den eigent- 
lichen Gegenstand der Betrachtung. 

Obwohl in unserem Buch in erster Linie allgemeine Begriffe der Theorie der 
reellen Funktionen und der Funktionalanalysis dargestellt werden, wird der Leser 
in fast allen Kapiteln auf die angrenzenden klassischen Probleme aufmerksam ge- 
macht. Die Aufnahme der Kapitel 6 (Theorie der Differentiation), 8 (trigonometrische 
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Reihen und Fouriersches Integral) und 9 (lineare Integralgleichungen) führte dazu, 
daß unser Buch jetzt das gesamtean der Moskauer Lomonossov-Universität gebotene 
Programm ‚Analysis III“ mit Ausnahme der Variationsrechnung umfaßt. Wir 
haben dieses Gebiet in das Buch nicht aufgenommen, sondern beschränken uns im 
Kapitel 10 auf einführende Darlegungen über nichtlinesre Funktionalanalysis. 

In der neuen Auflage nimmt — wie auch in der ersten — die allgemeine Maßtheorie 
einen bedeutenden Platz ein. Obwohl in der.letzten Zeit ziemlich viele Darstellungen 
erschienen, in denen der Integrationstheorie das Daniellsche Schema, das nicht den 
Apparat der Maßtheorie benutzt, zugrunde gelegt ist, glauben wir, daß die Maß- 
theorie unabhängig von der Einführung des Integralbegriffs für sich sehr wichtig ist 
und Gegenstand einer Vorlesung sein sollte. 

Die Aufnahme neuer Kapitel hat den Umfang des Buches stark vergrößert. Alte 
Kapitel ‚wurden wesentlich überarbeitet und durch neue Abschnitte ergänzt (z.B. 
über Ordnungstypen, transfinite Zahlen und topologische Räume, Distributionen 
u.2.). 

Bei der Bearbeitung unseres Buches und der Aufnahme neuer Teile waren wir 
bemüht, den — wie wir glauben — verhältnismäßig elementaren Stil der Darlegung 
der ersten Auflage beizubehalten. Wir hoffen, daß. das Buch neben anderen Werken 
seinen natürlichen Platz in der Hochschulbuchliteratur finden wird. Wir weisen in 
diesem Zusammenhang insbesondere auf das Buch von G. E. SıLov „Mathematische 
Analysis, Spezieller Kurs‘ hin, in dem das Interesse mehr der analytischen Seite der 
Gegenstände und nicht so sehr den metrischen und topologischen Räumen, Maßen 
usw. als selbständigen Objekten gilt. 


- A..'KoLMoOGoOROV 
S. Fomm 


Vorwort zur dritten russischen Auflage 


Bei der Vorbereitung der neuen Auflage haben wir die Grundkonzeption des Buches 
beibehalten und waren bestrebt, seinen Umfang nicht zu vergrößern. Der gesamte 
Text wurde erneut durchgesehen und überarbeitet, wobei wir wesentlich von F.V. 
Sırorov unterstützt wurden. In den Kapiteln 1 und 4 haben wir einige Umstellungen 
und Veränderungen vorgenommen, die nach unserer Meinung den. Übergang von 
den einfacheren: Begriffen zu den komplizierteren (z. B. von den Banachräumen zu 
den allgemeinen Räumen im Kapitel 4) erleichtern. Wesentlich überarbeitet wurde 
die Darstellung der Maßtheorie (Kapitel 5). 

Seit einigen Jahren werden in die Vorlesung „Analysis III“ oft Hlemente der 
Theorie-der Banachschen Algebren und der Spektralanalysis aufgenommen, so daß 
wir es für zweckmäßig hielten, einen von V. M. TicHoMmIRrov geschriebenen Anhang 
über diese Fragen in unser Buch aufzunehmen. 
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1. Elemente der Mengenlehre 


11. Der Begriff der Menge. Operationen mit Mengen 


11.1. Grundlegende Definitionen. In der Mathematik stößt man auf Mengen mannig- 
faltigster Art. Man kann von der Menge der Kanten eines Polyeders, der Menge der 
Punkte auf einer Geraden, der Menge der natürlichen Zahlen usw. sprechen. Der 
Begriff der Menge ist: derart allgemein, daß es schwierig ist, ihm irgendeinen Sinn 
zu geben, der nicht einfach auf eine Vertauschung des Wortes ‚Menge‘ mit seinen 
Synonymen Gesamtheit, Sammlung von Elementen usw. hinausläuft. 

Die Rolle des Mengenbegriffs in der modernen Mathematik erklärt sich nicht nur 
daraus, daß die Mengenlehre als solche in der jetzigen Zeit zu einer umfang- und 
inhaltsreichen Disziplin geworden ist. In der Hauptsache resultiert sie aus dem 
. Einfluß, den die Mengenlehre seit ihrem Entstehen am Ende des vergangenen Jahr- 
hünderts auf die gesamte Mathematik ausgeübt hat und noch ausübt. Ohne eine 
vollständige Darstellung aller möglichen Probleme dieser Theorie zu geben, wollen 
wir hier lediglich die grundlegenden Bezeichnungen einführen und mit den grund- 
legenden mengentheoretischen Begriffen vertraut machen, die wir später verwenden 
werden. 

Mengen werden wir mit großen Buchstaben A,B,.... und ihre Elemente mit kleinen 
Buchstaben a, b, ... bezeichnen. Die Aussage ‚‚Das Element a gehört zu der Menge 4“ 
wird symbolisch durch «a € A oder A 3« dargestellt; die Schreibweise a & A (oder 
A» a) bedeutet, daß das Element a nicht zu A gehört. Wenn alle Elemente der 
Menge A auch einer Menge B angehören(wobei der Fall A = B nicht ausgeschlossen 
ist), so nennen wir A Teilmenge oder Untermenge von B und schreiben A < B. 
Beispielsweise bilden die ganzen Zahlen eine Teilmenge der Menge aller reellen 
Zahlen. 

Manchmal wissen wir nicht von vornherein, ob eine Menge (zum Beispiel die 
Menge der Wurzeln einer gegebenen Gleichung) auch nur ein Element enthält. 
Deshalb ist es zweckmäßig, den Begriff der leeren Menge einzuführen, d. h. die Menge, 
die kein, einziges Element enthält. Wir werden sie mit dem Symbol & bezeichnen. 
Jede Menge enthält & als Teilmenge. 


1.1.2. Operationen mit Mengen. Es seien A und B beliebige Mengen. Alsihre Summe 
oder Vereinigung © = A u B bezeichnet man diejenige Menge, die aus allen 
Elementen besteht, die mindestens einer der beiden Mengen A und B angehören 
(Abb. 1). 


2% Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Analog definiert man die Vereinigung von beliebig (endlich oder unendlich) 
vielen Mengen: Wenn A, beliebige Mengen sind, so ist ihre Vereinigung U4, die 


Gesamtheit aller Elemente, von denen jedes zu mindestens einer der Mengen A, 
gehört. 
Als Durchschnitt C = A n B der beiden Mengen A und B bezeichnen wir diejenige 
Menge, die aus allen Elementen besteht, die sowohl zu A als auch zu B gehören 
(Abb. 2). Beispielsweise besteht der Durchschnitt der Menge aller geraden Zahlen 


A B 


C=AnrB 
Abb. 2 


und der Menge aller Zahlen, die durch 3 teilbar sind, aus allen ganzen Zahlen, die 
ohne Rest durch 6 teilbar sind. Als Durchschnitt beliebig (endlich oder unendlich) 
vieler Mengen A, bezeichnen wir die Gesamtheit N A, derjenigen Elemente, die jeder 
der Mengen A angehören. * 

Die Operstionen der Vereinigung und der Durchschnittsbildung von Mengen sind 
nach Definition kommutativ und assoziativ, d.h. 


AuB=BuA, (AuB)u0=Au(But), 
AnB=BnA, (AnB)nC=An{(BnO). 
Außerdem gilt das Distributivgesetz: 
(AuB)nC=(AnO)u(BnO), . (1} 
(AnB)uC=(AuQ)n (Buß). (2) 


Wir wollen beispielsweise die erste dieser Gleichungen nachprüfen.!) Das Element x 
gehöre zu der Menge, die auf der linken Seite der Gleichung (1) steht, d.h. 
x€ (4 uB)nC. Das bedeutet, daß x der Menge C und außerdem mindestens einer 
der Mengen A oder B angehört. Dann gehört aber x mindestens zu einer der Mengen 

.AnC oder BnC,d.h., x ist Element der rechten Seite der betrachteten Gleichung. 
Ist umgekehrt ze (AnC)u(BnO), so gilt ze AnC oder ze BnC. Folglich ist 
x € Q, und außerdem gehört zzu A oder B,d.h.xe Au B.Damitistze (AuB)nQ, 
und (1) ist bewiesen. Analog prüft man (2) nach. 

L 


3) Die Gleichheit zweier Mengen A = B ist als identische Gleichheit zu verstehen, d.h, daß jedes 
Element der Menge A auch zu B gehört und umgekehrt. Mit andegen Worten, die Gleichung, 
A = .B ist gleichbedeutend damit, daß ACC Bund BA erfüllt sind. 
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‘ Wir definieren nun den Begriff der Differenz von Mengen. Man bezeichnet als ° 
Differenz ÖC= AN DB der Mengen A und B die Gesamtheit derjenigen Elemente 
von ‘A, die nicht zu B behören (Abb. 3). Dabei muß nicht unbedingt vorausgesetzt 
werden, daß A < B gilt. An Stelle von A N B wird oft auch A — .B geschrieben. 
Manchmal (zum Beispiel in der Maßtheorie) ist es sinnvoll, die sogenannte sym- 
metrische Differenz zweier Mengen A und B zu betrachten, die als Vereinigung der 


A B 


C=ANB 
Abb. 3 Abb. 4 


Differenzen AN Bund B\A definiert ist (Abb. 4). Die symmetrische Differenz C 
der Mengen A und B wollen wir mit A A B bezeichnen. Nach Definition ist somit 


AAB=(AN\NDB)uU(BNA). 
Aufgabe. Man beweise die Gleichung 
AAB=(AuB)N (And). 


Oft ist es notwendig, ein System von Mengen zu betrachten, die Teilmengen einer 
gewissen Grundmenge 8 sind, zum Beispiel verschiedene Punktmengen auf der 
Zahlengeraden. In diesem Fall bezeichnet man die Differenz $\ A als das Kom- 
plement der Menge A und schreibt CA oder 4’. 


In der Mengenlehre und ihren Anwendungsgebieten spielt das sogenannte Dualitäts- 
prinzip eine äußerst wichtige Rolle, das auf den folgenden beiden Relationen basiert: . 


1. Das Komplement der Vereinigung ist gleich dem Durchschnitt der Komplemente: 
SNUAL.=N(SNA,). 8) 


2. Das Komplement des Durchschnitts ist gleich der ‚Vereinigung. der. Komplemente: 
ISNNL=UWNA,). | (a) 


Das Dualitätsprinzip besteht darin, daß man aus einem beliebigen Satz über ein 
System von Teilmengen einer fixierten. Grundmenge 8 automatisch einen anderen 
— dualen — Satz auf dem Wege gewinnt, daß man alle betrachteten Mengen dureh 
ihre Komplemente, Vereinigungen von Mengen durch ihre Durchschnitte und Durch- 
schnitte durch ihre Vereinigungen ersetzt. Als Beispiel für die Anwendung dieses 
Prinzips kann die Herleitung des Satzes 3’ aus Satz 3 in 2.2. dienen. 
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Wir wollen nun den Beweis für die Beziehung (3) führen. 
Es seixe SS U A;. Das bedeutet, daß x nicht zu der Vereinigung U A,, also 


zu keiner der Mengen A, gehört. Folglich gehört x zu jedem der Komplemente 
SNA, und damit gilt zeN (8 N A,), Ist umgekehrt zen ($ N A,), d.h, daß x 


zu jedem $S \ A, gehört, dann liegt x in keiner der Mengen A,, d. h., x gehört auch 
nicht zu ihrer Vereinigung U A,, und folglich sit ze 8 N U A,. Gleichung (3) ist 


damit bewiesen. Die Beziehung (4) wird analog bewiesen (der Beweis sei dem Leser 
überlassen). 


Die Bezeichnung „symmetrische Differenz“ für die Operation A A B ist nicht in jeder Hinsicht 
glücklich gewählt. Diese Operation ist in. vielem der Vereiniging A u B analog. A u B bedeutet 
nämlich, daß wir durch ein nicht ausschließendes „oder‘‘ zwei Aussagen miteinander verbinden: 
„Das Blement gehört zu A“ und „Das Element gehört zu B“; A A B bedeutet, daß diese Aussagen 
durch ein ausschließendes. „‚oder“ verbunden werden:. Ein Element x gehört zu A A B dann und 
nur dann, wenn es entweder nur zu A oder nur zu B gehört. Die Menge A A B könnte man besser 
als „Vereinigung modulo 2° der Mengen A und B bezeichnen. (Es wird eine Vereinigung dieser 
beiden Mengen gebildet, aber die Elemente, die dadurch doppelt auftreten, werden weggelassen.) 


12. Abbildungen. Klasseneinteilungen 


1.2.1. Abbildungen von Mengen. Der allgemeine Funktionsbegriff. In der Ka 
wird der Begriff der Funktion auf folgende Weise eingeführt. Es sei X irgendeine 
Menge auf.der Zahlengeraden. Man sagt, daß auf dieser Menge eine Funktion f definiert 
ist, wenn jeder Zahl z€ X eine wohldefinierte Zahl y = f(x) zugeordnet ist. Dabei 
nennt man X den Definitionsbereich der gegebenen Funktion und die Gesamtheit Y 
aller Werte, die diese Funktion annimmt, ihren Wertevorrat. 

Betrachtet man jedoch statt Zahlenmengen irgendwelche anderen Mengen, so 
kommen wir zum allgemeinen Funktionsbegriff. Es seien M und N zwei beliebige 
Mengen. Man sagt, daß auf M eine Funktion f definiert ist, die Werte aus N an- 
nimmt, wenn jedem Element x € M ein und nur ein Element y aus .N zugeordnet wird. 
Im Fall von Mengen beliebiger Art (wie übrigens auch im Fall von Zahlenmengen) 
bedient man sich oft statt des Terminus ‚Funktion‘ auch des Terminus ‚Abbildung‘, 
wobei man dann von einer Abbildung der einen Menge in die andere spricht. Wenn 
man Mengen M und N von spezieller Art wählt, so entstehen spezielle Typen von 
Funktionen, die als „Vektorfunktionen‘“, „Maße“, „Funktionale“, ‚Operatoren‘ 
usw. bezeichnet werden. Wir werden ihnen im Weiteren noch begegnen. 

Zur Bezeichnung einer Funktion (Abbildung) von M in N werden. wir uns oft der 
Schreibweise f: M — N bedienen. 

Ist a ein Element aus M, so nennt man das ihm entsprechende Element b = (a) 
aus N sein (durch die Abbildung f vermitteltes) Bild. Die Gesamtheit aller jener 
Elemente a aus M, deren Bild ein gegebenes Element b € N ist, nennt man das Urdild 
(oder besser volles Urbild) des Elementes b und bezeichnet es mit f}(b). Es sei A 


9 . 
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eine Teilmenge von M; die Gesamtheit {f{a):a € A} aller Elemente der Gestalt 
fa) mit a€ A nennt man das Bild von A und bezeichnet es mit (4). Seinerseits 
definiert man für jede Menge B aus N ihr (volles!) Urbild 7 1(B) durch: f}(B) ist die 
Gesamtheit aller jener Elemente aus M, deren Bilder zu B gehören. Es kann passieren, 
daß kein einziges Element b aus B ein Urbild hat, dann ist das Urbild f*(B) die leere 

Menge. 

Wir werden uns hier auf die Betrachtung der allgemeinsten Eigenschaften von 
“ Abbildungen beschränken. 

Es wird folgende Terminologie eingeführt. Wir sagen, daß f eine Abbildung der 
Menge M auf die Menge N ist, wenn f{M) — N gilt; eine solche Abbildung nennt 
man auch surjektiv. Im allgemeinen Fall, d.h. wenn {M) CN gilt, sagt man, f 
sei eine Abbildung von M „in“ N. 

Wenn für zwei beliebige verschiedene Elemente x, und x, aus M ihre Bilder 
Yı = f(xı) und 9, = f{&,) ebenfalls verschieden sind, so nennt man f eine injektive 
(oder eineindeutige) Abbildung. \ 


Wir wollen jetzt grundlegende Eigenschaften von Abbildungen beweisen. 


Satz 1. Das Urbild der Vereinigung zweier Mengen ist gleich der Vereinigung ihrer 
Urbilder: 


pia uB)= HA) u FB) 


Beweis. Das Element x gehöre zur Menge f!{A u B). Das bedeutet, daß f(x) 
eAuB, d.h. f{x)e A oder f(x) e B ist. Dann gehört aber x mindestens einer der 
Mengen F!(A) oder F!(B) an, d.h. ze (FA) U FB). Ist umgekehrt x € (FA) 
) F\B)), so gehört x mindestens einer der Mengen F!(4) oder F(B) an, d.h., f(x) 
gehört zu mindestens einer der Mengen A oder B, folglich ist f(x) € A u Bund damit 
zef(AuB). 


Satz 2. Das Urbild des Durchschnitis zweier Mengen ist gleich dem Durchschnitt 
ihrer Urbilder: 


PAnB)=[HA)nf"(B). 
Beweis. Ist x € FHAnD) so gilt fa)Ee AnB,d.h. 
fa)eA und fa)eB; 


folglich ist ve f1(A) und zef\(B), also ze Lee nfB) )). Ist umgekehrt 

ze (FA) FB), d.h. ze f(A) und x € [-1(B), so ist f(x) € A und f(x) € B. Mit. 

anderen Worten, es ist f(x) € A n B. Folglich ei zeflän B) 
Die Sätze 1 und 2 bleiben auch gültig für Vereinigungen und Durchschnitte einer 


beliebigen (endlichen oder unendlichen) Anzahl von Mengen; dasselbe gilt auch für 
den folgenden Satz. 
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Satz 3. Das Bild der Vereinigung zweier Mengen. ist gleich der Vereinigung ihrer 
Bilder: Be 


KAuB)=fA)uflB). 


Beweis. Ist ye f(A u B), so heißt das, daß y = f(x) gilt, wobei x mindestens einer 
‘der Mengen A und B angehört. Folglich gehört y = f(x) zu f{A) u f{B). Ist umgekehrt 
ye (A) u KB), so ist y = f(x), wobei x mindestens einer der Mengen A und B 
angehört, d. h., esist x€ A u B und folglich y = f{a)e {Au B). j 


Wir bemerken, daß das Bild des Durchschnitts zweier Mengen -im allgemeinen 
nicht mit dem Durchschnitt ihrer Bilder übereinstimmt. Stellt beispielsweise die be- 
trachtete Abbildung eine Projektion der Ebene auf die x-Achse dar, so schneiden 
sich die Strecken 


‚2ses1, y=ß, 
0<r sim, y-1, 


nicht, während ihre Bilder zusammenfallen. 


Aufgabe. Man zeige, daß das Urbild des Komplements gleich dem Komplement des Urbildes 
ist. Gilt die analoge Aussage auch für die Bilder der Komplemente? 


1.2.2. Klasseneinteilung. Äquivalenzrelationen. Im Zusammenhang mit den verschie- _ 
densten Fragen stößt man auf Einteilungen von Mengen in paarweise disjunkte 
Teilmengen. Zum Beispiel kann man die Ebene (wenn man sie als Punktmenge be- 
trachtet) in Geraden zerlegen, die parallel zur x-Achse verlaufen; den dreidimen- 
sionalen Raum kann man sich vorstellen als Gesamtheit konzentrischer Kugelober- 
flächen verschiedener Radien (beginnend mit r = 0); die Bewohner einer bestimmten 
Stadt kann man in Gruppen nach Geburtsjahren einteilen usw. 

Jedesmal, wenn eine gewisse Menge M auf irgendeine Art als Vereinigung paarweise 
disjunkter Teilmengen betrachtet wird, sprechen wir von einer Einteilung der Menge 


: M in Klassen. - 


Für gewöhnlich hat man es mit Klasseneinteilungen zu tun, die nach einem Kri- 
terium konstruiert sind, mit dessen Hilfe die Elemente der Menge M in Klassen 
zusammengefaßt werden. Beispielsweise kann man die Menge aller Dreiecke in der 
Ebene in Klassen kongruenter oder in Klassen flächengleicher Dreiecke aufteilen; 
alle Funktionen von x kann man in Klassen einteilen, indem man alle jene Funktionen 
in einer Klasse zusammenfaßt, die in einem gegebenen Punkt gleiche Werte annehmen 
usw. 

Die Kriterien, nach denen die Elemente einer Menge in Klassen eingeteilt werden, 
können vielfältigster Art sein. Jedoch kann kein solches Kriterium vollkommen 
willkürlich sein. Nehmen wir beispielsweise an, wir wollten die reellen Zahlen in 
Klassen einteilen, indem wir die Zahl b dann und nur dann derselben Klasse zuteilen 
wie die Zahl @, wenn b > a ist. Es ist klar, daß man auf diesem Wege keine Klassen- 
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einteilung der reellen Zahlen erhalten kann, denn ist 5b > «a (d. h., daß 5 zu derselben 
Klasse wie a gehört), so ist @ < 5 (d. h., man kann «a nicht derselben Klasse zuteilen 
wie b), Außerdem kann a nicht in einer Klasse mit sich selbst zusammengefaßt werden, 
da a nicht größer ist als a selbst! Ein anderes Beispiel: Wir wollen versuchen, die 
Punkte der Ebene in Klassen einzuteilen, indem wir zwei Punkte dann und nur dann 
der gleichen Klasse zuordnen, wenn die Entfernung zwischen ihnen kleiner als 1 ist. 
Es ist klar, daß man das nicht erreichen kann, denn wenn die Entfernung von a nach 
b kleiner als 1 und die Entfernung von b nach c kleiner als 1 ist, so heißt das noch 
lange nicht, daß die Entfernung von a nach c auch kleiner als 1 ist. Deshalb kann es 
passieren, daß dadurch, daß wir a derselben Klasse wie 5 und 5 derselben Klasse wie c 
zuteilen, zwei Punkte in dieselbe Klasse fallen, deren Entfernung voneinander größer 
als 1 ist. 

Die angeführten Beispiele zeigen die Voraussetzungen, unter denen ein Kriterium 
tatsächlich eine Klasseneinteilung der Elemente einer Menge gestattet. Es sei M 
eine Menge, und gewisse Paare (a,b) von Elementen dieser Menge seien ‚„ausge- 
zeichnet“.!) Ist (a,b) ein solches „ausgezeichnetes“ Paar, so sagen wir, daß das 
Element « mit. 5 durch die Relation & verknüpft ist, und drücken das durch das 
Symbol «a 5 b aus. Wenn wir beispielsweise die Einteilung der Dreiecke in Klassen 
flächengleicher Dreiecke betrachten, so bedeutet «a „ b, „das Dreieck a hat den 
selben Flächeninhalt wie das Dreieck b*. Eine gegebene Relation p heißt Äguivalenz- 
relation, wenn sie folgende Eigenschaften besitzt: 


1. Reflexivität: a 5 «für ein beliebiges Element a ce M. 
2. Symmetrie: Ist a „ b, so ist auch b „a. 
3. Transitivität: Ist a, bundd, c, so ist auch-a 4 c. 


Diese Bedingungen sind notwendig und hinreichend dafür, daß die Relation 9 
(Kriterium!) eine Einteilung der Menge M in Klassen zuläßt. Jede Klassenein- 
teilung einer gegebenen Menge definiert auch eine gewisse Äquivalenzrelation. Denn 
eine Relation ist, wenn a 5 b bedeutet ‚a gehört zur selben Klasse wie b“, reflexiv, 
symmetrisch und transitiv, wie leicht zu sehen ist. 

Nun sei umgekehrt @ eine Äquivalenzrelation zwischen Elementen der Menge M 
und X, die Klasse derjenigen Elemente x aus M, die einem gegebenen Element.a 
äquivalent sind: x 5 a. Auf Grund der Reflexivität gehört das Element a selbst der 
Klasse K, an. Wir zeigen nun, daß zwei Klassen K, und K,, entweder übereinstimmen 
oder disjunkt sind. Angenommen, ein Element c gehöre gleichzeitig zu K, und K,, 
d.h.czaundc7z b. Dann gilt wegen der Symmetrie a 5 c und wegen der Transi-. 
tivität 

ayb. -(1) 


1) Hierbei wird die Reihenfolge der Elemente « und b ELLE (a,b) und (b,«) sind somit 
im allgemeinen verschiedene Paare. 
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Ist jetzt x ein beliebiges Element aus X, d.h. x a, so gilt wegen (1) und der 
Transitivität x zb, d.h.x € K,. Genauso zeigt man, daß jedes Element ye K, auch 
zu K, gehört. Deshalb stimmen zwei Klassen X, und K,, die auch nur ein gemein- 
sames Element enthalten, überein. Wir haben damit eine Klasseneinteilung der 
Menge M durch eine vorgegebene Äquivalenzrelation erhalten. 

Der Begriff der Klasseneinteilung einer Menge hängt eng mit dem in 1.2.1. be- 
sprochenen Abbildungsbegriff zusammen. 

Es sei f eine Abbildung einer Menge A in eine Menge B. Wenn wir alle jene Ele- 
mente aus A, deren Bilder in B zusammenfallen, in einer Klasse zusammenfassen, 
so erhalten wir offenbar eine gewisse Klasseneinteilung der Menge A. Wir betrachten 
umgekehrt eine beliebige Menge A und irgendeine Einteilung von A in Klassen. B sei 
die Gesamtheit der Klassen, in die die Menge A eingeteilt ist. Indem wir jedem Ele- 
ment «€ A diejenige Klasse (d.h. dasjenige Element aus B) zuordnen, zu der a 
gehört, so erhalten wir eine Abbildung der Menge A auf die Menge B. 


Beispiele 


1. Wir projizieren die x,y-Ebene suf die x-Achse. Die Urbilder der Punkte der 
&-Achse sind vertikale Geraden. Folglich entspricht, dieser Abbildung eine mn 
der Ebene in parallele Geraden. 


2. Wir teilen alle Punkte des dreidimensionalen Raumes in Klassen ein, indem wir 
diejenigen Punkte in einer Klasse zusammenfassen, die die gleiche Entfernung vom 
Koordinatenursprung haben. Jede Klasse: stellt eine Kugeloberfläche mit einem 
gewissen Radius dar. Die Gesamtheit aller dieser Klassen kann man mit der Menge 
aller Punkte identifizieren, die auf der Halbachse [0, oo) liegen. Folglich entspricht 
der Einteilung des dreidimensionalen Raumes in konzentrische Kugeloberflächen 
eine Abbildung eines Raumes auf eine Halbgerade. : 


3. Wir fassen alle reellen Zahlen mit gleichem gebrochenem Anteil in einer Klasse 
zusammen. Dieser Klasseneinteilung entspricht die Abbildung einer Geraden auf eine 
Kreislinie der Länge 1. 


Der Äquivalenzbegriff ist ein Spezialfall des allgemeineren Begriffes der. binären 
Relation. Es sei M eine beliebige Menge. Wir bezeichnen mit M x _M oder M? die 
Gesamtheit aller geordneten Paare (a,b) mit a,be M.. Man sagt, daß.in M eine 
binäre Relation 9 gegeben ist, wenn in M? eine gewisse Teilmenge R, ausgesondert 
wird. Genauer ausgedrückt sagen wir, daß @ dann und nur dann in der Relation 
zum Element b steht — hierfür wird apb geschrieben — wenn (a, b) zu R, gehört. 
Als Beispiel einer binären Relation möge die Identitätsrelation e dienen. Es Ist näm- 
lich agb dann und nur dann, wenn @ = b ist; dies ist eine Relation, die die Diagonale 
Ain M x M,.d.h. die Teilmenge aller Paare der Gestalt (a, a) aussondert. 


Es ist klar, daß jede Äquivalenzrelation in einer Menge M eine kinäre Relation ist, 
die folgende Bedingungen erfüllt: 


1. Die Diagonale A gehört zu R, (Reflexivität). 
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2. Ist (a, b) € R,, so ist auch (b,a) € R, (Symmetrie). 
3. Ist (a,db)E R, und (b,c)ER,, so ist auch (a,c) € R, (Transitivität). 


Folglich ist die, Äquivalenzrelation eine binäre Relation, die die Bedingungen der 
Reflexivität, der Transitivität und der Symmetrie erfüllt. 


In 1.4. werden wir einen anderen wichtigen Spezialfall einer binären Relation be- 
trachten, die Halbordnung. 


18. Äquivalenz von Mengen. Der Begriff der Mächtigkeit einer Menge 


1.3.1. Endliche und unendliche Mengen. Bei einer konkreten Menge kann man 
manchmal, zumindest im. Prinzip, die Anzahl ihrer Elemente angeben. So zum 
Beispiel bei der Menge aller Ecken eines Polyeders, der Menge aller Primzahlen, die 
eine gegebene Zahl nicht überschreiten, der Menge aller Wassermoleküle auf der 
Erde usw. Jede dieser Mengen enthält eine endliche, wenn auch möglicherweise uns 
unbekannte Anzahl von Elementen. Andererseits gibt es Mengen, die aus unendlich 
vielen Elementen bestehen, so beispielsweise die Menge aller natürlichen Zahlen, die 
Menge aller Punkte einer Geraden, aller Kreise in der Ebene, aller Polynome mit 
rationalen Koeffizienten usw. Damit, daß wir sagen, die Menge sei unendlich, wollen 
wir ausdrücken, daß man aus ihr ein Element, zwei Elemente usw. herausnehmen 
kann, wobei nach jedem derartigen Schritt in dieser Menge noch Elemente ver- 
bleiben. - 

Zwei endliche Mengen können wir bezüglich der Anzahl ihrer Elemente vergleichen 
und beurteilen, ob diese Anzahl gleich ist oder ob sie bei der einen Menge größer ist 
als bei der anderen. Nun ergibt sich die Frage, ob man unendliche Mengen auf ähn- 
liche Art und Weise vergleichen kann, d. h., ob es Sinn hat, beispielsweise die Frage 
zu stellen, ob es mehr Kreise in der Ebene als rationale Punkte auf der Geraden oder 
‚Funktionen, die auf dem Intervall [0, 1] definiert sind, oder Geraden im Raum usw. 
gibt. s . 

Wir wollen untersuchen, wie sich zwei endliche Mengen vergleichen lassen. Man 
kann beispielsweise die Elemente beider Mengen abzählen und die Mengen auf diese 
Weise vergleichen. Man kann aber auch anders vorgehen, indem man nämlich ver- 
sucht, eine bijektive Abbildung (Bijektion) herzustellen, d.h. eine umkehrbar ein- 
deutige Zuordnung der Elemente dieser Mengen, mit anderen Worten eine Zuordnung, 
durch die jedem Element der einen Menge ein und nur ein Element der anderen 
Menge entspricht, und umgekehrt. Es ist klar, daß sich eine umkehrbar eindeutige 
Zuordnung zwischen zwei endlichen Mengen dann und nur dann finden läßt, wenn 
die Anzahl ihrer Elemente gleich ist. Beispielsweise kann man, um zu prüfen, ob die 
Anzahl der Studenten einer Gruppe und die der Sitzplätze in einem Hörsaal über- 
einstimmen, ohne diese nachzuzählen, jeden Studenten auf einen bestimmten Platz 
setzen. Wenn die Plätze insgesamt ausreichen und kein einziger leerer Platz übrig- 


2 
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bleibt, d. h., wenn eine bijektive Zuordnung zwischen diesen beiden Mengen her- 
gestellt ist, so heißt das auch, daß die Anzahl ihrer Elemente übereinstimmt. 

Ist das erste Verfahren (das Abzählen der Elemente). nur zum Vergleich end-. 
licher Mengen geeignet, so ist das zweite Verfahren (die Herstellung einer ein- 
eindeutigen Zuordnung) auch für unendliche Mengen brauchbar. 


1.3.2. Abzäklbare Mengen. Die einfachste unter den unendlichen Mengen ist die 
Menge der natürlichen Zahlen. Jede Menge, deren Elemente man bijektiv allen 
natürlichen Zahlen zuordnen kann, bezeichnen wir als abzählbare Menge. Mit anderen 
Worten, eine abzählbare Menge ist eine solche Menge, deren Elemente man in einer 
unendlichen Folge durchnumerieren kann: ,,@3, ...,4n, ... Wir wollen einige Bei- 
spiele abzählbarer Mengen anführen. 


1. Die Menge aller ganzen Zahlen. Wir konstruieren die Zuordnung Amen allen 
ganzen und allen natürlichen Zahlen nach folgendem Schema: 


(BE, En: RE 06, 
123 4 5.. 


Wir ordnen also allgemein der nichtnegativen Zahl » = 0 die ungerade Zahl 2r +1 
und’ der negativen Zahl » < 0 die gerade Zahl 2 |»| zu: 


n>2n+1 für n20, 
n—>2|n] für n<ö0. 

.2. Die Menge aller geraden positiven Zahlen. Die. Zuordnung ist offensichtlich: 
n > 2n. 


3. Die Menge 2,4,8,. . von Potenzen der Zahl 2. Hier. ist die ZuordEuns 
auch klar: Jeder Zahl 2” . die Zahl n. 


4. Wir betrachten nun ein kompliziertes Beispiel, und zwar wollen wir zeigen, daß 
die Menge aller rationalen Zahlen abzählbar ist. Jede rationale Zahl läßt sich eindeutig 


in Gestalt eines unkürzbaren Bruches «x = 2 q>0, darstellen. Wir nennen die 
q E 


Summe |p| -+ g die Höhe der rationalen Zahl «. Es ist klar, daß die Anzahl der Brüche 
mit einer gegebenen Höhe » endlich ist. Die Höhe 1 beispielsweise hat nur die Zahl 


2, die Höhe 2 haben die Zahlen - und Z, die Höhe 3 die Zahlen 


1 ’7g° 5 


usw. Wir numerieren nun alle rationalen Zahlen nach wachsender Höhe durch, 
d. h., zuerst schreiben wir die Zahlen der Höhe 1 auf, dann die Zahlen der Höhe 2 
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usw. Dadurch erhält jede rationale Zahl eine bestimmte Nummer, d. h., es ist eine 
eineindeutige Zuordnung zwischen allen Havurliobst und allen rationalen Zahlen 
hergestellt. 

Eine unendliche Menge, « die nicht abzählbar ist, nennt man eine überabzählbare 
Menge. 

Wir wollen einige allgemeine Eigenschaften abzählbarer Mengen angeben. 

1. Jede Teilmenge einer abzählbaren Menge ist endlich oder abzählbar. 


Beweis. Es sei A eine abzählbare Menge und B eine nn von A. Wir nume- 
rieren die Elemente der Menge A folgendermaßen: a,, @, +.., Ay; » 

Diejenigen Elemente von A, die zu B gehören, bezeichnen wir mit a, @n,. ++» 
Wenn es unter den Zahlen. %,, Rs, ... eine größte gibt, so ist B endlich, anderenfalls 
ist B abzählbar, da ihre Elemente Any Anz er» wiederum mit den Zahlen 1, 2,.:. 
numeriert sind. 


2. Die Vereinigung einer endlichen oder abzählbaren Menge von abzählbaren M engen 
ist ebenfalls eine abzählbare Menge. 


Beweis. Es seien 4,, 4,, ... abzählbare Mengen. Wir können voraussetzen, daß 
“sie paarweise disjunkt sind, da sonst die Mengen A,, Ag N Ay, AsN (Aı U.45),. 
(von denen wieder jede höchstens abzählbar ist und die dieselbe Vereinigung wie 
die Mengen A,, As, ... haben) betrachtet werden können. Alle Elemente der Mengen 
A,, As,... kann man in Gestalt des folgenden unendlichen Schemas aufschreiben: 


De ee EEE Er ee Er Zr Br Er er 


Dabei stehen in der ersten Zeile die Elemente der Menge A,, in der zweiten die Ele- 
mente der Menge A, usw. Wir numerieren jetzt alle diese. Elemente ‚diagonal‘, 
d. h., als erstes Element nehmen wir a,,, als zweites a,,, als drittes a,, usw., und zwar 
in der Richtung wachsend, in der die Pfeile in dem folgenden Schema weisen: 
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Es ist klar, daß dadurch jedes Element jeder der Mengen eine bestimmte Nummer 
erhält, d. h., es. wird eine eineindeutige Zuordnung zwischen allen Elementen aller 
Mengen A,, A,,... und allen natürlichen Zahlen hergestellt. Unsere Behauptung ist 
damit bewiesen. ö 


Aufgaben 


1. Man zeige, daß die Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten abzählbar ist. 


2. Eine Zahl & nennt man algebraisch, wenn sie Nullstelle eines Polynoms mit rationalen Koeffi- 
zienten ist. Man zeige, daß die Menge aller algebraischen Zahlen abzählbar ist. 


3. Man zeige, daß die Menge aller rationalen Iuiperale (d. h. der Integrale mitrationalen Gen 
auf der Geraden abzählbar ist. 

4. Man zeige, daß die Menge aller Punkte der Ebene mit rationalen Koordinaten abzählbar ist. 

Hinweis. Man benutze die Eigenschaft 2. 


3. Jede unendliche Menge enthält eine abzählbare Teilmenge. 


Beweis. Es sei M eine unendliche Menge. Wir 'entnehmen ihr ein beliebiges 
Element a,. Da M unendlich ist, findet sich in M ein Element «,, das von a, ver- 
schieden ist; dazu’gibt es ein Element a,, das von a, und a, verschieden ist usw. Wenn 
wir diesen Prozeß (der nicht wegen ‚Mangels‘ an Elementen abbrechen kann, da M 
unendlich ist) fortsetzen, erhalten wir eine abzählbare Teilmenge 


A = la, &g; 20; Ans +++} 


der Menge M. Damit ist die Aussage bewiesen, 


Diese‘ Aussage zeigt, daß unter den unendlichen Mengen die abzählbaren die 
„kleinsten“ sind..Später werden wir klären, ob auch überabzählbare unendliche Men- 
gen existieren. 


1.3.3. Äquivalenz von Mengen. Dadurch, daß wir eine unendliche Menge mit der 
Menge der natürlichen Zahlen verglichen haben, sind wir zum Begriff der abzählbaren 
Mengen gekommen. Es ist klar, daß man Mengen nicht nur mit der Menge der natür- 
lichen Zahlen vergleichen kann; der Begriff der umkehrbar eindeutigen Zuordnung 
(bijektiven Abbildung) gestattet den Vergleich zweier beliebiger Mengen miteinander. 
Wir wollen die folgende Definition einführen. 


Definition. Zwei Mengen M und N heißen äguwivalent (Bezeichnung M N), 
_ wenn sich zwischen ihren Elementen eine eineindeutige Zuordnung herstellen läßt. 


Der Begriff der Äquivalenz ist anwendbar auf beliebige Mengen, sowohl endliche 
als auch unendliche. Zwei endliche Mengen sind dann (und nur dann) äquivalent, 
wenn die Anzahl ihrer Elemente übereinstimmt. Die Definition der abzählbaren 
Menge läßt sich jetzt folgendermaßen formulieren: Eine Menge heißt abzählbar, wenn 

.sie der Menge der natürlichen Zahlen äguivalent ist. 
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Es ist klar, daß zwei Mengen, die einer dritten äquivalent sind, auch zueinander 
äquivalent sind; insbesondere sind alle abzähllbaren Mengen zueinander äquivalent. 


Beis piele 

1. Die Mengen der Punkte zweier beliebiger Strecken [a, 5] und [c, d] sind äqui- 
valent. Aus Abb. 5 wird klar, wie man zwischen ihnen eine bijektive Abbildung her- 
stellen kann. Die Punkte p und g entsprechen einander genau dann, wenn sie auf: ein 


und demselben Strahl liegen, der aus dem Punkt O kommt, in. dem sich die Geraden 
ac und bd schneiden. 


2. Die Menge aller Punkte auf der erweiterten komplexen Ebene ist der Menge 
aller Punkte auf der Kugeloberfläche äquivalent. Die bijektive Abbildung a <> z 
kann man beispielsweise mit Hilfe der stereographischen Projektion erhalten (Abb. 6). 


3. Die Menge aller Zahlen im Intervall (0, 1) ist der Menge aller Punkte auf der 
Geraden äquivalent. Eine Zuordnung kann man beispielsweise mit Hilfe der Funk- 
tion 2 


1 
NE 
m 2 


herstellen. 


Abb. 5 Abb. 6 


Betrachtet man die Beispiele, die hier und in 1.3.2. angeführt wurden, so kann 
man feststellen, daß sich eine unendliche Menge manchmal als äquivalent zu einer 
ihrer echten Teilmengen erweist. Beispielsweise zeigt es sich, daß es „ebensoviele“ 
natürliche Zahlen wie ganze Zahlen oder rationale Zahlen gibt; auf dem Intervall 
(0, 1) gibt es „ebensoviele‘“ Punkte wie auf der ganzen Geraden usw. Dieses Phänomen 
ist charakteristisch für unendliche Mengen. Wir haben nämlich in 1.3.2. (Eigenschaft3) 
gezeigt, daß man aus jeder unendlichen Menge eine abzählbare Teilmenge aussondern 
kann. Es sei A = {Q,, @3, ...,4n, -..} eine solche Teilmenge. Wir wollen sie in zwei 
abzählbare Teilmengen 


4, = (a1; Az, G;, “2 und As == (a2, Gy, Os; FR 


aufteilen und zwischen A und A, eine eineindeutige Zuordnung herstellen. Diese 
Zuordnung läßt sich zu einer eineindeutigen Zuordnung zwischen den Mengen 
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A uMNA)=M und A,u(MNA)=MNA, erweitern, indem man jedes 


Elemente aus M \ 4 sich selbst zuordnet. Außerdem fällt die Menge M_ N A; nicht 
mit M zusammen, d. h., sie ist eine echte Teilmenge von M. Auf diese Weise erhalten 


" wir folgenden Satz: 


Jede unendliche Menge ist einer ihrer echten Teilmengen äguivalent. 


“ Diese Eigenschaft kann man als Definition der unendlichen Menge auffassen. 


Aufgabe. Man zeige Mm MuA4, wenn M eine beliebige unendliche Menge und A eine 
abzählbare Menge ist. 


1.3.4. Die Überabzählbarkeit der Menge der reellen Zahlen. In 1.3.2. haben wir 
Beispiele abzählbarer Mengen angegeben. Die Zahl dieser Beispiele ließe sich noch 
vergrößern. Außerdem ist, wie wir gezeigt haben, die Vereinigung endlich vieler oder 
abzählbar vieler abzählbarer Mengen ebenfalls eine abzählbare Menge. . 

Natürlich stellt sich nun die Frage: Gibt es überhaupt überabzählbare Mengen? 
Eine positive Antwort darauf gibt der folgende Satz. 


Satz 1. Die M enge der reellen Zahlen, die zwischen O und 1 liegen; ist überabzählbar. 


Beweis. Wir nehmen an, daß irgendeine abzählbare Menge (aller oder nur einiger) 
reeller Zahlen «, die in dem Intervall [0, 1} liegen, gegeben ist: 


=, 11812013 “Bm »er5 ] 
0, Qogı@aalag «++» on »nei, 
&g = 0, Qgıllgoligg vo. ga «re; 


eererreneer er enerennee 


Hierbei ist a;, die k-te Dezimalziffer der Zahl &;. Wir Kanstrhieren nun Bach dem 
Cantorschen Diagonalverfahren den Bruch 


B=.0, bubabg ... by en. 


folgendermaßen: Für b, wählen wir eine beliebige Ziffer, die nicht mit a,, überein- 
stimmt, für b, eine beliebige Ziffer, die nicht mit a,, übereinstimmt usw., allgemein 
wählen wir für b, eine beliebige Ziffer, die nicht mit «a,, übereinstimmt. Dieser 
Dezimaälbruch kann nicht mit einem Bruch übereinstimmen, der in (1) enthalten: 
ist. Er unterscheidet sich nämlich von &, mindestens in der ersten Ziffer, von &; 
in der zweiten Ziffer usw.; im allgemeinen ist der Bruch $ wegen b, = a,, für alle n 
von jedem Bruch «; verschieden, der zu (1) gehört. Aus diesem Grunde füllt keine 
abzählbare Menge reeller Zahlen, die in den Intervall [0, 1] liegen, dieses Intervall - 
aus. 
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Der hier geführte Beweis enthält eine kleine Ungenauigkeit, denn gewisse Zahlen 
(vämlich Zahlen der Gestalt p/10°) können auf zweierlei Art als Dezimalbruch ge- 
schrieben werden: mit unendlich vielen Nullen oder mit unendlich vielen Neunen. 
Zum Beispiel ist 


sn 0,5000 ... = 0,4999 ... 
2» 


Deshalb garantiert ein Nichtübereinstimmen zweier Dezimalbrüche noch nicht die 
Verschiedenheit der durch sie dargestellten Zahlen. Wenn wir jedoch den Bruch $ 
sorgfältiger konstruieren, so daß er weder Nullen noch Neunen enthält, indem wir 
beispielsweise b, — 2 setzen, wenn @,, = List, und b, = 1, wenn a,. + 1 ist, so wird 
der Beweis vollständig korrekt. 


Aufgabe. Man zeige, daß die Zahlen, die zwei verschiedene Dezimaldarstellungen besitzen, 
eine abzählbare Menge bilden. 


Das Intervall [0, 1] gibt uns also ein Beispiel einer überabzählbaren Menge. Wir 
beschreiben nun einige Beispiele von Mengen, die dem Intervall [0, 1] äquivalent 
sind: ’ 


1. Die Menge aller Punkte einer beliebigen Strecke [e, b] oder eines Intervalls (a,.b). 


2. Die Menge aller Punkte auf der Geraden. 


3. Die Menge aller Punkte der Ebene, des Raumes, der Kugeloberfläche, und 
die Menge der Punkte, die innerhalb der Kugel liegen, usw. 


4. Die Menge aller Geraden in der Ebene. 


5. Die Menge aller stetigen Funktionen einer oder mehrerer Variablen. 


In den Fällen 1 und 2 braucht kein Beweis mehr geführt zu werden (man ver- 
gleiche mit den Beispielen 1 und 3 aus 1.3.3.). In den übrigen Fällen ist ein direkter 
Beweis kompliziert. 


Aufgabe. Unter Benutzung der obigen Resultate und der Aufgabe 2 aus 1.3.2. beweise man die 
Existenz von transzendenten Zahlen, d.h. von Zahlen, die nicht algebraisch sind. 


1.3.5. Der Satz von Cantor-Bernstein. Der folgende Satz ist einer der grundlegenden. 
Sätze der Mengenlehre. 


Satz 2 (Cantor-BERrnstem). A und B seien zwei beliebige Mengen. Existiert 
eine eineindeutige Abbildung f der Menge A auf eine. Teilmenge B, der Menge B 
und existiert eine eineindeutige Abbildung g der Menge B auf eine Teilmenge A, der 
Menge A, so sind A und B äquivalent. 
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Beweist). Ohne Beschränkung der Allgemeinheit können wir annehmen, daß 4- 
und :B disjunkt sind. Ein Element x aus A oder aus B heißt Vorgänger eines Ele- 
mentes y aus A, wenn man y aus x durch einmalige oder mehrmalige Anwendung 
der Abbildungen f und g gewinnen kann. Wir teilen jetzt die Elemente aus A auf 
folgende Weise in disjunkte Mengen ein: A, ist die Gesamtheit der Elemente mit 
einer geradzahligen Anzahl von Vorgängern (hierzu gehören auch die Elemente 
aus AN A,, die keinen Vorgänger haben), 4, ist die Gesamtheit der Elemente mit 
einer ungeradzahligen Anzahl von Vorgängern, und A; ist die Gesamtheit der Ele- 
mente mit unendlich vielen. Vorgängern. (Hierbei kann die Anzahl der verschiedenen 
Vorgänger endlich sein. Dieser Fall tritt ein, wenn das obige Verfahren der Kon- 
struktion der Vorgänger zyklisch ist, wobei ein Zyklus nur endlich viele verschiedene 
Elemente enthält.) Entsprechend wird die Menge B unterteilt. Wir bemerken jetzt, 
daß / die Menge A, auf B, und die Menge A; auf B; abbildet, während g”" die Menge 
A. auf B, abbildet. Folglich ist die Abbildung y, die auf Az u A, mit f und auf A, 
mit g-! übereinstimmt, eine nandeuuSE Aubiaung? von ganz A auf ganz B. Damit 
ist der Satz bewiesen. 


1.3.6. Der Begriff der Mächtigkeit einer Menge. Wenn zwei endliche Mengen äqui- 
valent sind, bestehen sie aus der gleichen Anzahl von Elementen. Sind die äquivalen- 
ten Mengen M und N beliebig, so sagt man, M und N haben die gleiche Mächtigkeit. 
Damit ist die Mächtigkeit etwas, was alle einander äquivalenten Mengen gemeinsam 
haben. Für endliche Mengen stimmt der Begriff der Mächtigkeit mit dem gewöhn- 
lichen Begriff der Anzahl der Elemente einer Menge überein. Die Mächtigkeit der 
Menge der natürlichen Zahlen (d. h. einer beliebigen abzählbaren Menge) bezeichnet 
man mit dem Symbol x, (gelesen: Aleph null). Die Mächtigkeit von Mengen, die der 
Menge der reellen Zahlen des Intervalls [0, 1] äquivalent sind, nennt man die M ächtig- 
keit des Kontinuums. Diese Mächtigkeit bezeichnet man mit‘ dem Symbol c (oder 
.. dem Symbol ®). 


Die sehr tiefliegende Frage der Existenz von Mächtigkeiten, die zwischen %, 
und c liegen, wird weiter unten in 1.4. berührt. Im allgemeinen sind unendliche 
Mengen, die in der Analysis auftreten, entweder abzählbar, oder sie haben die Mächtig- 
keit des Kontinuums. 

Für Mächtigkeiten endlicher Mengen, d. h. für natürliche Zahlen, haben wir außer 
dem Begriff der Gleichheit auch die Begriffe „größer als“ und „kleiner als“, Wir 
wollen sehen, wie man diese Begriffe auf unendliche Mengen erweitern kann. 

Es seien A und B zwei beliebige Mengen mit ihren Mächtigkeiten m(A) und m({B). 
Dann sind folgende Fälle möglich: 


1. A ist einer Teilmenge von B äquivalent, und Bist einer Teilmenge von A äqui- 
valent. 


1) Anm. d. Übers.: Der Beweis wurde bei’der Übersetzung geringfügig abgeändert. 
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2. A enthält eine Teilmenge, die zu B äquivalent ist, aber in B gibt es keine zu A 
äquivalente Teilmenge. 


3. B enthält eine Teilmenge, die zu A äquivalent ist, aber in A gibt es keine zu B 
äquivalente Teilmenge. 


4. In keiner der beiden Mengen gib es Teilmengen, die zu der anderen Menss 
‚äquivalent sind. 


Im ersten Fall sind die Mengen auf Grund des Satzes von CAnToR-BERNSTEIN 
einander äquivalent, d.h. 


m(A) = m(B). 


Im zweiten Fall wird man m(4) > m(B) und im dritten Fall m{A) < m{B) schrei- 
ben. \ 

Im vierten Fall schließlich müßten wir folgern, daß die Mächtigkeiten der Mengen 
A und B nicht miteinander vergleichbar sind. Dieser Fall ist nicht möglich! Das 
folgt aus dem Satz von ZERMELO, von dem in 1.4. die Rede sein wird. Folglich sind 
zwei beliebige Mengen A und B entweder einander äquivalent (und dann gilt m(A) 
= m(B)), oder sie genügen einer der beiden Relationen 


m{A) <m(B) oder m(A) > m(B). 


Wir haben oben die Bemerkung gemacht, daß abzählbare Mengen die „kleinsten“ 
unter den unendlichen Mengen sind, und dann gezeigt, daß es unendliche Mengen 
gibt, deren Unendlichkeit eine „höhere Ordnung“ hat, — das sind die Mengen von der 
Mächtigkeit des Kontinuums. Existieren unendliche Mengen, die die Mächtigkeit des 
Kontinuums übertreffen? Allgemein ausgedrückt, existiert irgendeine „höhere‘‘ Mäch- 
tigkeit oder nicht? Es zeigt sich, daß folgender Satz gilt. 


Satz 3. Es sei M irgendeine Menge und M eine Menge, deren Elemente alle mög- 
lichen Teilmengen der Menge M sind. Dann hot M eine höhere Mächtigkeit als die 
Ausgangsmenge M.}) 


Beweis. Es ist leicht zu sehen, daß die Mächtigkeit m der Menge M nicht kleiner 
sein kann als die Mächtigkeit m der Ausgangsmenge M, denn die „einelementigen“ 
Teilmengen von M bilden in M eine Teilmenge, die der Menge M äquivalent ist. 
Es bleibt zu zeigen, daß die Mächtigkeiten ın und m nicht gleich sind. Zwischen den 
Elementen a,b, .... der Menge M und irgendwelchen Elementen A, B, ... der Menge 
M (d.h. irgendwelchen Teilmengen von z ) sei eine eineindeutige Zaordeung her- 
gestellt: 


a»>Ab»>B,.:. 


Wir zeigen, daß diese mit Sicherheit nicht ganz M ausschöpfen kann. Hierzu 
konstruieren wir eine solche Menge X < M, der kein Element aus M entspricht. 


1) Anm. d. Übers.: M wird auch Potenzmenge von M genannt. 


3 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 


34 i. Elemente der Mengenlehre 


Es sei X die Gesamtheit der Elemente aus M, die nicht zu denjenigen Teilmengen 
gehören, die ihnen entsprechen. Ausführlicher: Gilt a <> A undae A, so zählen wir 
das Element «@ nicht zu X; gilt aber a > A und.a € A, so zählen wir das Element «a 
zu X. Es ist klar, daß X eine Teilmenge der Menge M, d.h. ein bestimmtes Element 
_ aus M ist. Wir zeigen nun, daß der Menge X kein Element aus M entsprechen kann. 
Angenommen, es existiert ein solches Element x > X, so wollen wir untersuchen, 
‚ob es zu X gehört oder nicht. Es seixd X. Da aber nach Definition jedes Element 
zu X gehört, das nicht in der Menge enthalten ist, die ihm entspricht, muß das 
Element x zu X gehören. Wenn wir umgekehrt annehmen, daß x in X enthalten ist, 
finden wir, daß & nicht in X enthalten sein kann, da in X nur diejenigen Elemente 
enthalten sind, die nicht zu den ihnen entsprechenden Teilmengen gehören. Folglich 
muß das Element, das der Teilmenge X entspricht, gleichzeitig in X enthalten und 
nicht enthalten sein. Daraus folgt, daß es ein solches Element überhaupt nicht gibt, 
d.h., daß es unmöglich ist, eine eineindeutige Zuordnung zwischen den Elementen 
der Menge M und allen ihren Teilmengen herzustellen. Damit ist der Satz bewiesen. 


Wir können also zu einer Menge beliebiger Mächtigkeit eine Menge noch höherer‘ 
Mächtigkeit konstruieren, danach eine noch größere usw. Auf diese Weise erhalten 
wir eine nach oben unbegrenzte Skala von Mächtigkeiten. 


Anmerkun g. Die Mächtigkeit der Menge M-bezeichnet man mit dem Symbol 2”, 
wobei m die Mächtigkeit von M ist. (Der Leser wird leicht den Sinn dieser Bezeich- 
nungsweise verstehen, wenn er den Fall einer endlichen Menge M betrachtet.) Auf 
diese Weise kann man den vorangegangenen Satz durch die Ungleichung m < 2” 
ausdrücken. Insbesondere erhalten wir für m =, die Ungleichung x, < 2°, Wir 
wollen zeigen, daß 2% — x ist, d. h., wir zeigen, daß die Mächtigkeit der Menge aller . 
Teilmengen der Menge der natürlichen Zahlen gleich der Mächtigkeit des Konti- 
nuwums ist. i 

Wir teilen die Teilmengen der Menge der natürlichen Zahlen in zwei Klassen ® 
und Q ein, nämlich in diejenigen (Klasse ®), deren Komplement unendlich ist, und 
in diejenigen (Klasse O), deren Komplement endlich ist. Zur Klasse Q, gehört ins- 
besondere die Menge der natürlichen Zahlen, da ihr Komplement leer ist. Die Anzahl 
der Teilmengen aus der Klasse O ist abzählbar. (Der Beweis sei dem Leser überlassen.) 

_ Die Klasse O hat keinen Einfluß auf die Mächtigkeit der Menge M = Bud. 

Zwischen den Teilmengen der Klasse ® und den reellen Zahlen des halboffenen . 
Intervalls [0, 1] läßt sich eine eineindeutige Zuordnung herstellen. 

. Wir ordnen der Teilmenge 4 € ® in eineindeutiger Weise die Zll,0 <a <1, 
mit der dyadischen Entwicklung 


zu, wobei &, = 1 oder 0 ist, je nachdem, ob »n zur Menge A gehört oder nicht. Das 
Nachprüfen der Details überlassen wir dem Leser. 
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Aufgabe. Man zeige, daß die Gesamtheit aller auf einer Menge M definierten numerischen 
Funktionen (oder allgemeiner derjenigen Funktionen, die Werte aus einer Menge annehmen, welche 
nicht weniger als zwei Elemente enthält) eine größere Mächtigkeit hat als die Menge M selbst. 

Hinweis. Man bediene sich der Tatsache, daß die Menge aller Indikatoren, d.h. derjenigen 
Funktionen auf M, die nur die beiden Werte 0 und 1 annehmen, der Menge aller 'Teilmengen 
von M äquivalent ist. 


14.  . Geordnete Mengen. Transfinite Zahlen 


In diesem Abschnitt untersuchen wir eine Reihe von Begriffen, die mit dem Be- 
griff der Ordnung von Mengen zusammenhängen. Wir beschränken uns hier auf eine 
erste Einführung; eine ausführlichere Darstellung kann man in der am Ende des 
Buches angegebenen Literatur finden. 


1.4.1. Halbgeordnete Mengen. Es sei M eine beliebige Menge und y eine binäre Rela- 
tion in ihr (die durch eine Menge R, = M x M definiert ist). Wir nennen diese Rela- 
tion eine Halbordnung, wenn sie folgende Bedingungen erfüllt: 

1. Reflexivität: apa, 

2. Transitivität: Ist apb und bpc, so gilt age, 

3. Antisymmetrie: Ist apb und bya, so gilt a = b. 
Eine Halbordnung wird üblicherweise mit dem Symbol < bezeichnet. Damit be- 
deutet a sb, daß das Paar (a,b) der entsprechenden Menge R, angehört. Vom 

"Element a sagt man in diesem Zusammenhang auch, daß es nicht größer istals b oder 
daß es unterhalb von b liegt. Eine Menge, in der eine Halbordnung Be ist, nennt 
man halbgeordnet. 


Wir wollen einige Beispiele Kelkessıdnster Mengen angeben. 


1. Jede Menge kann man trivialerweise als halbgeordnet betrachten, wenn man - 
genau dann a < b setzt, wenn a = b ist. Anders ausgedrückt, als Halbordnung ! kann 
man immer die binäre Relation der Identität e annehmen. Dieses Beispiel ist natür- 
lich nicht von großem Interesse. 


2. Es sei M die Menge aller stetigen Funktionen auf dem Intervall [x, 8]. Setzen 
wir {sg genau dann, wenn ff) <g{t) für alle, a <st<ß gilt; so erhalten wir 
offenbar eine Halbordnung. 


3. Die Menge aller Teilmengen einer fixierten Menge ist durch die Inklusion halb- 
geordnet: M, < M, bedeutet, daß M, < M, gilt. N 

4. Die Menge aller natürlichen Zahlen ist halbgeordnet, wenn «a < b bedeutet, daß 
„d ohne Best durch «a teilbar ist“. ; 


Es sei M eine beliebige halbgeordnete Menge. In dem Fall, daß « <b und a + b 
ist, werden wir das Symbol < benutzen, d. h., wir schreiben « < b und sagen, daß 


3% 


36 1. Elemente der Mengenlehre 
a kleiner als b ist oder daß a streng unterhalb von b liegt. Neben der Schreibweise 
a <b werden wir die gleichwertige Schreibweise b > a benutzen und damit sagen, - 
daß b nicht kleiner als a (größer als a, wenn b = a) ist oder daß b auf a folgt. Ein Ele- 
ment a nennt man maximal, wenn aus a Sb folgt, daß a = b ist. Ein Element a 
nennt man minimal, wenn aus c <a folgt, daß c = a ist. 

Eine halbgeordnete Menge, in der sich für je zwei beliebige Punkte a, 5 ein ihnen 
folgender Punkt c finden läßt (a <c,b = c), nennt man gerichtet. 


1.4.2. Ordnungstreue Abbildungen. Es seien M und M’ zwei halbgeordnete Mengen, 
und f sei eine Abbildung von M in M’. Wir sagen, daß diese Abbildung ordnungstreu 
ist, wenn aus a <b mita,be€ M folgt, daß f{a) < f(b) (in M’) ist. Die Abbildung f 
bezeichnet man als Isomorphismus der halbgeordneten Mengen M und M’, wenn 
sie bijektiv ist und die Relation f{a) < f{b) dann und nur dann erfüllt ist, wenna sb 
ist. Die Mengen M und M’ nennt man dann (zueinander) isomorph. 

Beispielsweise sei M die Menge der natürlichen Zahlen, die durch die ‚‚Teilbarkeit“ 
halbgeordnet ist (siehe 1.4.1., Beispiel 4), und: M’ dieselbe Menge, aber im natürlichen 
Sinne geordnet, d.h., daß b > a genau dann gilt, wenn b — a eine positive Zahl ist. 
Dann ist die Abbildung von M auf M’, die jede Zahl n sich selbst zuordnet, ordnungs- 
treu (jedoch kein Isomorphismus). 

Die Isomorphismen zwischen halbgeordneten Mengen stellen eine Äquivalenz- 
relation dar. Folglich können wir, wenn wir irgendein System!) halbgeordneter 
Mengen haben, diese Mengen in Klassen einander isomorpher Mengen aufteilen. Es 

ist klar, daß man, wenn nicht der Charakter der Elemente einer Menge interessiert, 
“ sondern nur die in den Mengen enthaltene Halbordnung, zwei einander isomorphe 
halbgeordnete Mengen identifizieren kann. 


1.4.3. Ordnungstypen. Georänete Mengen. Von isomorphen halbgeordneten Mengen 
wollen wir sagen, daß sie den gleichen Ordnungstyp haben. Damit ist der Ordnungstyp. 
- für alle einander isomorphen halbgeordneten Mengen charakteristisch, ähnlich wie 
die Mächtigkeit für alle einander äquivalenten Mengen charakteristisch ist (unab- 
hängig davon, ob in ihnen eine Ordnungsrelation existiert oder nicht). 

Es seien a und b Elemente einer halbgeordneten Menge. Es kann sich heraus- 
stellen, daß weder a < b noch b < a gilt. In diesem Fall nennt man die Elemente a 
und b unvergleichbar. Damit ist die Ordnungsrelation nur für gewisse Paare von Ele- 
- menten definiert, weshalb wir auch von einer Halbordnung sprechen. Wenn es jedoch 
in einer halbgeordneten Menge M keine unvergleichbaren Elemente gibt, so nennt 
man die Menge M geordnet (linear geordnet, vollständig geordnet). Folglich ist eine 
Menge M geordnet, wenn sie halbgeordnet ist und wenn für zwei beliebige vonein- 
ander verschiedene Elemente a, b € M entweder «a <b oderb <a gilt. 


‚ 4 Wir vermeiden Begriffe wie „alle halbgeordneten Mengen‘, da sie ähnlich dem Begriff 
„Menge aller Mengen‘ innerliche Widersprüche aufweisen und nicht in exakte mathematische 
Konzeptionen aufgenommen werden können. 
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Die Mengen aus 1.4.1., Beispiel 1 bis 4, sind nur halbgeordnet. Als einfachste Bei- 
spiele linear geordneter Mengen mögen die natürlichen Zahlen, die rationalen Zahlen, 
die reellen Zahlen auf dem Intervall [0, 1] usw. dienen (mit den natürlichen Relationen 
„größer als“ und ‚‚kleiner als“, die in diesen Mengen gegeben sind). 

Es ist klar, daß jede Teilmenge einer geordneten Menge selbst Besrihet ist. Da 
die Ordnung ein- Spezialfall der Halbordnung ist, sind auf geordnete Mengen der 
Begriff der ordnungstreuen Abbildung und insbesondere der Begriff des Isomorphis- 
mus anwendbar. Deshalb kann man von einem Ordnungstyp der geordneten Menge 
sprechen. 

Die Menge der natürlichen Zahlen 1, 2, 3, ... mit der natürlichen Ordnungsrelation 
zwischen ihren: Elementen ist das einfachste Beispiel einer unendlichen geordneten 
Menge. Ihr Ordnungstyp wird normalerweise mit dem Symbol w bezeichnet. 

Wenn zwei halbgeordnete Mengen isomorph sind, haben sie natürlich die gleiche 
Mächtigkeit (der Isomorphismus ist insbesondere eine bijektive Abbildung), und 
deshalb kann man von der Mächtigkeit sprechen, die einem gegebenen Ordnungstyp 
entspricht (beispielsweise entspricht dem Typ ® die Mächtigkeit 8,). Die Um- 
kehrung ist allerdings falsch: Eine Menge einer gegebenen Mächtigkeit kann im 
allgemeinen auf verschiedene Arten geordnet sein. Nur der Ordnungstyp einer linear 
geordneten endlichen Menge wird eindeutig durch die Zahl » ihrer Elemente defi- 
niert (und wird auch mit n bezeichnet). Schon für die abzählbare Menge der natür- 
lichen Zahlen ist beispielsweise neben ihrem „natürlichen“ Typ ® folgender Typ 
möglich: 


1,3,5,...,2,4,6,..., 


d.h. ein Typ, bei dem eine beliebige gerade Zahl auf eine beliebige ungerade Zahl 
folgt, aber die ungeraden und geraden Zahlen untereinander der Größe nach geordnet 
sind. Man kann zeigen, daß die Anzahl der verschiedenen Ordnungstypen, die der 
Mächtigkeit X, entsprechen, unendlich und sogar überabzählbar ist. . 


1.4.4. Die georänete Vereinigung geordneter Mengen. Es seien M, und M, zwei 
disjunkte geordnete Mengen mit den Ordnungstypen 6, und ®,. In der Vereinigung 
M, u M, der Mengen M, und M, läßt sich eine Ordnung einführen, indem wir an- 
nehmen, daß zwei Elemente aus M, geordnet sind wie in M,, daß zwei Elemente aus 
M, geordnet sind wie in M, und daß jedes Element aus M, jedem Element. aus M, 
vorangeht. (Man zeige, daß das tatsächlich eine lineare Ordnung ist.) Eine der- 
artige geordnete Menge wollen wir die geordnete Vereinigung der Mengen M, und M, 
nennen und M, + M, schreiben. Wir betonen, daß hier die Reihenfolge der Summan- 
den wichtig ist: Die Vereinigung M, a M, ist im allgemeinen nicht isomorph der 
Vereinigung M, + M;. 

Den Ordnungstyp der Vereinigung M, + M; wolleh wir die geordneie Summe der 
Ordnüngstypen 6, und 0, nennen und 6, + 6, schreiben. 


\ 


. 88 1. Elemente der Mengenlehre 


Diese Definition läßt sich leicht auf eine beliebige endliche Anzahl von Summanden 
01, 02; +. ., 0, erweitern. 


! 
Beispiel. Wir betrachten die Ordnungstypen »® und n. Es ist leicht zu sehen, 
daß n+w= o ist; fügen wir nämlich der Menge der natürlichen Zahlen -1, 2, 3, 
..,%,... Iimks eine endliche Anzahl von Zahlen hinzu, so erhalten wir wieder den 
Ordnungstyp w. Andererseits ist der Ordnungstyp ® + n, d. h. der Ordnungstyp der 
Menge 


1,2, 3, 222, Kr re, An; Aay ers, An 


offensichtlich nicht gleich o. 


1.4.5. Wöhlgeoränete Mengen. Transfinite Zahlen. Wir haben oben die Begriffe der 
Halbordnung und der Ordnung eingeführt. :Wir führen noch den schärferen sehr 
wichtigen Begriff der Wohlordnung ein. 


Definition. Eine geordnete Menge heißt wohlgeordnet, wenn jede ihrer nichtleeren 
Teilmengen ein kleinstes (d. h. ein allen Elementen dieser ee vorangehendes) 
Element enthält. 


Ist eine geordnete Menge endlich, so ist sie offensichtlich auch wohlgeordnet. Als 
Beispiel einer geordneten, aber nicht wohlgeordneten. Menge möge das Intervall 
[0, 1] dienen. Die Menge selbst enthält ein kleinstes Element, die Zahl 0, aber die 
Teilmenge, die aus den positiven Zahlen besteht, enthält kein kleinstes Element. 

Es ist klar, daß jede (nicht leere) Teilmenge einer wohlgeordneien Menge selbst wohl- 
geordnet ist. 
Den Ordnungstyp einer wohlgeordneten Menge nennt man Ordinalzahl oder 
‚Ordnungszahl (transfinite Ordnungszahl, wenn man Aervorheben will, daß von einer 

unendlichen Menge die Rede ist). 

Die Menge der natürlichen Zahlen (mit der natürlichen N ist, nicht 
nur geordnet, sondern auch wohlgeordnet. Deshalb ist ihr Ordnungstyp & eine 
(transfinite!) ar Eine Ordnungszahl ist auch ® + k, d.h. der Typ der 
Menge 


19, N, 20, 15 3 ee) Op 
Dagegen ist die Menge 
wel a) 


zwar geordnet, jedoch nicht wohlgeordnet. Hier existiert in jeder nichtleeren Teil- 
menge ein größtes Element (d. h. eines, das auf alle anderen folgt), ‘aber nicht immer 
ein kleinstes. (Beispielsweise besitzt die gesamte. Menge (1) kein kleinstes Element.) 
Der Ordnungstyp der Menge (1) (der keine Ordnungszahl ist!) wird üblicherweise 
mit dem Symbol w* bezeichnet. 
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Wir beweisen die folgende einfache, aber wichtige Tatsache. 


Lemma 1. Die geordnete Vereinigung einer endlichen Anzahl wohlgeordneter Mengen 
ist eine wohlgeordnete Menge. 


Es sei M eine beliebige Teilmenge der geordneten Vereinigung M, + M;+:-- + M, 
wohlgeordneter Mengen; wir betrachten die erste der Mengen M;,, die Elemente aus 
M enthält. Der Teil der Menge M, der zu M, gehört, ist eine Teilmenge der wohl- 
geordneten Menge M, und hat folglich ein erstes Element. Dieses Element ist auch 
das erste Element von ganz M. 


Fol gerung. Die geordnete Summe von. Ordnungszahlen ist ebenfalls eine Ordnungs- 
zahl. 


Wir können auf diese Weise, indem wir von einem gewissen Vorrat von Ordnungs- 
zahlen ausgehen, neue Ordnungszahlen konstruieren. Wenn man beispielsweise von 
natürlichen Zahlen (d.h. von endlichen Ordnungszahlen) und der Ordnungszahl » 
ausgeht, so kann man die Ordnungszahlen 


o+n, +08, ot+®o+n,®o ++ w usw. 


. erhalten. 


Der Leser wird leicht wohlgeordnete Mengen konstruieren können, .die SIEH 
transfiniten Zahlen entsprechen. 


Neben der geordneten Summe von Ordnungstypen kann man das geordnete Produkt einführen. 
Es seien M, und M, Mengen, die Ordnungstypen 6, und 6, entsprechen. Wir nehmen Exemplare 
der Menge M, (je eines auf jedes Element von M,) und ersetzen in der Menge M, die Elemente 
durch diese Exemplare von .M,. Die dadurch erhaltene Menge nennt man das geordnete Produkt 
von M, und M, und bezeichnet es mit dem Symbol M, - M,. Formal wird M,.- M, als die Menge 
der Paare (a, b) mit@ « M, und b & M, konstruiert, wobei (a,, b}) < (q,, b,) ist, wenn b, < b, (mit .- 
beliebigen a,, a,) gilt, und (a,, b) < (a,, b), wenn a, < a, ist. u definiert man das geordnete 
Produkt einer beliebigen endlichen Anzahl von Faktoren M, - M, --- M,. Den Ordnungstyp des 
Produktes M,- M, der geordneten en bezeichnet man = Prodeckt der Ordnungstypen 6, 
und 0: 


0=9,.6,. ; 
Wie die geordnete Summe, so ist auch das geordnete Produkt nicht kommutativ. 


Lemma 2. Das geordnete Produkt. zweier wohlgeordneter Mengen ist eine wohlgeordnete Menge. 


" Beweis. Es sei M eine Teilmenge des Produktes M, - M,; die Menge M ist eine Menge von 
Paaren (a, b). Wir betrachten alle zweiten Elemente b der Paare, die zu M gehören. Sie bilden eine 
gewisse Teilmenge von M,. Auf Grund der Wohlordnung von M, besitzt diese Teilmenge ein 
erstes Element. Wir bezeichnen es mit b, und betrachten alle Paare der Gestalt (a, b,), die zu M 
gehören. Ihre ersten Elemente «a bilden eine gewisse Teilmenge in M,. Auf Grund der Wohlordnung 
von M, gibt es unter ihnen ein erstes Element. Wir nennen es a,. Dann ist das Paar (a,, b,), wie 
man leicht sieht, auch das erste Element von M. 


Foigerung. Das geordnete Produkt von Ordnungszahlen ist bine Ordnungszahl. 


Beispiele. Man sieht leicht, dßo FH» = 2, 0o-w+w=@-3 ist. Es lassen sich auch 
leicht Mengen konstruieren, die nach den Typen w - n, @®, 2 7, 0°, ..., @, ... geordnet sind. Alle 
diese Mengen haben eine abzählbare Mächtigkeit. 
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Man kann auch andere Operationen mit Ordnungstypen definieren, beispielsweise das Poten- 
zieren, und solche Ordnungstypen wie ®, »® usw. betrachten. 


1.4.6. Der Vergleich von Ordnungszahlen. Sind rn, und n, zwei endliche Ordnungs- 
zahlen, so sind sie entweder gleich, oder die eine ist größer als die andere. Wir wollen 
jetzt untersuchen, wie es mit der Ordnung der transfiniten Ordnungszahlen aussieht. 

Hierzu führen wir folgende Begriffe ein. Jedes Element a einer (linear) geordneten 
Menge bestimmt einen Anfangsabschnitt P (die Gesamtheit der Elemente za und 
einen Rest Q (die Gesamtheit der Elemente >a). 

. Es seien & und $ zwei Ordnungszahlen sowie M und N zwei Mengen vom Typ & 
bzw. ß. Wir setzen & = ß, falls M und N isomorph sind, « < , falls M isomorph zu 
einem passenden Anfangsabschnitt von X ist, und « > ß, falls N isomorph zu einem 
passenden Anfangsabschnitt von M ist. 


Satz 1. Je zwei Ordnungszahlen & und ß sind durch genau eine der drei Beziehungen 
x=ß, “<ß und «>ß 


miteinander verknüpft. 
Bevor wir mit dem Beweis beginnen, leiten wir folgendes Lemma ab. 


Lemma 3. Ist f eine isomorphe Abbildung einer wohlgeordneten Menge A auf eine 
Teilmenge B von A, so ist fa) za für adlleac A. 


Wir betrachten die Menge der Elemente ae A mit f{a) <a. Wegen der Eigen- 
schaft der Wohlordnung gibt es ein kleinstes Element, das mit a, bezeichnet wird. 
Es sei b, = fla,). Dann ist b, < a,. Da fein Isomorphismus ist, muß f{b,) < f{a,) = u 
sein. Also war a, nicht das kleinste Element mit der genannten Eigenschaft. 


Aus diesem Lemma folgt sofort, daß eine wohlgeordnete Menge nicht isomorph 
zu einem ihrer Anfangsabschnitte sein kann. Wäre nämlich A isomorph zu dem 
Anfangsabschnitt, der durch das Element a bestimmt wird, so müßte (a) < «a sein. 
Folglich können 


c=ß und a«<ß 


nicht gleichzeitig richtig sein. Analog sieht man, daß sich a = ß und «x > f einander 
ausschließen, wie auch 


#«<ß und a>ß 


(anderenfalls würde aus der Transitivität & < & folgen, was nicht sein kann, wie wir 
eben gesehen haben). Somit haben wir gezeigt, daß das Bestehen einer der Relationen 
&=ß die beiden anderen ausschließt. Wir zeigen jetzt, daß stets eine dieser Rela- 
tionen richtig ist, d. h., daß je zwei Ordnungszahlen miteinander vergleichbar sind. 
Hierzu konstruieren wir zu jeder Ordnungszahl & eine Menge W(«), die als ihre 
 „Standarddarstellung‘‘ dient. W(«) sei die Menge aller Ordnungszahlen, die kleiner 
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als & sind. Die Zahlen, die zu W(«) gehören, sind miteinander vergleichbar, und die 
Menge W(«) (geordnet nach der Größe der Ördnungszahlen) ist vom Typ «. Um 
diese Aussagen zu beweisen, betrachten wir eine Menge 


del, 0.0, 


vom Typ «. Nach Definition entsprechen den Ordnungszahlen, die kleiner‘ "als & 
sind, Anfangsabschnitte der Menge A in eineindeutiger Weise. Somit entsprechen 
diese Ordnungszählen in eineindeutiger Weise den Elementen der Menge A. Mit 
anderen Worten, man kann die Elemente einer Menge vom Typ & mit Hilfe der 
Ordnungszahlen numerieren, die kleiner als « sind, 


A = (a9, A, +. +..)» 


Es seien jetzt & und ß zwei Ordnungszahlen sowie A = W(a) und B= W(P) die 
entsprechenden Mengen vom Typ « und Typ f. Es sei © = A n B der Durchschnitt 
: der Mengen A und B, also die Gesamtheit der Ordnungszahlen, die sowohl kleiner 
als « als auch kleiner als $ sind. Die Menge C ist woblgeordnet, ihren Typ bezeichnen 
wir mit y. Wir zeigen, daß y < « gilt. Ist O = A, so gilt y = a. Ist C == A, so ist C 
ein Anfangsabschnitt von A. Um-das letzte zu beweisen, betrachten wir zwei beliebige 
Zahlen Ee CO und ne ANC. Diese Zahlen sind vergleichbar, d.h. &>n. Die Be- 
ziehung 7 <& << & ist aber nicht möglich, da sonst 7 zu C gehören ande) Also ist 
stets &< n. Hieraus folgt aber, daß C' ein Anfangsabschnitt von A ist. Ferner ist y 
das erste Element von A \ © und somit » S a. Entsprechend beweist many = Pß. 

Nun ist der Fally < a, y < ß unmöglich. Denn sonst würde einerseits y € € und. 
andererseits 


yeANO, yEeBNG, 
alsoy€e An B= ( gelten. Folglich sind nur die Fälle 
yaoy=ß, aoo=ß, 
y-ay<ß, asoa<ß, 
y<oy=ß, alsoa>ß 


_ denkbar. Somit sind & und ß vergleichbar. Damit ist der Satz bewiesen. 


Jeder Ordnungszahl entspricht eine bestimmte Mächtigkeit. Aus einem Vergleich‘ 
der Ordnungszahlen folgt somit ein Vergleich der Mächtigkeiten. Also gilt: 

Sind A und B zwei wohlgeordnete Mengen, so sind sie entweder äquivalent (gleich- 
mächtig), oder die Mächtigkeit der einen Menge ist größer als die Mächtigkeit der 
anderen Menge (d. h., daß wohlgeordnete Mengen niemals unvergleichbare Mächtig- : 
keiten besitzen können): 


Wir betrachten die Gesamtheit der Ordnungszahlen, die einer endlichen oder 
abzählbaren Mächtigkeit entsprechen. Sie bildet eine wohlgeordnete Menge. Man 
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sieht leicht, daß diese Menge überabzählbar ist. Um das zu beweisen, bezeichnen wir 
in Übereinstimmung mit der üblichen Symbolik den. Ordnungstyp der Menge der 
Ordnungszahlen von Mengen mit abzählbarer Mächtigkeit mit &,. Erhält man auf 
diese Weise eine Menge mit abzählbarer Mächtigkeit, so ist auch eine Menge vom 
Ordnungstyp ® + 1 abzählbar. Andererseits ist aber klar, daß jede Ordnungszahl, 
die einer endlichen oder abzählbaren Mächtigkeit entspricht, der Zahl w, vorangeht. 
Das ist ein Widerspruch. Somit ist &, überabzählbar. 

Wir bezeichnen die Mächtigkeit, die der le, @, entspricht, mit X,. Man 
sieht leicht, daß es keine Mächtigkeit m mit 


gibt. Hierzu nehmen wir an, daß m eine derartige Mächtigkeit sei. Dann gibt es in 
der Menge W(w,) aller Ordnungszahlen, die w, vorangehen, eine wohlgeordnete 
Untermenge der Mächtigkeit m, die nicht abzählbar ist. Ihr Ordnungstyp « geht der 
Zahl w, voran; andererseits folgt er auf alle Ordnungszahlen, die zu abzählbaren 
Mengen gehören. Das ist ein Widerspruch zur Definition von o,. 


1.4.7. Das Auswahblaxiom, der Satz von Zermelo und andere äquivalente Aussagen. 
Der Vergleich der Mächtigkeit wohlgeordneter Mengen gibt Anlaß zu der Frage: 
Kann man jede Menge in irgendeiner Weise wohlordnen? Eine positive Antwort 
würde unter anderem zur Folge haben, daß es keine unvergleichbaren Mächtigkeiten 
gibt. Eine solche Antwort stammt von ZERMELo, der bewiesen hat, daß man jede 
Menge wohlordnen. kann. Der Beweis dieses Satzes (den wir hier nicht bringen werden, 
man vgl. etwa [2]) verwendet wesentlich das sogenannte Auswahlaxiom, das in 
folgendem besteht. 

Es sei A eine Indexmenge, und jedem Index & € A sei eine Menge M, zugeordnet. 
Dann besagt das Auswahlaxiom, daß man auf A eine Funktion » konstruieren kann, 
so daß jedem & € A ein Element m, aus M,, entspricht. Mit anderen Worten, man bildet 
eine Menge, indem man aus jedem M, genau ein Element auswählt. 


Die Mengenlehre i in der hier beschriebenen Form eh auf CAnToR und ZERMELO zurück und 
ist eine „naive‘‘ Mengenlehre. Das Auswahlaxiom, das man auch das Axiom von ZERMELO nennt, 
entstand im Rahmen der naiven Mengenlehre, wie auch die Kontinuumshypothese. Diese 
beschäftigt sich mit der Frage, ob die Mächtigkeit des Kontinuums mit der ersten überabzählbaren 
Mächtigkeit X, übereinstimmt. Derartige Probleme führten zu zahlreichen Diskussionen und zu 
einer großen Zahl von Arbeiten über mathematische Logik und über die Grundlagen der Mathe- 
matik. Durch GöDEL-BERNAYS und ZERMELO-FRAENKEL entstanden axiomatische Mengenlehren. 
Wir verweisen den Leser auf die einschlägige Literatur!). Wir bemerken noch, daß ein Verzicht 
auf das Auswahlaxiom zu einer wesentlichen Verarmung der Mengenlehre führt. Die Kritik an 
der naiven Mengenlehre und die Versuche, das Auswahlaxiom zu vermeiden, haben zu bemerkens- 
werten Theorien geführt, wie der neue der rekursiven Funktionen und dem Begriff der be- 
rechenbaren Zahl. j 


!) Vgl. [16] sowie P. CoHen, Set Theory and the Continuum Hypothesis, W. A. Benjamin, 
‚Inc, New York— Amsterdam. Anm. d. Übers.: Man vergleiche ‚auch [33]. 


\ 
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Wir formulieren einige Aussagen, von denen jede äquivalent zum Auswahlaxiom 
ist (d. h., daß jede von ihnen mit Hilfe des Auswahlaxioms bewiesen werden kann 
und daß man umgekehrt das Auswahlaxiom beweisen kann, wenn man irgendeine 
von diesen Aussagen als riehtig voraussetzt). Wir bemerken, daß der Satz von 
ZERMELO eine derartige Aussage ist. Setzt man voraus, daß die Mengen M, wohl- 
geordnet sind, so kann man die Funktion 9 aus dem Auswahlaxiom konstruieren,‘ 
indem man aus jeder Menge M, das erste Element nimmt. 

Zur Formulierung anderer Aussagen, die äquivalent zum Auswahlaxiom sind, 
führen wir folgende Begriffe ein. Es sei M eine halbgeordnete Menge. Eine Unter- 
menge A von M wird als Kette bezeichnet, wenn je zwei Elemente aus A vergleichbar 
sind (im Sinne der Halbordnung auf M). Eine Kette heißt maximal, wenn sie nicht 
als echte Untermenge in einer anderen Kette aus M enthalten ist. Ein Element « 
aus einer halbgeordneten Menge M heißt obere Schranke der Untermenge M’<M, 
falls jedes Element «’ € M’ unterhalb von « liegt. 


Satz von HAUSDORFF. In einer halbgeordneten Menge ist jede Kette in einer maxi- 


malen Kelte enthalten. 


„ 


Die folgende Aussage ist die nützlichste unter allen äquivalenten Formulierungen 
des Auswahlaxioms. 


Lemma von ZoRN. Falls jede Kette einer halbgeordneten Menge M eine obere 
Schranke besitzt, liegt jedes Element aus M unterhalb eines maximalen Elementes. 


Einen Beweis der Äquivalenz aller hier angegebenen Aussagen (Auswahlaxiom, 
Satz von ZurmuLo, Satz von HAUSDoRFF, Lemma von Zorn) findet man z.B. in 
dem Buch von A.T. Kyrom, Jlexımm mo o6mei anreöpe, Ousmarrus, 1962; man 
vergleiche auch [7]. Wir werden jetzt nicht darauf eingehen. 


Wenn die Menge der oberen Schranken der Untermenge A ein kleinstes Element «a besitzt, 
nennt man & die obere Grenze (das Supremum) der Untermenge A. Analog definiert man. die 
untere Grenze (das Infimum). Eine halbgeordnete Menge, deren jede endliche nichtleere Unter- 
menge eine obere Grenze und eine untere Grenze besitzt, nennt man einen Verband. 


‚1.4.8. Transfinite Induktion. Die vollständige Induktion ist eine weit verbreitete 


Methode zum Beweis von Aussagen. Sie besteht bekanntlich in folgendem. Gegeben 
sei eine Behauptung P(n), die für jede natürliche Zahl » formuliert wird. Ferner sei 
bekannt, daß - 


1. die Behauptung P(1) richtig ist, 
2. aus der Richtigkeit von P(k) für alle k < n folgt, daß auch P(r + 1) richtig ist. 


Dann ist die Behauptung P(r) für allen = 1,2, .... richtig. Anderenfalls würde man 
unter denjenigen n, für die P(n) nicht richtig ist, eine kleinste Zahl finden, die mit n, 
bezeichnet wird. Da rn, > 1 ist und somit n, — 1 ebenfalls eine natürliche Zahl ist, 
erhält man einen Widerspruch zu Bedingung 2. 
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Das gleiche Verfahren kann man benutzen, wenn man die natürlichen Zahlen 
durch eine beliebige wohlgeordnete Menge ersetzt. Man spricht dann von transfiniter 
Induktion. Die Methode der transfiniten Induktion besteht somit in folgendem. Vor- 
gegeben ist eine wohlgeordnete Menge A (man kann etwa die Menge der Ordnungs- 
zahlen nehmen, die kleiner als eine vorgegebene Ordnungszahl sind). Ferner sei P(a) 
eine Behauptung, die für alle «a € A formuliert wird. Die Behauptung P(«) sei richtig 
für das erste Element aus A und für «, sofern sie für alle Elemente richtig ist, die @ 
vorangehen. Dann ist P(a) für alle a € A richtig. Nimmt man an, daß es Elemente 
aus A gibt, für die P(@) nicht richtig ist, so gibt es in der Menge dieser Elemente ein 
kleinstes Element, das mit «* bezeichnet werde. Da die Behauptung für alle a < «*. 
richtig ist, kommen wir zu einem Widerspruch. 

Da man nach dem Satz von ZERMELO jede Menge wohlordnen kann, läßt sich im 
Prinzip die transfinite Induktion auf jede Menge anwenden: In den Anwendungen 
„ist es aber bequemer, das Lemma von ZoRN zu benutzen, da man hierzu nur die Halb- 
ordnung der betrachteten Menge benötigt. Bei vielen Aufgaben, die die Anwendung 
‘ des Lemmas von ZORN erfordern, gibt es in natürlicher Weise eine Halbordnung der 
betrachteten Objekte. . 


1.5. Mengensysteme!) 


1.5.1. Mengenringe. Jede Menge, deren Elemente selbst irgendwelche Mengen sind, 
bezeichnen wir als Mengensystem. Zur formalen Kennzeichnung von Mengensystemen 
verwenden wir große Frakturbuchstaben. Wenn nichts Gegenteiliges vereinbart ist, 
betrachten wir stets Mengensysteme, deren Elemente Untermengen einer festen 
Menge X sind. Unser Hauptinteresse gilt dabei Mengensystemen, die gegenüber den 
in 1.1. definierten Mengenoperationen in gewissem Sinne abgeschlossen sind. 


Definition 1. Ein nichtleeres Mengensystem WR heißt Mengenring (Ring), wenn 
mit zwei Mengen A und B stets auch ihre symmetrische Differenz und ihr Durch- 
schnitt zum Mengensystem gehören, d.h, wenn aus AER und BER auch 

AABERundAnBeRfolgt. 


Weil für beliebige Mengen A und B 


AuB=(AAB)A(AnDB) 
und 
ANB=AA(AnB) 


!) In diesem. Abschnitt werden Begriffe betrachtet, die erst in Kapitel 5 bei der Darlegung 
der allgemeinen Maßtheorie benutzt werden. Daher kann die Lektüre. dieses Abschnitts bis 
5.2. aufgeschoben werden. Der Leser, der sich nur für Maßtheorie ebener Mengen (5.1.) inter- 
essiert, kann diesen Abschnitt ganz überschlagen. 
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ist, folgt aus der Zugehörigkeit von A und B zum Ring R auch AuBENR und 
ANDBENR. Ein Ring ist also ein Mengensystem, das bezüglich der Bildung von 
Vereinigung, Durchschnitt, Differenz und symmetrischer Differenz abgeschlossen ist. 
Es ist klar, daß damit ein Ring auch gegenüber der Bildung einer beliebigen end- 
lichen Anzahl von Vereinigungen und Durchschnitten der Form 


n nn. 
C - U A; » D = N A k 
k=1 k=1 
abgeschlossen ist. 

Ein beliebiger Ring enthält stets die leere Menge, ai ANA=L ist. Das 
Mengensystem, das nur die leere Menge als Element enthält, ist der kleinstmögliche 
Mengenring. 

Eine Menge E heißt Eins des Mengensystems ©, wenn E selbst zu © gehört und 
für jede Menge A € © die Beziehung 


AnB=4A 


erfüllt ist. 

Die Eins eines Mengensystems & ist nichts anderes als die größte Menge des 
Systems, die alle anderen Mengen aus © enthält. 

Ein Mengenring mit Eins heißt Mengenalgebra (Algebra). 


Beispiele 


1. Für eine beliebige Menge A ist das System M(A) aller Unterengen von A 
eine Mengenalgebra mit der Eins # = A. 


2. Für eine beliebige nichtleere Menge A ist das Eich 10,4}, As aus der Menge A 
und der leeren Menge & besteht, eine Mengenalgebra mit der Eins E = A. 


3. Das System aller endlichen Untermengen einer beliebigen Menge A ist ein 
Mengenring. Dieser Ring ist dann und nur dann eine Algebra, wenn A selbst end- 
lich ist. 


4. Das System aller beschränkten Untermengen der Zahlengeraden ist ein Ring 
ohne Eins. | 


Aus der Definition des Mengenrings folgt unmittelbar 


Satz 1. Der Durchschnitt R = N N, einer beliebigen Menge von Ringen ist ein 
Ring. 
Eine einfache, aber für das Weitere wichtige Tatsache ist folgender Satz. 
Satz 2. Für ein beliebiges nichtleeres Mengensystem © existiert genau ein Ring R(6), 
der © enthält und seinerseits in jedem © enthaltenden Ring R liegt. 


Beweis. Aus der Definition von RS) folgt sofort, daß R(&) durch das System © 
eindeutig bestimmt wird. Um die Existenz des Ringes R(&S) nachzuweisen, betrachten 
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wir die Vereinigung X — N A aller Mengen A aus © und den Ring MX) aller 


Untermengen von X. Berdiehhei E die Gesamtheit aller Mengenringe, die in DUX) 
enthalten sind und ihrerseits das MEN: © enthalten, so ist der Durch- 
schnitt 


IN 


B=NR 


k Re 


aller dieser Ringe offensichtlich der gesuchte Ring R(S). Für einen beliebigen Ring 
N”, der © enthält, ist nämlich der Durchschnitt R— R*nM{X) ein Ring aus F 
und 


SEHR. 


Also erfüllt ® tatsächlich die Forderung der Minimalität. Dieser Ring ® heißt deshalb 
minimaler Ring über © oder von © erzeugter Ring und wird mit R(S) bezeichnet. 


1.5.2. Semiringe von Mengen. In einer Reihe von Fragen, zum. Beispiel in der Maß- 
theorie, spielt neben dem Begriff des Ringes der allgemeinere Begriff des Semiringes 
von Mengen eine wichtige Rolle. 


Definition 2. Ein Mengensystem © heißt Semiring, wenn es die leere Menge & 
enthält, bezüglich der Bildung von Durchschnitten abgeschlossen ist und folgende 
Eigenschaft besitzt: Für beliebige me A und 4A, <A aus © gibt es eine Dar- 


stellung von A in der Form A= Ü A,, wobei A, paarweise disjunkte Mengen aus 


© sind und die erste Menge die vorgegebene Untermenge A, von 4 ist. 


Im weiteren bezeichnen wir jedes System von paarweise disjunkten Mengen A,, As, 
.;4,, deren Veraigui eine vorgegebene Menge A ist, als endliche Zerlegung der 
Menge A. 


Jeder Mengenring R ist ein Semiring, denn wenn A und A, = A in Ri liegen, ist 
A = A, v4, mt L=ANAHER 
eine Zerlegung von A, wie sie die Definition des Semiringes fordert. 


Ein Beispiel für einen Semiring, der nicht zugleich Ring ist, ist die Gesamtheit 
aller Intervalle (a, b), Segmente [e, b] und Halbsegmente [a, b) bzw. (a, b] auf der 
Zahlengeraden!), andere Beispiele sind die Gesamtheit aller „halboffenen“ Recht- 
ecke a <z sb, c<y=<d in der Ebene und .die Gesamtheit aller halboffenen 

‘ Parallelepipede im Raum. 


'Semiringe von Mengen besitzen folgende Eigenschaften. . 


!) In dieser Gesamtheit sind natürlich auch das leere Intervall (a, @) und das Segment [e, a], 
das nur aus einem Punkt besteht, enthalten. 


: 
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Lemma 1. Ist & ein Semering und sind Ay, Ay, .- „An € © paarweise disjunkte 
Untermengen einer Menge AC ©, dann kann man das System der Mengen A, (=1, 2, 
...,0) durch Mengen Aytı, --., A; € © zu einer endlichen Zerlegung 


A=U4A (sen), 
k-1 


von A in © ergänzen. 


Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollständige Induktion. Für n=1 
folgt die Richtigkeit der Aussage des Lemmas unmittelbar aus der Definition des 
Semiringes. Setzen wir nun voraus, daß die Aussage für ns m richtig ist und 
A... Am Am Mengen aus © sind, die die Voraussetzungen des Lemmas erfüllen, 
dann existiert eine solche Zerlegung von A, 


AA VA AU BÜRGER 


2» 
für de BES (g=1,2,...,p) ist. Setzen wir 
Baı = 4 N By» | 
‚dann gibt es nach Definition des Semiringes © eines solche Zerlegung von or 


B, EB Bi vB 


gqrg? 


für die alle B,; zu & gehören. Es ist nun offensichtlich 
A = Av: U Ay U Ayıı U U (Um) 


Die Existenz dieser Mengen B,;€ ©, die paarweise disjunkt sind und die Mengen 
Ars e.., Am Amsı Zu einer endlichen Zerlegung von A in © ergänzen, ergibt die Aus- 

' sage des Lemmas fürn = m + 1. Damit ist diese Aussage nach dem Induktions- 
prinzip für alle natürlichen Zahlen r richtig. 


Lemma 2. Ist © ein Semäiring und A,, -.-, A, ein beliebiges endliches System von 
. engen aus ©, dann gibt es in © ein endliches System von paarweise disjunkten Mengen 
., By so daß jede Menge A, als eh von gewissen Mengen B,, 


A, = UB,, 


seMr 
dargestellt werden kann. 


Beweis. Für n=1 ist das Lemma trivial, weil einfach t—=1, B, = A, gesetzt 
werden kann. Setzen wir nun voraus, daß das Lemma für n s m richtig und A, ... 


Ans Amı ein beliebiges System von Mengen aus © ist. Es seien B,, ..., B; N 


Mengen aus ©, die die Aussage des Lemmas bezüglich A,, ..., A, erfüllen, und 


Ba=AmınB (=...) 
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Dann gibt es nach Lemma 1 für die Menge A, eine Zerlegung in &, die die Mengen 
Ba(se=1,...,t) enthält, 


i a 
As =U Ba ul By; By € ©, (1) 
s=1 ?=1 R 


und nach Definition des Semiringes für die Mengen B, (s = 1, ..., t) jeweils auch eine 
Zerlegung in ©, die die Menge B,, enthält, 


B;= BavBav U Bas Bae ©. 
Man prüft leicht nach, daß 
Ts 
A;=U UB; (k=1,2,...,m) 
seMr j=1 
und daß alle Mengen 
Ban By 


paarweise disjunkt sind. Daraus folgt zusammen mit (1), daß die Mengen B,,, B,' € & 
ein Mengensystem bilden, das die Aussage des Lemmas bezüglich 4,, ..., An, A 
erfüllt. Damit ist das Lemma nach dem Induktionsprinzip für alle 2 bewiesen. 


m+1 


1.5.3. Ringe, die von Semiringen erzeugt werden. Wie wir schon in 1.5.1. festgestellt 
haben, existiert für jedes Mengensystem & ein eindeutig bestimmter minimaler Ring, 
der & enthält. Die explizite Konstruktion .dieses Ringes R(S) ist für ein beliebiges 
Mengensystem © jedoch ziemlich schwierig. Vollständig überschaubar ist sie in dem 
wichtigen Fall, in dem © ein Semiring ist. Der folgende Satz beschreibt diese Kon- 
struktion. 


Satz 3. Wenn © ein Semiring ist, stimmt R(S) mit dem Sysiem 3 derjenigen Mengen, 
A überein, die eine endliche Zerlegung in ©, 


‚Rn 
A=UA, ArcS, 


k=1 
gestatten. 7 


. Beweis. Wir zeigen zuerst, daß das System 3 ein Ring ist. Wenn A und B zwei 
beliebige Mengen aus 3 sind, dann besitzen sie Zerlegungen in ©, 


Rn m 
AA BE 


i-=1 je1 


» 4€E6, -B,Ee©. 


Weil © ein Semiring ist, gehören die Mengen 


Q;; — 4, nB; 
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auch zu ©. Nach Lemma 1 gibt es Zerlegungen von A; und B; in & der Form 


A;=U0;VUDn Dae5; 
ji 


k=1 
E77] 
B; = U Q;; vU Ey: Ey € ©. 
. 2 ° = 
Damit ergibt sich für die Mengen An Bund AAB 
AnB= Y Ci 


AAB= UDauUR, 


ER 


eine Darstellung durch endlich viele paarweise disjunkte Mengen (;,; bzw. D;, und 
E,, aus ©. Das bedeutet, daß An Bund AAB zu 8 gehören, 3 also ein Ring ist. 

Da der Ring 3 unter allen das System © enthaltenden Ringen offensichtlich der 

kleinste ist, ergibt sich 3 — R(&), was zu zeigen: war. \ 


1.5.4. Feneeen Bei verschiedenen Fragestellungen, insbesondere in der Maß- 
theorie, ist es notwendig, Vereinigungen und Durchschnitte nicht nur “für endlich 
viele Mengen, sondern auch für abzählbar viele Mengen zu betrachten. Deshalb ist 
es zweckmäßig, neben dem Begriff des Mengenringes noch folgende ein- 
zuführen. 


Definition 3, Ein Mengenring heißt o-Ring, wenn er mit jeder Folge von Mengen 
A], Ay, ..., An, ... auch stets deren Vereinigung 


S=UA4, 
enthält. 


Dei BR 4. Ein Mengenring heißt ö-Ring, wenn er mit jeder Folge von Mengen 
A;4s,: ... auch stets deren Durchschnitt 


D=nN es 
enthält. 


Entsprechend heißt ein o-Ring mit Eins o-Algebra und ein ö-Ring mit Eins ö-Al- 
gebra. Aus den Dualitätsbeziehungen 


NA) = ENUENA,) 
n Rn 


(vgl. 1.1. ) folgt sofort, daß diese beiden Begriffe übereinstimmen, d. h., jede o-Algebra 
ist gleichzeitig eine ö-Algebra, und jede ö-Algebra ist eine o-Algebra. 

Das einfachste Beispiel für eine o-Algebra ist die Gesamtheit aller Untormengen 
einer beliebigen Menge A. 


4 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Für ein beliebiges Mengensysteni © existiert immer mindestens eine o- Algebra, 
die dieses System enthält. Setzen. wir nämlich 


X=UA4, 
Ace 
so ist die Gesamtheit ® aller Untermengen von X eine o-Algebra, die das System & 
“enthält. . 
Ist B eine beliebige o-Algebra, die das Mengensystem & enthält, und X ihre Eins, 


dann ist jede Menge A€ & in X enthalten und folglich auch X=UAc X. Wir 
4:6 
nennen die o-Algebra ® irreduzibel bezüglich des Systems &, wenn X = UA,d.h. 
4ES 
die irreduzible o-Algebra ist diejenige & umfassende o-Algebra, deren Mengen keine 


anderen Elemente enthalten, als in den Mengen des Systems & enthalten sind. Es 
ist klar, daß wir unsere Betrachtungen in jedem Fall auf solche o-Algebren einschrän- 
ken können. 

Für irreduzible o-Algebren ist ein Satz, analog dem Satz 2 für Ringe, richtig. 


Satz 4. Für ein beliebiges nichtleeres Mengensystem. © existiert eine irreduzible 
o-Algebra B(&), die © enthält und ihrerseits in jeder © enthaltenden o-Algebra liegt. 

Beweis. Satz 4 wird völlig analog zu Satz 2 bewiesen. Die o-Algebra B(6) heißt 
minimale o-Algebra über ©. 

In der Analysis spielen die sogenannten Borelmengen (oder B-M. ange) der Zahlen- 


geraden eine wichtige Rolle, sie gehören zur minimalen o-Algebra über der Gesamt- 
heit aller Segmente [a, b]. 


1.5.5. Mengensysteme und Abbildungen. Es sei y = f(x) eine Funktion, die auf der 
Menge M definiert ist und deren Funktionswerte die Menge N bilden. Für ein belie- 
biges System M von Untermengen der Menge M bezeichnen wir mit f{) das Mengen- 
system aller Bilder von Mengen aus M und für ein beliebiges System 1 von Unter- 
mengen der Menge N mit f!(R%) das Mengensystem aller Urbilder von Mengen aus%. 
Mit diesen Bezeichnungen sind nun folgende Aussagen richtig, die bei der späteren 
Untersuchung von meßbaren Funktionen (in 5.4.) benutzt werden: 


1. Wenn % ein Ring ist, dann ist auch f!(R) ein Ring. 

2. Wenn. % eine Algebra ist, dann ist auch FI) eine Algebra. 

3. Wenn % eine o-Algebra ist, dann ist auch F!({R) eine o-Algebra. 
4. FE) = FRE) 

5. ER) = F(BR))- 


Den Beweis für diese Aussagen überlassen wir dem Leser, der auch prüfen sollte, 
ob die Aussagen richtig bleiben, wenn f-! durch f und % durch M ersetzt werden. 
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2.1. Der Begriff des metrischen Raumes 


2.1.1. Definition und grundlegende Beispiele. Der Grenzübergang ist eine der wichtig- 
sten Operationen der Analysis. Dieser Operation liegt die Tatsache zugrunde, daß 
zwischen zwei Punkten auf der Zahlengeraden ein Abstand erklärt ist. Viele funda- 
mentale Sachverhalte der Analysis sind nicht mit der algebraischen Natur der 
reellen Zahlen verbunden (d. h. damit, daß sie einen Körper bilden), sondern stützen 
sich nur auf den Begriff des Abstandes. Durch Verallgemeinerung der Betrachtungs- 
weise der reellen Zahlen als einer Menge, in der ein Abstand zwischen den Elementen 
erklärt ist, gelangen wir zum Begriff des metrischen Raumes, einem der wichtigsten 
Begriffe der modernen Mathematik. Im folgenden werden wir die Grundzüge der 
Theorie der metrischen Räume und ihrer Verallgemeinerung, der topologischen 
Räume, darlegen. Die Resultate dieses Kapitels sind grundlegend für die gesamten 
weiteren Ausführungen. 


Definition. Als metrischen Raum bezeichnen wir ein Paar (X, o), das aus einer 
Menge (einem Raum) X von Elementen (Punkten) und einem Abstand, einer Metrik, 
besteht, d. h. einer eindeutigen nichtnegativen reellen Funktion e(x, y), die für belie- 
bige x und y aus X erklärt ist und folgenden drei Axiomen genügt: 


1. o(x, y) = 0 gilt dann und nur dann, wenn x — y ist, 
2. ol, y) = 0(y, x) (Symmetrie), | | 
3. 0(®, 2) = e(x, y) + e(y, 2) (Dreiecksungleichung). 


Einen metrischen Raum, d.h. ein Paar (X,,.o), werden wir gewöhnlich mit einem 
einzigen Buchstaben bezeichnen: 


R=(X,e). 
Sind Mißverständnisse ausgeschlossen, so bezeichnen wir einen metrischen Raum 


oft auch mit demselben Symbol wie seine „Grundmenge“ X. 


Wir führen nun Beispiele metrischer Räume an. Einige von diesen Räumen spielen 
in der Analysis eine sehr wichtige Rolle. 


1. Setzen wir für die Elemente einer beliebigen Menge 


füre=y, 


ea, y) = h en 


4# 
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so erhalten wir offenbar einen metrischen Raum. Einen derartigen Raum nennt man 
Raum isolierter Punkte. 


2. Die Nee der reellen Zahlen mit dem Abstand 
ey) = le —yl. 
bildet den metrischen Raum R!. 
3. Die Menge aller »-Tupel von reellen Zahlen 
RB (21, %, 222, X) 


mit dem Abstand 
= Vz (Ye — %)? -® 
k=1 


heißt n-dimensionaler euklidischer Raum R"..Die Gültigkeit der Axiome 1 und 2 für 
den R* ist trivial. Wir zeigen, daß im R* auch die Dreiecksungleichung gilt. 

Es sei x = (9, ..., m) Yy = (yn ...,y.) und 2 = (%, ..., 2,); dann lautet die Drei- 
ecksungleichung ; eo 


Yz« an < Eu- a)? + X am? 2) 
1 k= 


I 
Wenn wir y, — % = 4, 2 — Yı = bi setzen, ist 2, — 2 = 4; + di, und die Un- 
gleichung (2) geht über in 


Vz (v4 3 < / PL Y Ze . () 


Diese Ungleichung folgt aber sofort aus der bekannten Schwarzschen (Cauchy- 
Bunjakovskijschen) Ungleichung!) 


| 3 a) <Yaa. Id. a 
k=1 k=1 k=1 


3) Die Schwarzsche Ungleichung folgt aus der Identität 


(Eon) - -2 a 2 on = £ 2 (a;b; — b;a,)?, 


2 i=1 j= 


- die man unmittelbar nachprüft. 
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Mit der Schwarzschen mel ergibt sich 


Fa + La +22 abı+ 202 


> 
Il 
- 


<Sarr2) Lan. >, + Zr 
k=1 Pe 


(VE + 3). 


Damit ist (3) und folglich auch (2) gezeigt. 


4. Wir betrachten dieselbe Menge aller n-Tupel x = (2,, ..., &,) von reellen Zahlen, 
aber definieren den Abstand durch die Formel 


= ar Hl. | 89 


Die Gültigkeit der Axiome 1 bis 3 ist hier offensichtlich. Wir bezeichnen diesen 
metrischen Raum mit dem Symbol R,”. 


5. Wir nehmen wiederum dieselbe Menge wie schon in den Beispielen 3 und 4 und 
definieren den Abstand zwischen ihren Elementen durch die Formel 


908, y) = max |yı — |. (6) 
ISkzn : 


Die Gültigkeit der Axiome 1 bis 3 ist wieder trivial. Dieser Raum, den wir mit R,” 
bezeichnen, ist in vielen Fragen der Analysis genauso gut geeignet wie der euklidische 
Raum R*. 


Die letzten drei Beispiele zeigen, daß es manchmal wichtig ist, für den metrischen 
Raum und für die Menge seiner Punkte verschiedene Bezeichnungen zu haben, weil 
ein und dieselbe Trägermenge verschieden metrisiert werden kann. 


6. Die Menge O[a, 5] aller stetigen reellwertigen Funktionen, die auf dem Intervall 
[e, 5] definiert sind, bilden mit dem-Abstand 


ef, g) = max Il) — FI 7 
asisb 


ebenfalls einen metrischen Raum. Die Axiome 1 bis 3 beweist man unmittelbar. 
Dieser Raum spielt eine sehr wichtige Rolle in der Analysis. Wir werden ihn mit 
demselben Symbol C[e, 5] bezeichnen wie die Menge der Punkte dieses Raumes. 
Anstelle von C[0, 1] werden wir einfach C' schreiben. 


7. Mit I, bezeichnen wir den metrischen Raum, dessen Punkte alle Folgen 


Ele Banane) 
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von reellen Zahlen sind, die die Bedingung 
k=1 
erfüllen, und definieren den Abstand durch die Formel 
ea, y) = |} I (yr — u)? 2 (8) 


k=1 


Aus der elementaren Ungleichung 
(& + u)? <A ty) 


folgt, en die Funktion o(z,y) für beliebige x,y € l, einen Sinn hat, d.h., daß die 


Reihe 5 (y _ a konvergiert, wenn 
k=1 


oo 


x 
Nae<o und YVyr<o 
k=1 k=1 


ist. Wir zeigen jetzt, daß. die Funktion (8) die Axiome eines metrischen Raumes 
erfüllt. Die Axiome 1 und 2 en offensichtlich, und die Dreiecksungleichung nimmt 
hier die Form 


\z (ır — u” Ss 12 (Ze — Ye)? + Zw — 1,)° (9) 
Pr kzı 


an. Jede der drei hier auftretenden Reihen Be nach dem oben Gesagten. 
Andererseits ist für jedes n die Ungleichung 


3 ( — u)? = e3 (% — Yo)? + > (Ya — %)? 


gültig (vol. Beispiel 4). Durch den Grenzübergang n — oo erhalten wir daraus (9), 
d.h. die Dreiecksungleichung in ],. 


8. Wir betrachten wie in Beispiel 6 die Gesamtheit aller auf dem Intervall [a, 5] 
stetigen Funktionen. Jedoch definieren wir den Abstand anders, und zwar setzen wir 


b 1/2 

la, y) = | let -wio) a) (10) 
v7 

Diesen metrischen Raum werden wir mit O?[e,b] bezeichnen und ihn. Raum 

der stetigen Funktionen mit der quadratischen. Metrik nennen. Hier gelten offenbar 

wieder die Axiome 1 und 2 eines metrischen Raumes, und die Dreiecksungleichung 
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folgt unmittelbar aus der Integralform der Schwarzschen Ungleichung!) 


(Faon da) < few di- Ir na. 


G 


-9. Wir betrachten die Menge aller beschränkten Zahlenfolgen von reellen 
Zahlen x = (2, 2, ..., % «..). Wenn wir 


el, y) = sup ya — ©! 14 (11) 
k 2 


setzen, erhalten wir einen metrischen Raum, den wir mit m bezeichnen. Die Gültig- 
keit der Axiome 1 bis 3 ist trivial. 


10. Die Menge aller n-Tupel von reellen Zahlen mit dem Abstand 
(X, y) = -(£ı Ye — ar)” > (12) 


wobei 9 = 1 eine beliebige feste Zahl ist, bildet einen metrischen Raum, den wir mit 
R," bezeichnen. Die Gültigkeit der Axiome 1 und 2 ist hier wiederum offensichtlich. 
Wir beweisen, daß auch Axiom 3 erfüllt ist. Dazu seien 


== (ie, Yale Ya 2 A, 2) 
drei Punkte aus R,*. Wir setzen | 
Ham 4% —Yy—bn 
dann nimmt die Ungleichung 
9,2) = pl®,y) + 99 2); 
deren Richtigkeit wir nachweisen müssen, die Form 
1/p 


n 1lp n 1/p n 2 
(£ eye br) < [2 IP) + (2 BP) (13) 
k=1 k=1 k=1 


an. Das ist die sogenannte Minkowskische Ungleichung. Für p = 1 gilt die Minkowski- 
sche Ungleichung trivialerweise (der Betrag einer Summe ist kleiner oder gleich der 
Summe der Beträge); daher werden wir annehmen, daß p > 1 ist.2) 


!) Diese Ungleichung erhält man z. B. aus der leicht zu beweisenden Identität 


B 2 d b bb ß 
| S = si) a) — [ 2) di J yel) di — Si f J [x(s) 4) — yls) z{t)]P ds di. 


@ a 


2) Für p<1 gilt die Minkowskische Ungleichung nicht. Wollten wir also den Raum R,? für 
? < 1 betrachten, dann wäre in diesem Raum die Dreiecksungleichung nicht erfüllt. 
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Der Beweis der Ungleichung (13) für p > 1 beruht auf a sogenannten Hölderschen 
Ungleichung. 


Zami = (Zar) (2 ft | (14) 


k-1 


wobei die Zahlen p > Lund g > 1 die Bedingung 
1.1 " i 
Z2+——=1, dh. er (15) 
rg =. p—1 
erfüllen. 


Wir stellen fest, daß die Ungleichung (14) homogen ist. Das heißt, wenn sie für 
zwei beliebige Vektoren 


a=(M,..,%) und b=(b1,...,0n) 


gültig ist, dann gilt sie auch für die Vektoren Aa und ub, wobei A und z beliebige Zahlen 
sind. Daher genügt es, Ungleichung (14) für den Fall 


Rn 


pa la, ]P = 3 = 1 (16) 
zu beweisen. * 
Es sei also die Bedingung (16) erfüllt; wir zeigen dann 
n i 
2 lab <1. 1. (17) 
k=1 


Dazu betrachten wir in der &,n-Ebene die Kurve, die durch die Gleichung 7 = &r-! 
(£>0) oder, was genau dasselbe ist, durch die Gleichung & = 7%! (Abb. 7) be- 
stimmt ist. Aus Abb. 7 gebt hervor, daß bei beliebiger Wahl der reellen. Zahlen « 
und 5 


Sı +8 > a.b 
ist, Die Berechnung der Flächen :$, und 8, ergibt 
@ b 
2 a 
Sı - [ma=8, 8 - min - ze . 
p q 
“0 0 


Abb. 7 
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‚ Also gilt die Ungleichung 
q 

p q 

für beliebige reelle Zahlen & und b. Wenn. wir hier « durch |a,| und b durch |b,| er- 


setzen und über k von 1 bis n summieren, erhalten wir unter Berücksichtigung von 
(15) und (16) 


2 
2 ab S1. 
=1 


Damit ist Ungleichung (17) und folglich auch die allgemeinere Ungleichung (14) 
gezeigt. Für p = '2 geht die Höldersche Ungleichung (14) in die Schwarzsche Unglei- 
ehung (4) über. 

Wir kommen jetzt zum Beweis der Unkomsschen Ungleichung. Dazu betrachten 
wir die Identität 


(la| + BD? = (la + [BIP jal + (tal + 161) |Bl. 


Wenn wir in dieser Gleichung @ durch a, und durch b, ersetzen und über k von 1 
bis summieren, erhalten. wir 


3 (la) + 1bul? = 5 (lan + [Bel)P-tla,| +2 (layl + [Belp-t Id, 


k=1 k=1 


Wenden wir jetzt auf jede der beiden rechts stehenden Summen die Höldersche 
Ungleichung an und berücksichtigen, daß (p — 1) q = ? ist, so erhalten wir 


k=1 


n n va /f ® Ip [ia 1lp 

Zutat + rs (Lad + ar) (Zar) +| Lee”). 
Dividieren wir noch beide Seiten dieser Gleichung durch 

(ZI + Bar)", 
so ergibt sich 

(& 1lp n 1/p Kü ıp 

(Zei + Bar) < (Zar) + (Zee), 

Pr k=1 k=1 
woraus sofort Ungleichung (13) folgt. Damit ist die Dreiecksungleichung in R,? 
bewiesen. 


Die in diesem Beispiel betrachtete Metrik g, ist für p = 2 die euklidische Metrik 
(Beispiel 3) und für 9= 1 die Metrik von Beispiel 4. Man kann zeigen, daß die 
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Metrik 
008; Y) — max [Ya — %| ’ 
Isksn 


die in Beispiel 5 eingeführt wurde, der Grenzfall der Metriken o,(x, y) ist; es gilt 
nämlich 


B0(X, Y) ei [2 |Yx =)" 


p>o© 


Aus der oben gezeigten Ungleichung 


p Ps 
.p q g 


leitet man auch leicht die Höldersche Ungleichung für Integrale, 


b b up; 5b ı/q 
[eo so! a=( f «oa | f wordt) 


ab, die für beliebige Funktionen x(f) und y(t) richtig ist, für welche die rechts stehen- 
den Integrale einen Sinn haben. Dazıns wiederum ergibt sich die Minkowskische 
Ungleichung für Integrale: 


b -\Y b 1/p: b ı/ 
\. [te + vor a)" = h 120% a) Er \ ji vor) ö 


11. Wir erwähnen noch ein interessantes RER} eines metrischen Raumes. Seine 
Elemente sind alle Folgen 


= (U, yore, Ans «+ +) 


reeller Zahlen mit der Eigenschaft 
P3 [8]? <00, 
wobei 9 > 1 eine feste Zahl ist, und der Abstand wird durch die Formel 
& 1/p 
0) = (Zn - u) (18) 
k—1 


definiert. Diesen metrischen Raum bezeichnen wir mit 2,. 
Nach der Minkowskischen Ungleichung (13) gilt für beliebiges n 


n U n ılp n 1 
[2 [ya — ar) . S (Zr) ar (Zr) , 
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Weil nach Voraussetzung die Reihen 


x 


Yo? und PA, 
2 —i 


k=1 
konvergieren, erhalten wir durch den Grenzübergang n — oo 


ıp 


o / & &© FT] i 
(Zw =)" < (2 u) + (2 ni) en (19) 
k=1 k=1 Bi 


. Auf diese Weise ist gezeigt, daß Formel (18), die den Abstand in /, definiert, für 
beliebige x, y € I, einen Sinn besitzt. Gleichzeitig zeigt Ungleichung (19), daß in l, 
die Dreiecksungleichung gilt. Die restlichen Axiome sind. offensichtlich erfüllt. 

Eine beliebige Anzahl weiterer Beispiele ergibt sich nach folgendem Verfahren. 
Es sei R= (X,o) ein metrischer Raum und M eine beliebige Teilmenge von X. 
Dann bildet M mit derselben Funktion o(z, y), die wir jetzt nur für x und y aus M 
betrachten, ebenfalls einen metrischen Raum; er heißt Teilraum des Raumes R. 


2.1.2. Stetige Abbildungen metrischer Räume. Isometrie. Es seien X und Y zwei 
metrische Räume und f eine Abbildung des Baumes X in Y. Es wird also jedem 
Element x € X ein Element y = f(«) aus Y zugeordnet. Diese Abbildung heißt stetig 
im Punkt 2,€ X, wenn für beliebiges <> 0 ein ö> 0 existiert, so daß für alle 
ze X mit 


oz, %) < ö 
die Ungleichung 
alte); Kao)) < e 


erfüllt ist (hier ist o die Metrik in X und o, die Metrik in Y). Wenn die Abbildung f 
in allen Punkten des Raumes X stetig ist, sagt man, daß f auf X stetig ist. Sind X 
und Y Mengen reeller Zahlen, d.h., ist f eine reellwertige Funktion, die auf einer 
Teilmenge X der Zahlengeraden definiert ist, dann stimmt die angegebene Definition 
der Stetigkeit einer Abbildung mit der aus der elementaren Analysis wohlbekannten 
Definition der Stetigkeit von Funktionen überein. 

Analog kann man eine stetige Funktion (Abbildung) f von mehreren Veränderlichen 
EX... € X, (wobei X, ...; X, metrische Räume sind) mit Werten in einem 
metrischen Raum Y definieren. 

Wir bemerken in diesem Zusammenhang, daß auch der Abstand o(z, y) stetig ist, 
wenn man ihn als Funktion der Veränderlichen = und y aus X betrachtet. Das folgt 
sofort aus der Ungleichung 


- let, y) — e(&0 Y)| S eo 2) + eYo 4), 


die leicht aus der Dreiecksungleichung abgeleitet werden kann. 
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Ist die Abbildung f: X — Y umkehrbar eindeutig von X auf Y, so existiert die 
Umkehrabbildung x = f!(y) des Raumes Y auf den Raum X. Sind in diesem Fall. 
sowohl die Abbildung f als auch die Umkehrabbildung f! stetig, dann heißt f 
homöomorphe Abbildung oder Homöomorphismus. Dabei heißen die Räume X und Y, 
zwischen denen man den Homöomorphismus herstellen kann, zueinander homöo- 
morph. Als Beispiel homöomorpher Räume können die ganze reelle Achse (—co, &) 
und ein offenes Intervall, zum Beispiel (—1, 1), dienen. In diesem Fall wird durch 
die Formel 


2 
y= — arctan.x 
n 


ein Homöomorphismus hergestellt. 

.Einen wichtigen Spezialfall homöomorpher Abbildungen bilden die sogenannten 
isometrischen Abbildungen. Man sagt, daß eine Bijektion f zwischen zwei metrischen 
Räumen R = (X, e) und R’= (Y, eo‘) eine Isometrie ist, wenn 


O(&1, 8) = e’ (Kar), f(z.)) 


für beliebige &,, 2, € R ist. Räume R und R’, zwischen denen man eine isometrische 
Abkildung herstellen kann, heißen isometrisch. 

Isometrie der Räume R und R’ bedeutet, daß die metrischen Beziehungen zwischen 
ihren Elementen ein und dieselben sind. Verschieden kann :nur die Natur ihrer 
Elemente sein, was jedoch vom Standpunkt der Theorie der metrischen Räume 
unwesentlich ist. Im weiteren werden wir zueinander isometrische Räume einfach 
als identisch ansehen. 

Auf die hier eingeführten Begriffe (Stetigkeit, Homöomorphismus) werden wir von 

einem allgemeineren Standpunkt aus am Ende von 2.5. zurückkommen. 


2.2, Konvergenz. Ofiene und abgeschlossene Mengen 


2.2.1. Grenzwert. Abschluß. Wir führen jetzt einige Begriffe aus der Theorie der 
metrischen Räume ein. Diese Begriffe werden wir im folgenden wiederholt benutzen. 

Als offene Kugel B(x,, r) im metrischen Raum R bezeichnen wir die aesamncheit 
aller Punkte ze R, die der Bedingung 


ei®, 0) <r 


| genügen. Der Punkt x, heißt Mittelpunkt und die Zahl r Radius dieser Kugel. 
Als abgeschlossene Kugel B[x,, r] bezeichnen wir die Menge aller Punkte x € R, die 
die Bedingung 


o(, %) <r 
erfüllen. 
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Eine offene Kugel mit dem Mittelpunkt x, und dem Radius e werden wir auch 
s-Umgebung des Punktes x, nennen und mit dem Symbol O,(x,) bezeichnen. 


Aufgabe. Man gebe ein Beispiel eines metrischen Raumes mit zwei Kugeln B(x, 0); B(y; 02) 
an, für die go, > g, ist und trotzdem B(&, 0.) <= By, & gilt. 


Ein Punkt ze R heißt Berührungspunkt einer Menge M <= R, wenn jede Um- 
gebung von x wenigstens einen Punkt aus M enthält. Die Menge aller Berührungs- 
punkte der Menge M wird mit [M] bezeichnet und heißt Abschluß von M. Auf diese 
Weise haben wir für Mengen eines metrischen Raumes die Operation der Abschließung 
erklärt, den Übergang von der Menge M zu ihrem Abschluß [M7]. 


Satz 1. Die Abschließung besitzt folgende Eigenschaften: 
1.MCI[M, 

2. [0] = a1, 

3.[M,] <= [M;] fells M, CM, 

4. [M, v4] = [M,]v [M,). 


Beweis. Die erste Behauptung gilt trivialerweise, weil jeder Punkt, der zu M ge- 
hört, auch ein Berührungspunkt von M ist. - 

Wir beweisen die zweite Eigenschaft. Dazu sei x € [mM 1. Dann gibt es in einer 
beliebigen Umgebung O,(z) von x einen Punkt x, € [M]. Wir setzen & = e — o(&,). 
und betrachten die Kugel O, (x1). Diese Kugel liegt ganz im Innern der Kugel O,(«). 
Denn für z€ O,(&) güt o(2, 21) <&, und wegen o(w, 2.) = e — a folgt nach der 
Dreiecksungleichung 


ea) <a tle—s)=E, 


d.h. ze O.(x). Weil nun x, € [M] ist, gibt es in O,(x,) einen Punkt'z, € M. Dann 
ist aber auch ©, € O,{x). Da 0,(x) eine beliebige Umgebung des Punktes x war, 
folgt x € [M]. Damit ist die zweite Behauptung gezeigt. 

Abschließend beweisen wir noch die vierte Eigenschaft, die dritte ist offensichtlich 
erfüllt. 

Wenn x € [M, u M3] ist, liegt x wenigstens in einer der Mengen une oder [M 3]; 
d. h., es ist 


[M, vM;]e [IM ]v IM. 


Wegen M, = M, vu M, und M, = M, v M,; folgt auch die umgekehrte Inklusion aus 
Eigenschaft 3. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 


Ein Punkt x€ R heißt Häufungspunkt der Menge M = R, wenn jede ae 
von x unendlich viele Punkte aus M enthält. 
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Ein Häufungspunkt kann zu M gehören, braucht aber nicht zu M zu gehören. Ist 
2. B. M die Menge aller rationalen Zahlen aus dem abgeschlossenen Intervall [0, 1], 
so ist jeder Punkt dieses Intervalls Häufungspunkt von M. 

Ein Punkt x, der zu M gehört, heißt isolierter Punkt dieser Menge, wenn es in 
einer hinreichend kleinen Umgebung O,(x) von x keine von x verschiedenen Punkte 
aus M gibt. 

Der Leser möge folgende Behauptung als Übung beweisen: 


Jeder Berührungspunkt einer Menge M ist entweder Häufungspunkt oder isolierier 
Punkt dieser Menge. 


Hieraus kann man folgern, daß der Abschluß [M] im len aus drei Arten 
von Punkten besteht: 

1. aus isolierten Punkten der Menge M; 

2. aus Häufungspunkten der Menge M, die zu M gehören; 

3. aus Häufungspunkten der Menge M, die nicht zu M gehören. 


Somit erhält man den Abschluß [.M] durch Vereinigung der Menge M mit allen ihren 
Häufungspunkten. 


2.2.2. Konvergenz. Es sei %,, %, ... eine Folge von Punkten im metrischen Raum AR. 
Man sagt, daß diese Folge gegen den Punkt x konvergiert, wenn jede Umgebung O;(«) 


des Punktes x alle Punkte x, von einem gewissen Index an enthält, d. h., wenn es 


zu jedem & > 0 eine Zahl N, gibt, so daß O,(z) alle Punkte x, mit n > N, enthält. 
Der Punkt x heißt Grenzwert der Folge {x,}. 

Diese Definition kann man offensichtlich auch noch: in folgender Weise formu- 
lieren. Die Folge {x,} konvergiert gegen x, wenn 


lim o(z, x,) = 0. 
R->09 
“ Aus der Definition des Grenzwertes folgt unmittelbar, daß erstens eine Folge nicht 
zwei verschiedene Grenzwerte besitzen kann und daß zweitens auch jede Teilfolge 
einer Folge {z,}, die gegen den Punkt x konvergiert, gegen denselben Punkt konver- 
giert. 
Der folgende Satz stellt den Zusammenhang zwischen den Begriffen des Berüh- 
rungspunktes und des KHäufungspunktes her. 


Satz 2>Zin Punkt x ist genau dann Berührungspunkt einer Menge M, wenn eine 
Folge {x„} von Punkten aus M existiert, die gegen x konvergiert. 


Beweis. Wir zeigen die Notwendigkeit der Bedingung, die Hinlänglichkeit ist 
trivial. Wenn x Berührungspunkt der Menge M ist, liegt in jeder Umgebung O, (2) 
von x wenigstens ein Punkt x, € M. Diese Punkte bilden eine Folge, die gegen x 
konvergiert. 
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Ist x Häufungspunkt der Menge M, so kann man die Punkte x, € Om n M, die 
verschiedenen n entsprechen, paarweise verschieden wählen. Somit ist der Punkt x 
dann und nur dann Häufungspunkt von M, wenn in M eine Folge von paarweise ver- 
schiedenen Punkten existiert, die gegen x konvergiert. 

Den Begriff der Stetigkeit einer Abbildung eines metrischen Raumes X in einen 
_ metrischen Raum Y, der in 2.1. eingeführt wurde, kann man jetzt mit Hilfe der 
Konvergenz von Folgen ausdrücken. Und zwar ist eine Abbildung 4 = f(x) stetig im 
Punkt x,, wenn für jede Folge {x,}, die gegen x, konvergiert, die Folge {y, = f{%.)} 


gegen y, = f{x,) Konvergiert. Der Beweis der Gleichwertigkeit dieser Definition mit 


der in 2.1. angegebenen unterscheidet sich durch nichts vom Beweis der Gleich- 


wertigkeit der beiden  Stetigkeitsdefinitionen (in der „s-ö-Sprache“ und in der 


„Folgensprache‘‘) für Zahlenfunktionen und kann dem Leser überlassen werden. 


2.2.3. Dichte Teilmengen. Es seien A und B zwei Mengen in einem metrischen 


Raum R. Die Menge A heißt dicht in B, wenn [4] > B ist. Insbesondere heißt die 
Menge A überall dicht (im Raum R), wenn ihr Abschluß [A] mit dem ganzen Raum R 
übereinstimmt. Zum Beispiel ist die Menge der rationalen Zahlen überall dicht auf 
der Zahlengeraden. Die Menge A heißt nirgends dicht, wenn sie in keiner Kugel dicht 
ist, d. h., wenn in jeder Kugel B = RE eine andere Kugel B’ enthalten ist, die mit M 
keinen gemeinsamen Punkt besitzt. 


Beispiele von Räumen, die eine abzählbare überall dichte Menge 
besitzen. Räume, in denen es eine abzählbare überall dichte Menge gibt, heißen 
separabel. Wir wollen die in 2.1. angeführten Beispiele unter diesem Gesichtspunkt 
betrachten. j 


1. Der „diskrete“ Raum, der in 2.1., Beispiel 1, beschrieben wurde, enthält dann 
und nur dann eine abzählbare überall dichte Menge, wenn er selbst nur aus abzählbar 
vielen Punkten besteht. Das liegt daran, daß der Abschluß [M] einer beliebigen 
Menge M in diesem Raum mit M übereinstimmt. 

Alle Räume, die in 2.1., Beispiel 2 bis 8, aufgezählt wurden, enthalten abzählbare 
überall dichte Mengen. Wir geben in jedem dieser Räume je eine solche Menge an 
und empfehlen dem Leser dringend, die detaillierten Beweise durchzuführen. 


2. Auf der reellen Achse A! die rationalen Zahlen. 


3.—5. Im n-dimensionalen euklidischen Raum R* und in den Räumen R,”, BR,” 
die Gesamtheit aller Vektoren mit rationalen Koordinaten. 


6. Im Raum O[a,b] die Gesamtheit aller. Polynome mit rationalen Koeffizienten. 


7. Im Raum |, die Gesamtheit aller Folgen mit rationalen Folgengliedern, von denen 


nur endlich viele von. Null verschieden sind. . 


8. Im Raum O?fa, b] die Gesamtheit aller Polynome mit rationalen Koeffizienten. 
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Hingegen ist der Raum m aller beschränkten Folgen (2.1., Beispiel 9) nicht separabel. 
Zum Beweis betrachten wir alle Folgen, die aus Nullen und Einsen bestehen. Sie 
bilden eine Menge von der Mächtigkeit des Kontinuums (weil man zwischen ihnen 
und den Teilmengen der natürlichen Zahlen eine eineindeutige Beziehung herstellen 
kann). Der Abstand zwischen zwei solchen Punkten, die durch Formel (11) aus 2.1. 
definiert wird, ist gleich 1. Um jeden dieser Punkte legen wir eine offene Kugel vom 
Radius 1/2. Diese Kugeln schneiden sich. nieht. Wenn nun eine Menge in m überall 
dicht ist, dann muß jede der konstruierten Kugeln wenigstens einen Punkt aus dieser 
Menge enthalten, und diese kann folglich nicht abzählbar sein. 


2.2.4. Offene und abgeschlossene Mengen. Wir betrachten zwei wichtige Typen von 
Mengen im metrischen Raum, und zwar die offenen und die abgeschlossenen Mengen. 
Eine Menge M in einem metrischen Raum R heißt abgeschlossen, wenn sie mit 
ihrem Abschluß übereinstimmt: [M] = M. Eine Menge ist ‚also abgeschlossen, 
‚wenn sie alle ihre Häufungspunkte enthält. 
Nach Satz 1 ist der Abschluß einer Menge M abgeschlossen. Aus demselben Satz 
‚folgt, daß [M] die kleinste abgeschlossene Menge ist, die M enthält. (Man beweise 
das!) 

Beispiele 

1. Jedes abgeschlossene Intervall [a, 5] auf der Zahlengeraden ist eine abgeschlos- 
sene Menge. 

2. Eine abgeschlossene Kugel stellt eine abgeschlossene Menge dar. Insbesondere 
ist im Raum (la, b] die Meg der Funktionen abgeschlossen, die die Bedingung 
Hl <K erfüllen. 

3. In Ofea, b] ist die Menge aller Funktionen mit If&)| <K (offene Kugel) nicht 
abgeschlossen, ihr Abschluß ist die abgeschlossene Kugel, die aus allen Funktionen 
mit |f(t)| Ss K besteht. 

4. In jedem metrischen Raum R sind die leere Me & und der ganze Baum R 
abgeschlossen. 

5. Jede Menge, die aus endlich vielen Elementen besteht, ist abgeschlossen. 


Im folgenden Satz formulieren wir grundlegende Eigenschaften abgeschlossener 
Mengen. 


Satz 3. Der Durchschmitt beliebig vieler und die Vereinigung endlich vieler abgeschlos- 
sener Mengen sind abgeschlossene Mengen. : 


Beweis. Essi #=f}F, der Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen 7, und 
es sei x ein Häufungspunkt von F. Das bedeutet, .daß eine beliebige Umgebung 
O,(x) von x unendlich viele Punkte aus F enthält./Dann enthält aber O,(x) erst recht: 
unendlich viele Punkte aus jedem F, und folglich gehört der Punkt x zu jedem F\, 
weil jedes F, abgeschlossen ist. Somit folgt xe F=N F,, d. h., F ist abgeschlossen. 
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Es; sei jetzt F die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen: F = u F,, 


und es seix ein Punkt, der nicht zu F gehört. Wir werden zeigen, daß x dann zäh 
Häufungspunkt von F sein kann. Der Punkt x gehört nämlich zu keiner der ab- 
geschlossenen Mengen F; und ist folglich auch nicht Häufungspunkt einer dieser 
Mengen. Daher kann man für jedes i eine Umgebung O,,(x) des Punktes x finden, die 
höchstens endlich viele Punkte aus F'; enthält. Nehmen wir nun die kleinste der 
"Umgebungen 0, («), ..., 0;,(2), so erhalten wir eine Umgebung O,(x) des Punktes x, 
die höchstens endlich viele Punkte aus F enthält. 

Wenn also der Punkt x nicht zu F gehört, dann kann er nicht Häufungspunkt von 
F sein, d. h., F ist abgeschlossen. Damit ist der Satz bewiesen. 


Ein Punkt x heißt innerer Punkt der Menge M, wenn eine Umgebung O,(x) dieses 
Punktes existiert, die ganz in M enthalten ist. 
Eine Menge, die nur aus inneren Punkten besteht, heißt offen. 


Beispiele 

6. Das offene Intervall (a,b) auf der Zahlengeraden R! ist eine offene Menge; 
wenn nämlich a < a < b ist, dann liegt O,(«) mit <= min (« —a,b — a) ganz im 
Intervall (a, B). 


7. Eine offene Kugel B(e, r) in einem beliebigen metrischen Raum AR ist eine offene 
Menge. Denn für jedes x € Bla, r) it e=r — ola,x) > O0 und B(x, e) C.B(a, r). 


8. Die Menge aller auf [a, b] stetigen Funktionen, die der Bedingung fff). < g(f). 
genügen, wobei g(f) eine feste stetige Funktion ist, bildet eine offene des 
Raumes Ofa, b]. 


Satz 4. Eine Menge M ist genau dann offen, wenn ihr Komplement RN M ab- 
geschlossen. ist. 


Beweis. Wenn M offen ist, besitzt jeder Punkt x aus M eine Umgebung, die ganz 
zu M gehört, d.h. die keinen gemeinsamen Punkt mit R\ M hat. Ein Punkt, der 
nicht zu R\M gehört, kann demnach kein Berührungspunkt von RNM sein. 
Also ist RN .M abgeschlossen. Ist umgekehrt R \ _M abgeschlossen, so besitzt ver 
Punkt aus M eine Umgebung, die ganz in M liegt, d. h., M ist offen. 


Weil die leere Menge und der ganze Raum R abgeschlossen sind und gleichzeitig 
die Komplemente voneinander bilden, sind die leere Menge und der ganze Raum R 
ebenfalls offen. 


Aus Satz 3 und aus dem Dualitätsprinzip (der Durchschnitt der Komplemente 
ist gleich dem Komplement der Vereinigung, die Vereinigung der Komplemente ist 
gleich dem Komplement des Durchschnitts; vgl. 8. 19) ergibt sich folgender wichtiger 
Satz, der zu Satz 3 dual ist. 


5 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Satz 3’. Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler offener 
Mengen sind offene Mengen. 


2.2.5. Offene und abgeschlossene Mengen auf der Zahlengeraden. Die Struktur offener 
und abgeschlossener Mengen kann in manchen metrischen Räumen sehr kompli- 


“ ziert sein. Das trifft auch auf offene und abgeschlossene Mengen im zwei- oder drei- 


dimensionalen euklidischen Raum zu. Nur im eindimensionalen Fall, d.h. auf der 
Zahlengeraden, bereitet die vollständige Beschreibung aller offenen Mengen (und 
folglich auch aller abgeschlossenen) keine Mühe. Sie ergibt sich aus folgendem Satz. 


‚Satz 5. Jede offene Menge auf der Zahlengeraden läßt sich als Vereinigung endlich 
oder abzählbar vieler paarweise disjunkter offener Intervalle!) darstellen. 


Beweis. @ sei eine offene Menge auf der reellen Achse. Für die Punkte aus G 
führen wir eine Äquivalenzrelation ein, indem wir x —y setzen, wenn ein offenes 
Intervall I mit z,ye Ic @ existiert. Offensichtlich ist diese Relation reflexiv und 
symmetrisch. Sie ist auch transitiv. Ist nämlich z —y und y —z, dann existieren 
offene Intervalle I, und J, mit 


z,yehc@ und yzelc4G. 


Die Vereinigung I = Iı u L, ist wegenye£Iın Ta offenbar ebenfalls ein Intervall, für 
das : 
wzelc@ 


gilt. Das bedeutet aber x —z. Folglich zerfällt G in disjunkte Klassen TI, von äqui- 
valenten Punkten, 


G=UL.. 


Wir werden zeigen, daß jedes I, ein offenes Intervall (a, b) ist, wobei @ = infI,, 
b = sup I, ist. Die Inklusion I, < (a, b) ist trivial. Gilt andererseits x, y € I, soist 
nach Definition von I, das Intervall (x, y) in I, enthalten. Nun gibt es in beliebiger 
Nähe rechts von @ und in beliebiger Nähe links von b Punkte aus I,. Daher enthält I, 
jedes Intervall (a’, b’), dessen Endpunkte zu (a, b) gehören, woraus I, = (a, b) folgt. 
Das System dieser disjunkten Intervalle I, ist höchstens abzählbar, denn wenn wir 
aus jedem dieser Intervalle in beliebiger Weise einen rationalen Punkt auswählen, 


erhalten wir eine umkehrbar eindeutige Beziehung zwischen diesen Intervallen 


und einer gewissen Teilmenge der rationalen Zahlen. Damit ist der Satz bewiesen. 


Jede abgeschlossene Menge ist das Komplement einer offenen Menge. Somit er- 
hält man jede abgeschlossene Zahlenmenge, indem man der reellen Achse endlich 
oder abzählbar viele offene Intervalle entnimmt. 

Die einfachsten Beispiele abgeschlossener Mengen sind abgeschlossene Intervalle, 
einzelne Punkte und endliche Vereinigungen solcher Mengen.’ Wir wollen auch noch 


1) Die Mengen der Form (—0o, oo), (&, 00) (—00, ß) sehen wir dabei ebenfalls als Intervalle an. 
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ein komplizierteres Beispiel einer abgeschlossenen Menge auf der Zahlengeraden be- 
trachten, und zwar die sogenannte Oantorsche Menge. 

Es sei F, das abgeschlossene Intervall [0, 1]. Wir entnehmen daraus das offene 
Intervall (1/3, 2/3) und bezeichnen die verbleibende abgeschlossene Menge mit F\. 
Daraufhin nehmen wir aus F, die offenen Intervalle (1/9, 2/9) nd (7/9, 8/9) heraus 
und bezeichnen die verbleibende abgeschlossene Menge (die aus vier abgeschlossenen 
Intervallen besteht) mit F,. Aus jedem dieser vier Intervalle nehmen wir wieder 


0 7 m 

0 1/3 "2/3 1 [7 

h) 1/3 2/3 1 

Ws 29 „ws 35 72 

-- -- u: 

“1... un.n ne ERE [7A Abb. 8 


das mittlere offene Intervall der Länge (1/3)? heraus usw. (Abb. 8). Wenn wir diesen 
. Prozeß fortsetzen, erhalten wir eine abnehmende Folge ER, Mengen F,. 
Setzen wir 
F=NF, 
n=0 
dann ist F als Durchschnitt von abgeschlossenen Mengen eine abgeschlossene Menge. 
Diese Menge erhält man aus dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] durch die Entnahme 
von abzählbar vielen offenen Intervallen. 
"Wir wollen die Struktur der Menge F untersuchen. Zu F gehören offensichtlich die 
Punkte 
1212738 
0,1, ,=-,—,—,—, 2. " (ih) 
339999 
die Endpunkte der herausgenommenen offenen Intervalle. Jedoch sind das nicht 
alle Punkte von F. Die Punkte des Intervalls [0, 1], die zur Menge F gehören, kann 
man auf folgende Weise charakterisieren. Wir schreiben jede derZahlenz, O<x<s1, 
im triadischen System: 


-Aıar. mL... 
IT et we 


wobei die Zahlen a, die Werte 0,1, 2 annehmen können. Wie auch im Fall von de- 
kadischen Brüchen gestatten einige Zahlen zwei Schreibweisen, z. B. 


| 0 2 2 
re ee 


5* 
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Man kann leicht nachprüfen, daß die Zahl x»,0 <x< 1, genau dann zur Menge F 
gehört, wenn man sie wenigstens auf eine Weise so als triadischen Bruch schreiben 
kann, daß in der Folge a,, @,, ..., @,, ... niemals die Eins vorkommt. Somit kann man 
jedem Punkt x € F eine Folge 


Ay, da, rel wen : . ”. (2) 


zuordnen, wobei a, = 0 oder a, = 2 ist. Die Gesamtheit dieser Folgen bildet eine 
Menge von der Mächtigkeit des Kontinuums. Davon kann man sich überzeugen, in- 
dem man jeder Folge (2) die Folge ; 


RR ER ER | (2) 


mit 6, = 0 für «,=0 und b, =1 für a, = 2 zuordnet. Die Folge (2’) kann man 
nämlich als Darstellung einer reellen Zahl y, 0<y.<1, als dyadischen. Bruch be- 
trachten. Somit erhalten wir eine Abbildung der Menge F auf das ganze Intervall 
[0, 1]. Hieraus folgt, daß F die Mächtigkeit des Kontinuums besitzt.!) Weil die 
Menge der Punkte (1) abzählbar ist, können diese Punkte nicht ganz F ausschöpfen. 


Aufgaben 


1. Es ist direkt zu beweisen, daß der Punkt '/, zur Menge F gehört, aber kein Endpunkt eines 
der herausgenommenen Intervalle ist. 
Hinweis. Der Punkt !/, teilt das Intervall [0, 1] im Verhältnis 1:3. Das Intervall [0, Ys) 
das nach der ersten Herausnahme verbleibt, teilt er ebenfalls im Verhältnis 1:3 usw. 
Die Punkte (1) nennen wir Punkte erster Art der Menge F, die verbleibenden Punkte nennen wir 
Punkte zweiter Art. 


2. Es ist zu beweisen, daß die Punkte erster Art in F eine überall dichte Menge bilden. 

3. Es ist zu zeigen, daß die Zahlen der Form u +, fr ie F, das ganze Intervall [0,2] aus- 
füllen. 

Wir haben gezeigt, daß die Menge F die Mächtigkeit des Kontinuums besitzt, d.h. 
ebensoviele Punkte wie das Intervall [0, 1]. 

Es ist interessant, das folgende Resultat mit dieser Tatsache zu vergleichen: Die 


4 
Summe - + — + — +... der Längen aller herausgenommenen Intervalle ist 


genau gleich 1. 


Ergänzende Bemerkungen 


(1) Es sei M eine Menge im metrischen Raum R und x ein Punkt dieses Raumes. Dann wird die 
Zahl 
0%, M= int oz, a) 
aeM _ 


Abstand des Punktes x von der Menge M genannt. 


2) Die aufgestellte Beziehung zwischen F und dem Intervall [0, 1] ist eindeutig, aber nicht 
eineindeutig (deswegen, weil manche Zahlen des Intervalls [0, 1] durch verschiedene dyadische 
Brüche dargestellt werden können). Hieraus folgt, daß die Mächtigkeit von F nicht kleiner als 
die Mächtigkeit des Kontinuums ist. Andererseits ist F eine Teilmenge des Intervalls [0, 1], 
und daher kann die Mächtigkeit von F nicht größer als die Mächtigkeit des Kontinuums sein. 
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Ist xe M, so ist o(x, M) = 0, jedoch aus o(x, M) = 0 folgt nicht, daß x e M ist. Aus der Defi- 
nition des Berührungspunktes erhalten wir unmittelbar, daß o(&,_ M) = 0 dann und nur dann gilt, 
wenn x Berührungspunkt der Menge M ist. 

Somit kann man die Abschließung einer Menge auch dadurch charakterisieren, daß alle die 
Punkte zur Menge hinzugenommen werden, deren Abstand zur Menge gleich Null ist. 


(2) Analog wird die Entfernung zwischen zwei Mengen definiert. Wenn A und B zwei Mengen 
im metrischen Raum R sind, so ist 


e(4,B)= m Kia, b). 


beB 


Wenn An B= 8, so ist e(4, B) = 0; das Umgekehrte ist allgemein nicht richtig. 


(3) K sei eine feste positive Zahl, und Mx sei die Menge aller Funktionen f aus .C[e, b], die der 
Lipschitzbedingung 


M)-IWISKR-U, tet elabl, 


genügen. Die Menge Mk ist abgeschlossen. Sie stimmt mit dem Abschluß der Menge aller der auf 
Ie, 5] differenzierbaren Funktionen überein, für die |F{t)| < K ist. 


(4) Die Menge M = |) M, derjenigen Funktionen, die die Lipschitzbedingung für jedes K 
E 
erfüllen, ist nicht abgeschlossen. Ihr Abschluß ist ganz C/[e, b]. 


(5) Eine offene Menge G im n-dimensionalen euklidischen Raum heißt zusammenhängend, wenn 
je zwei Punkte x, y e G@ durch einen Polygonzug verbunden werden können, der ganz in @ liegt. 
Zum Beispiel ist das Innere des Kreises &? + y? < 1 eine zusammenhängende Menge. Dagegen ist 
die Vereinigung der beiden Kreise 


+yP<1l und «—-2? -P?<i 


keine zusammenhängende Menge (obwohl diese Kreise einen gemeinsamen Berührungspunkt 
haben!). Eine offene Teilmenge 4 der offenen Menge @ heißt Komponente von @, wenn sie zu- 
sammenhängend ist und in keiner größeren zusammenhängenden offenen Teilmenge von @ ent- 
halten ist. Wir führen in G eine Äquivalenzrelation ein. Es sei x %, wenn eine offene zusammen- 
hängende Teilmenge H von @ existiert, die x und y enthält, 


&yeHcd. 


Wie im Fall der reellen Achse prüft man leicht die Transitivität nach, und daher zerfällt @ in 
disjunkte Klassen @ = |) I. Diese Klassen sind die offenen Komponenten von @. Ihre Zahl ist 
höchstens abzählbar. 

Im Falrn=1t, d.h. auf der Geraden, ist jede zusammenhängende offene Menge ein offenes 
Intervall (zu den offenen Intervallen werden auch die unendlichen Intervalle (—oo, a), (b, 0) 
und (—oo, co) gerechnet). Somit. besteht Satz 5, der eine Aussage über die Struktur offener 
Mengen auf der Zahlengeraden macht, aus zwei Behauptungen: 


1. Jede offene Menge auf der Zahlengeraden ist die Vereinigung endlich vieler oder abzählbar 
vieler Komponenten. 


2. Eine zusammenhängende offene Menge auf der Zahlengeraden ist ein offenes Intervall. 


Die erste Behauptung ist auch für Mengen im n-dimensionalen euklidischen Raum richtig (und 
gestattet weiteste Verallgemeinerungen), aber’die zweite Behauptung bezieht sich speziell auf die 
Zahlengerade. 
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243, Vollständige metrische Räume 


2.3.1. Definition und Beispiele vollständiger metrischer Räume. Schon in den Anfangs- 
gründen der Analysis erkennt man, was für eine wichtige Rolle die Vollständigkeit 
der Zahlengeraden in der Analysis spielt, d. h. die Tatsache, daß jede Fundamental- 
folge reeller Zahlen gegen einen Grenzwert konvergiert.: Die Zahlengerade dient als 
einfachstes Beispiel der sogenannten vollständigen metrischen Räume, deren 
grundlegende Eigenschaften wir in 2.3. untersuchen werden. 

‚Eine Folge {x,} von Punkten eines metrischen Raumes R nennen wir Fundamental- 
folge,. wenn sie dem Cauchyschen Kriterium genügt, d.h., wenn für jedes e > 0 
eine Zahl N, existiert, so daß o(&,,, 2.) < eist für allen’ > N, n”’ > N. 


Definition 1. Wenn im Raum R jede Fundamentalfolge konvergiert, dann heißt 
dieser Raum vollständig. 


Beispiele. Alle Räume, die in 2.1. betrachtet wurden, sind mit Ausnahme des 
in Beispiel 8 angegebenen Raumes vollständig. Das werden wir jetzt zeigen. 


1. Fundamentalfolgen im Raum isolierter Punkte (2.1., Beispiel 1) sind nur die 
stationären Folgen, d. h. Folgen, in denen von einem gewissen Index an alle Folgen- 
glieder gleich sind. Jede solche Folge konvergiert natürlich, d. h., dieser Raum ist 
vollständig. 


2. Die Vollständigkeit des euklidischen Raumes R!, der Gesamtheit aller reellen 
Zahlen, ist aus der elementaren Analysis bekannt. 


3. Die Vollständigkeit des euklidischen Raumes R” folgt unmittelbar aus der Voll- 
ständigkeit des R!. Um das einzusehen, betrachten wir eine Fundamentalfolge 
{x} von Punkten des R”. Dann gibt es zu jedem e > Oein N = N. sodaß. 

”% 
P2 (2,9) — xD )2 <e 
k=1 : 
ist für alle p,g, die größer als N sind. Hierbei ist x?) — (x,®, ...,2,(®}. Daraus 
erhalten wir für jedes k=1,2,...,n eine entsprechende Ungleichung für die Ko- 
ordinaten x,(P: E ZZ 


[a,(® A) | <eE 


für alle 9,9 > N. Also ist {x,(P} eine Fundamentalfolge im Raum R!. Setzen wir 
nun 
% = limz/P und 2 = (2% +; %n); 
P>o 


dann ist offenbar 


lim —=x. 


p>o 
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- 4.—5. Die Vollständigkeit der Räume R,” und R,” wird völlig analog bewiesen. 


6. Wir zeigen jetzt die Vollständigkeit des Raumes O[a,b]. Dazu sei {x„(f)} eine 
“ Fundamentalfolge in C[e, 5]. Das bedeutet, daß zu jedem e > 0 eine Zahl N existiert, 
so daß 


2.) — ml) <e 


ist für n,m > N und für allet,a <t < b. Hieraus folgt, daß die Folge {x,(t)} gleich- 
mäßig konvergiert. Bekanntlich ist ihr Grenzwert x(f) dann eine stetige Funktion. 
Lassen wir nun min der vorhergehenden Ungleichung gegen Unendlich streben, so 
erhalten wir 


lan) — al Se 
für alle i und alle» > N. Das heißt aber, daß {zx,(£)} im Sinne der Metrik des Raumes 
Ola, b] gegen x(t) konvergiert. 


7. Um.die Vollständigkeit des Raumes I, zu zeigen, betrachten wir eine Funda- 
mentalfolge {x} in I,. Dann gibt es zu jedem & > 0 ein N, so daß 


la, er) = I ee E ) 
k=1 
für n,m > N gilt. Hierbei ist 
a®) = (1®, 2), au 2,9, ir .) u 
Aus (1) folgt für jedes % die Ungleichung 
(9 2,2 <e, 


-d. h., für jedes k ist die reelle Zahlenfolge {x,”} Fundamentalfolge und daher kon- 
vergent. Wir setzen nun x; = lim x, ®. und bezeichnen die Folge (#1, 3, «+, &p +.) 
mit x. Dann ist zu zeigen: u 


2) Da®<o,d.h.xch, 
k=1 i 


b) im o(&®, x) = 0. 


R—0O 


Aus Ungleichung (1) folgt, daß für beliebiges festes M die Ungleichung 


m 
2 << e 
k=1 \ 

gilt. In dieser Summe gibt es nur endlich viele Summanden, und wir können bei fest- 
gehaltenem n den Grenzübergang m — oo ausführen. Wir erhalten dann 


M 


9 — nr? Se. 


k=1 
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Diese Ungleichung ist für jedes M richtig. Daher können wir durch: den. Grenz- 
übergang M — oo wieder zur unendlichen Reihe übergehen und erhalten 


(2,9 F= %,)° s [23 


5 2) 


1Ms 


Aus der Konvergenz der Reihen > (x, ®)? und 2 (2,9 — x,)? folgt nun (auf Grund 
der elementaren Ungleichung («a 2 bye < <2a + 3a) die Konvergenz der Reihe 2} 2, 


d.h., Behauptung a) ist gezeigt. Da e beliebig klein war, ergibt sich aus Unalei- 
. chung (2) ferner _ 


lim olam, x) = lim gar ar 9 — 2)? =0, 


NO n—>X 


d.h. x2® — x in der Metrik des !,. Damit ist auch Behauptung b) bewiesen. 


8. Man überzeugt sich leicht davon, daß der Raum O?fe, 5] nicht vollständig ist. 
Dazu betrachten wir z. B. die Folge der stetigen Funktionen 


ee 


Sie ist Fundamentalfolge in 0? —1, 1] wegen 


1 


few — Omit ))® ds 


—i 


2 


min (n, m) 


Jedoch konvergiert sie gegen keine Funktion aus 0?{—1,1]. Um das zu zeigen, 
betrachten wir eine Funktion f aus C?{—1,1] und die Sprungfunktion y, die für 
t< 0 gleich —1 und für > 0 gleich +1 ist. 

Nach der Minkowskischen Ungleichung für Integrale (die offenbar auch für stück- 
weise stetige Funktionen gilt) erhalten wir 


1 ! 
| to - vo) a) 
4 
R ula 1 1/2 
|. fü Bo +[ [ (mt = wor) y 


1 
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Wegen der Stetigkeit der Funktion f ist das Integral auf der linken Seite von Null 
verschieden. Ferner ist klar, daß 


lim AR out) =0r d=0 


n>a@ 1 


1 
ist. Daher kann fi (ft) — 9.(1))? dt für n — oo nicht gegen Null streben. 
-ı 


Aufgabe. Es ist zu beweisen, daß der Raum aller beschränkten Folgen (2.1., Beispiel 9) voll- 
ständig ist. 


2.3.2. Der Cantorsche Durehsehnittssatz. In der elementaren Analysis wird oft das 
sogenannte Intervallschachtelungsprinzip ausgenutzt. In der Theorie der metrischen 
Räume spielt der folgende Satz, der sogenannte Oantorsche Durchschnitissatz, eine 
ähnliche Rolle. 


Satz 1. Ein metrischer Raum ist genau dann vollständig, wenn in ihm jede Folge 
von ineinandergeschachtelten abgeschlossenen Kugeln, deren Radien gegen Null streben, 
einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. 


Beweis. Zunächst zeigen wir die Notwendigkeit. Der Raum Z sei vollständig, 
und es sei B,, Ba, B3, ... eine Folge von ineinandergeschachtelten abgeschlossenen 
Kugeln. Der Radius der Kugel B, sei r„ und der Mittelpunkt x,. Die Folge der 
Mittelpunkte {x,} ist dann eine Fundamentalfolge, denn es gilt o(x,, 2.) < r„ für 
m>n und r, —0 fürn — oo. Also existiert lim x, = x, da R vollständig ist. Wenn 
wir nun rc 


x — lim x, 


NO 


setzen, dann ist x € N B,. Die Kugel B, enthält nämlich alle Punkte der Folge 


{z,}, eventuell mit Aucsekae der Punkte z,, 2, «.+; nr Bomit ist x Häufungspunkt 
jeder Kugel B,. Da aber B,, abgeschlossen ist, folgt x € B, für alle n. 

Die Bedingung ist auch hinreichend. Es sei {x,} eine Fundamentalfolge, und wir 
wollen zeigen, daß sie einen Grenzwert besitzt. Weil {x,} Fundamentalfolge ist, 
können wir einen Punkt x, auswählen, so daß o(&,, x,,) < 1/2 ist für alle» = n.. 
Wir nehmen den Punkt x,, als Zentrum einer abgeschlossenen Kugel vom Radius 1 
und bezeichnen diese Kugel mit B,. Danach wählen wir x,, aus (x,} so, daß n, > n, 


und 0(&%,; &,) < 1/2? ist fürn ='n,. B, sei die abgeschlossene Kugel mit dem Mittel- 


punkt x,, und dem Radius 1/2. Sind allgemein die Punkte %, , %, +--, %, bereits 
gewählt (nı <n, < -- <n,), so wählen wir einen Punkt x,,,, s0, daß %%y11 > x ist 
und 0(&,, %&n,,,) < 1/2” für alle » > n..1. Als B.;, nehmen wir die abgeschlossene 
Kugel um x,,., mit dem Radius 1/2”. Setzen wir diese Konstruktion fort, so erhalten 
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wir eine Folge von ineinandergeschachtelten abgeschlossenen Kugeln B,, wobei die 
Kugel B, den Radius 1/2" besitzt. Diese Folge von Kugeln hat nach Voraussetzung 
einen gemeinsamen Punkt, wir bezeichnen ihn mit x. Es ist klar, daß dieser Punkt x 
der Grenzwert der Teilfolge {x;,} ist. Aber wenn eine Fundamentalfolge eine gegen 
.den Punkt x konvergierende Teilfolge enthält, dann: konvergiert sie selbst gegen 
eben diesen Grenzwert. Somit gilt x = lim x,. Damit ist der Satz bewiesen: 
B N>X 
Auf gaben 
1. Es ist zu zeigen, daß der Durchschnitt der ineinandergeschachtelten abgeschlossenen 
Kugeln im vorhergehenden Satz aus einem Punkt besteht. 


2. Durchmesser der Menge M im metrischen Raum heißt die Zahl 


dM) = sup 0, Y). 
; &,yeM 


Es ist zu beweisen, daß in einem vollständigen metrischen Raum jede Folge von ineinander- 
geschachtelten nichtleeren abgeschlossenen Mengen, deren Durchmesser gegen Null' streben, 
einen nichtleeren Durchschnitt besitzt. 


3. Es ist ein Beispiel eines vollständigen metrischen Raumes und einer Folge von darinliegenden 
ineinandergeschachtelten abgeschlossenen Kugeln anzugeben, die einen leeren Durchschnitt 
besitzen. 


4. Es ist zu beweisen, daß ein Teilraum eines vollständigen metrischen Raumes R dann und 
nur dann vollständig ist, wenn er in R abgeschlossen ist. j 


2.3.3. Der Satz von Baire. In der Theorie der vollständigen metrischen Räume spielt 
der folgende Satz eine fundamentale Rolle. 


Satz 2 (Barker). Ein vollständiger metrischer Raum R kann nicht als Vereinigung 
von. abzählbar vielen nirgends dichten Mengen dargestellt werden. 

Beweis. Wir nehmen das Gegenteil an. Es sei also R = U) M,, wobei jede der 

n=1 

Mengen M,, nirgends dicht ist. S, sei irgendeine abgeschlossene Kugel vom Radius 1. 
Die nirgends dichte Menge M, ist nicht dicht in $,, also gibt es eine abgeschlossene 
Kugel $, mit einem Radius kleiner als 1/2, so daß 8, = &, und ,NMı=® ist. 
Da die Menge M, in 8, nicht dicht ist, gibt es nach derselben Überlegung in 8, eine 
abgeschlossene Kugel $,, deren Radius kleiner als 1/3 ist und für de NM, = & 
gilt, usw. Wir erhalten auf diese Weise eine Folge {8,} von ineinandergeschachtelten 
Kugeln, deren Radien gegen Null streben, wobei $,NM„=®% ist. Nach Satz 1 


‚enthält der Durchschnitt N. S, einen Punkt x. Dieser Punkt gehört nach Konstruk- 


tion zu keiner der Mengen M,„. Somit gilt x & v Un, d.h, es it R=UM,, im 
Widerspruch zur Voraussetzung. "= 


Insbesondere ist also jeder vollständige metrische Raum, ohme isolierte Pumkte über- 
abzählbar. Denn in einem solchen Raum ist jeder Punkt nirgends dicht. 
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: 2.3.4. Die Vervollständigung von Räumen. Wenn ein Raum R nicht vollständig ist, 
dann kann man ihn immer auf irgendeine (und im wesentlichen einzige) we in 
einen vollständigen Raum einbetten. ' 


Definition 2. Es sei R ein metrischer Raum. Ein vollständiger metrischer Raum 
R* heißt dann Vervollständigung des Raumes R, wenn: 

1.R Teilraum des Raumes .R* ist; 

2. R überall dicht ist in R*, d.h. [R] = R*. ([R} ist der Abschluß von R in R*. h 


Zum Beispiel ist der Raum aller reellen Zahlen die Vervollständigung des Raumes 
der rationalen Zahlen. : 


Satz 3. Jeder metrische Raum R besitzt eine Vervollständigung, und diese ist bis 
auf eine Isometrie, die die Punkte von R invariant läßt, eindeutig bestimmt. 


Beweis. Wir beginnen mit der Eindeutigkeit. Wir müssen zeigen, daß zu zwei 
Vervollständigungen R* und R** des Baumes R eine umkehrbar eindeutige Ab- 
bildung o.des Raumes R* auf den Raum R** existiert, so daß 

1. (x) = x für alle xe R gilt; 

2. 01(&*, yF) = 0g(@**, y**) für 2 > 2** und y* > y** ist; dabei ist o, der Ab- 
stand in R* und o, der Abstand in R**. ” 

Die Abbildung @ wird folgendermaßen definiert. Es sei x* ein beliebiger Punkt 
aus R*. Dann existiert nach Definition der Vervollständigung eine Folge {x,} von 
Punkten aus R, die gegen x* konvergiert. Die Punkte x, liegen aber auch in R**. 
Da R** vollständig ist, konvergiert. {x,} in R** gegen einen Punkt x**. Es ist klar, 
daß x** nicht von der Auswahl der Folge {x,} abhängt, die gegen den Punkt x* kon- 
vergiert. Setzen wir nun o(x*) = x**, so ist p die gesuchte isometrische Abbildung. 
Denn nach Konstruktion gilt erstens p(x) = x für alle x € R. Weiter folgt aus 


(©) >a* in R* und {x,} > @** in R**, 
(ya) > y*inR* und {y.} > y** in R** 
wegen der Stetigkeit des Abstandes die Beziehung 


21(«*, y*) = lim 0,(%; 4.) = lim 0(&,, Yn) 


Nn—0O R N->°9 


und analog 


02(@**, y**) = lim 05(8, Ya) = lim g(&, Yn)- 
866 20 


Folglich gilt auch 


l@*, yF) = Q2(a**, y**). 


Wir zeigen jetzt die Existenz der Vervollständigung. Die Beweisidee ist dieselbe 
wie in der Cantorschen Theorie der reellen Zahlen. Die Situation ist hier sogar ein- 
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facher als bei den reellen Zahlen, weil dort für die neu eingeführten Objekte, die 
irrationalen Zahlen, noch alle arithmetischen Operationen definiert werden mußten. 

Es sei also R ein beliebiger metrischer Raum. Wir nennen zwei Fundamental- 
folgen {x,} und {x,’} aus R äquivalent (Bezeichnung {x,} — {x,’}), wenn lim (x, 2,') —0 


N>09 
ist. Diese Bezeichnung wird dadurch gerechtfertigt, daß die so erklärte Relation 
reflexiv, symmetrisch und transitiv ist. Daher zerfällt die Menge aller Fundamental- 
folgen, die man aus Punkten des Raumes R bilden kann, in Klassen zueinander 
äquivalenter Fundamentalfolgen. Wir definieren jetzt den Raum R*. Als dessen 
Punkte nehmen wir alle Äquivalenzklassen von Fundamentalfolgen, und den Ab- 
stand zwischen ihnen erklären wir folgendermaßen. Es seien x* und y* zwei solche 
Klassen. Aus jeder dieser Klassen wählen wir je einen Repräsentanten, d.h. je eine . 
“ Fundamentalfolge {x} und {y,}, und setzen!) 
e(2*,y*) = lim e(%,, Yn)- . (3) 
Nn>XO b 

. Wir weisen zunächst die Korrektheit dieser Abstandsdefinition nach, d.h., wir 
zeigen, daß der Grenzwert (3) existiert und.nicht von der Auswahl der Repräsentanten 

(2,} € x* und {y„} € y* abhängt. Aus der Ungleichung 


le(&n» Yn) — O(&ms Ym)| Z lan, %m) F OlYn> Ym) Ad) 
erhalten wir für hinreichend große n und m _ 
lol» Yn) — Olm: Ym)| < E; 


da {x,} und {y„} Fundamentalfolgen sind. Somit erfüllt die Folge s, — o(x,, y,) von 
reellen Zahlen .das Cauchysche Kriterium und besitzt folglich einen Grenzwert. 
Dieser Grenzwert hängt nicht von der Auswahl fe,} € x und {y,} € y* ab. Denn 
wenn ; 


lu )en* und (ya), Ir) € y* 


ist, ergibt sich vollkommen analog zu (4) 
on» Yn) — Old , Ya )| E Ol&n> Km) H O(Yas Yu’) 
und wegen tm fa, und {yu} m {yn} folgt hieraus 


lim o(x,, 4.) = 1m 0%, Yn')- 
NR RX 
Wir weisen nun nach, daß R* die Axiome eines metrischen Raumes erfüllt. 
Die Gültigkeit von Axiom 1 ergibt sich unmittelbar aus der Definition der Äqui- 
valenz von Fundamentalfolgen. Axiom 2 ist offensichtlich erfüllt. Es muß also noch 
die Gültigkeit der Dreiecksungleichung überprüft werden. Da die Dreiecksungleichung 


1) Um die Bezeichnungsweise nicht zu erschweren, bezeichnen wir den Abstand in R* mit 
demselben Symbol o wie den Abstand im Ausgangsraum R. 
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im Ausgangsraum R gilt, ist 


lan, 2) s Ol: Yn) un olyns 2m). 


Dich den Grenzübergang 2 — oo erhalten wir daraus 


lim o(2, 2.) < lim o(&,, 4.) -+ lim g(Y2> &n) ; 
N->09 NR 


2X 


d.h. 
o(&*, 2*) < o(«*, y*) + o(y*, 2*). 


Jetzt zeigen wir, daß man R als Teilraum des Raumes R* betrachten kann. Jedem 
Punkt ze R entspricht eine gewisse Klasse äquivalenter Fundamentalfolgen, und 
zwar die Gesamtheit aller Folgen, die gegen den Punkt x konvergieren, Diese Klasse 
ist nicht leer, da sie die stationäre Folge enthält, deren Folgenglieder alle gleich x sind. 
Außerdem gilt fürz,ye R 


el®, y) = lim Oldn, Ya)» 


N>XO 


wenn lim x, = x und lim y, = y ist. Folglich bilden wir R-isometrisch in den Raum 


no N-—>09 - 
E* ab, wenn wir jedem x € R die Klasse aller gegen x konvergierenden Fundamental- 
folgen zuordnen. 

Im folgenden werden wir nicht mehr zwischen dem Raum R selbst und seinem Bild 
in R* unterscheiden und betrachten R als Teilraum von R*. 

Nun zeigen wir, daß R überall dicht ist in R*. Dazu sei x* irgendein Punkt aus R* 
und e > 0 beliebig. Wir wählen in «* einen Repräsentanten, d. h. eine gewisse Funda- 
mentalfolge {x,}. N sei jetzt so groß, daß o(x,, x.) < e ist für alle 2, m > N. Dann 
haben wir 

lan, »*) = lim Ol&n, m) SE 
M>TXO 
fürn > N,d.h., eine beliebige Umgebung des Punktes x* enthält einen Punkt aus. R. 
Somit ist der Abschluß von R in R* ganz R*. 

Es bleibt die Vollständigkeit. von R* zu zeigen. Wir bemerken zunächst, daß nach 

Konstruktion von R* eine beliebige Fundamentalfolge 


Was ie 


von Punkten aus R in R* gegen einen gewissen Punkt konvergiert, und zwar gegen 
den Punkt x* € R, der durch eben diese Folge definiert wird. Weil R dicht. in R* ist, 
folgt nun aber, daß man jeder Fundamentalfolge x,*, x5*, ...2,%, ... von Punkten 
aus R* eine zu ihr äquivalente Folge x, %3, ..., 2%, ... von Punkten aus R konstru- 
ieren kann. Dazu genügt es, für x, einen bellebigen Punkt aus R mit o(x,, =,*) < 1/r 
zu nehmen. Die so konstruierte. Folge ist Fundamentalfolge in R und konvergiert 
nach Definition von R* gegen einen Punkt x* € R*. Dann konvergiert aber auch die 
Folge {©,*} gegen «*. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
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2.4. Das Prinzip der kontrahierenden Abbildung und seine Anwendung 


‚2.4.1. Das Prinzip der kontrahierenden Abbildung. Eine Reihe von Fragen, die mit 
der Existenz und Eindeutigkeit von Lösungen einiger Gleichungstypen (2. B. Diffe- 
rentialgleichungen) zusammenhängen, formuliert man mitunter auch als Frage . 
nach der Existenz und der Eindeutigkeit eines Fixpunktes einer gewissen Abbildung, 
die einen metrischen Raum in sich überführt. Unter verschiedenen Kriterien der 
Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes ist das sogenannte Prinzip der kontra- 
hierenden Abbildung für Abbildungen dieser Art eines der einfachsten und. zugleich 
wichtigsten. 

Es sei R ein metrischer Raum. Eine Abbildung A des Raumes R in sich heißt 
kontrahierende Abbildung oder kürzer Kontraktion, wenn eine Zahl « < 1 existiert, 
so daß für zwei beliebige Punkte x, y € R die Ungleichung 


(Ar, Ay) <a) a) 


erfüllt ist. Jede kontrahierende Abbildung ist offenbar stetig. Denn aus , —x 
folgt nach (1) auch Ax, — Ar. 

Ein Punkt x heißt Fixpunkt der Abbildung A, wenn Ax = « gilt. Fixpunkte sind 
also die Lösungen der Gleichung Ax = x. 


"Satz 1 (Prinzip der kontrahierenden Abbildung). Jede kontrahierende Abbildung in 
einem vollständigen metrischen. Raum besiizi genau einen Ficpunkt. 


Beweis, Esseix, ein beliebiger Punkt in R. Dann setzen wir x, = Az,, 2 = Ar, 
— Ar, usw. und allgemein x, = Az,-, = A"z2,. Wir zeigen nun, daß die Folge 
(x,} eine Fundamentalfolge ist. Wenn wir etwa annehmen, daß m > n ist, gilt - 

0% m) = oA"’20, A”X) Z R"Q%g, Lm-n) 
B = role; %) + et; %) + 22 =r elim-n-1> %m-n)} 
< rel, m) ta tat + m) 


. 1 
S aro(l&o, &ı) Fe 


Wegen & < 1 wird diese Größe bei hinreichend großem n beliebig klein. Somit ist 
die Folge {x,} Fundamentalfolge, und wegen der velsendigket von ER besitzt sie’ 
einen Grenzwert x, 


z—=limz,. 
RO 


Auf Grund der Stetigkeit. der Abbildung A folgt dann 


Ax = Aflim x,\ = lim Az, = lm 1 = %. 
Nn>X NND RX 


Damit ist die Existenz eines Fixpunktes bewiesen. 
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Wir weisen jetzt die Eindeutigkeit nach. Wenn Ar =x, Ay=y ist, nimmt 
(1) die Form o(z,y) < ve(®,y) an, und wegen «<1 folgt hieraus o(w, y) = 0, 
dh. 2 =y. 


Aufgabe. Es ist an einem Beispiel zu. zeigen, daß eine Abbildung A, die für allex + y der 
Bedingung o(Ax, Ay) < e(&, y) genügt, keinen einzigen Fixpunkt zu besitzen braucht. 


2.4.2. Einfache Anwendungen des Prinzips der kontrahierenden Abbildung. Das 
Prinzip der kontrahierenden Abbildung kann man zum Beweis von Existenz- und 
Unitätssätzen für Lösungen verschiedener Gleichungstypen anwenden. Abgesehen 
vom Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis für die Lösung der Gleichung Ar = x, 
liefert das Prinzip der kontrahierenden Abbildung auch eine praktikable Methode. 
zur näherungsweisen Berechnung dieser Lösung (Methode der sukzessiven Approxi- 
mation). Dazu betrachten wir die folgenden einfachen Beispiele, 


1. Die Funktion f sei auf dem abgeschlossenen Intervall [a, 5] definiert, erfülle die 
Lipschitzbedingung 


He) Kal SK m - ai 


\ 
mit einer Konstanten X < 1 und bilde das Intervall [e, 5] in sich ab. Dann ist f eine 
kontrahierende Abbildung, und nach dem bewiesenen Satz konvergiert die Folge 
%o; &ı = Fi), & = Ha), ... gegen die einzige Lösung der Gleichung x = f(&). 
Insbesondere ist die Kontraktionsbedingung erfüllt, wenn die Funktion auf dem 
Intervall [a, 5] eine Ableitung f’(x) besitzt mit 


F@I<SK<1. . & 


KXX.X  DX 


rn, 
Abb; 10 


In Abb. 9 und 10 ist der Verlauf der sukzessiven Approximation im Fall 
0 <f(e) <1 und im Fall —1< f’(x) < 0 dargestellt. 
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Wir wollen uns jetzt mit Gleichungen der Form F(x) = 0 beschäftigen, wobei 
F(a) <0, Fb) >0 undO<K,<sF’x)<K, auf [e, b] ist. Wir führen dazu die 
Funktion f(x) =x —AF(x) ein und suchen eine Lösung der Gleichung x = fe), 
die mit F(x) =0 gleichwertig ist. Wegen f(x) =1 —AF'(«) ist 

1-IR,<f@w)s1-—AR, 


und die Zahl A.kann nun leicht so gewählt werden, daß man die Methode der sukzes- 
siven Approximation anwenden darf. Das ist eine weitverbreitete Lösungsmethode. 


2. Wir betrachten die Abbildung A des n-dimensionalen Raumes in sich, die durch 
das lineare Gleichungssystem 


n 
ya; +b‘ ü=12...,n) 
ja 


gegeben ist. 

Ist A kontrahierend, so können wir die Methode der sukzessiven PIIDFORANN 
zur Lösung der Gleichung Ax = x anwenden. 

Unter welehen Bedingungen ist die Abbildung A nun eine Kontraktion? Die Ant- 
wort auf diese Frage hängt von der Auswahl der Metrik des Raumes ab. Wir be- 
trachten dazu die in 2.1.1. eingeführten Räume Ry”, R," und R". 


a) Im Raum R,* mit o(&,y) = max |e; — y;| gilt 
' 1sien 


ey’, y’) = max |y’ —y’| = max | a8 — &,) 
i % 7 
= max) ja;;| a’ — @;”] 
ij 


< max ), |a;,| max |2’ — =/| 
Le ] 
— (max 93: lei) o(&’,x”); 
105 


hier ergibt sich als Kontraktionsbedingung 
n 
Elm sa<i, i=l,..,N. (2) 
j-1 


n 


b) Im Raum R,” mit o(&, y) = F |; — y;| gilt 
= 
ey )=3 WW -yu=N% 2 al — ©") 
i T 7 
zy 2 la;l ie; — w;”| 
93 


= (max 2& as) oe’, x”), 
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hier lautet die Kontraktionsbedingung 


Ziajlsa<il, jeh.n. 8 


ce) Im Raum R” mit o(x, y) = V2 2 (2; — y;)? gilt auf Grund der Schwarzschen 
Ungleichung Ze 


y,y)=% (2 ala — x Di z (22 a)e (a, ="), 
i j 
d. h., die Kontraktionsbedingung lautet 
ZNa<Sa<i. (4) 
ij 


Wenn also wenigstens eine der Bedingungen!) (2) bis (4) erfüllt ist, existiert genau 
ein Punkt (»,, 23, ...,%,) mit x; = x @;j%; + b;, wobei die sukzessive Approximation 
dieser Lösung eine Folge der Hm 

20 = (2,0, 1,0, ...,2,0), 


U) — (&,®, m, Ku %®), 


eur Zur rer Er Er a Er Er Er Er rer 


Pr E 
PAD) = BE a + b; 
en | 


liefert; dabei kann man als x) — (x,9, ..., 2,0) jeden beliebigen Punkt aus dem Rr 
nehmen. 

‚Jede der Bedingungen (2) bis (4) ist hinreichend dafür, daß die Abbildung 
y = Az eine Kontraktion ist. Für die Bedingung (2) könnte nachgewiesen werden, 
daß sie auch notwendig dafür ist, daß die Abbildung y = Ax eine Kontraktion ist 
(im Sinne der Metrik a)). 

Keine der Bedingungen (2) bis (4) ist jedoch notwendig für die Anwendbarkeit der 
Methode der sukzessiven Approximation. 


1) Insbesondere folgt aus jeder der Bedingungen (2) bis (4) 


amt dıg Bie An 
21 g—1 pn 
+0. 
%nı Ina Yn—1 


6 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Wenn |a;,;| < 1/» ist, sind alle drei Bedingungen (2) bis (4) erfüllt, und die Methode 
der sukzessiven Approximation ist natürlich anwendbar. 
Für ja;;| > 1/n ist keine der Bedingungen (2) bis (4) erfüllt. 


2.4.3. Existenz- und Unitätssätze für Differentialgleiekungen. Im vorhergehenden 
Abschnitt wurden zwei der einfachsten Beispiele für die Anwendung des Prinzips 
der köntrahierenden Abbildung im eindimensionalen und im n-dimensionalen Raum 
“ angeführt. Für die Analysis am bedeutendsten sind jedoch die Anwendungen dieses 
Prinzips in unendlichdimensionalen Funktionenräumen. Wir werden gleich zeigen, 
wie man mit seiner Hilfe Existenz- und Eindeutigkeitssätze von Lösungen einiger 
Typen von Differential- und Integralgleichungen erhalten kann. 


1. Cauchysche Aufgabe. Gegeben sei die Difterentialgleichung 


d 
Fr) (8) 
% z 
mit der Anfangsbedingung 
Yao) = Yo- . (6) 


Dabei sei die Funktion f in einem ebenen Gebiet @, das den Punkt (&, Y,) enthält, 
definiert und stetig und genüge dort bezüglich y der Lipschitzbedingung 


Ma yı) - FT ya) =<M iyı — Yıl- 


Wir werden beweisen, daß dann in einem gewissen Intervall |e — x] = d eine und 
nur eine Lösung y = p(x) der Gleichung (5) existiert, die der Anfangsbedingung (6) 
genügt (Satz von PıcArD). 

Die Gleichung (5) ist zusammen mit der Anfangsbedingung (6) Scuivalent zu der 
Integralgleichung 


Ya)=yr An f{t, pt) a 0) 


Wegen der Stetigkeit der Funktion f ist |f{z,y)| < K in einem gewissen Gebiet 
@' 6, das den Punkt (x,, yo) enthält. Wir wählen jetzt d > 0 so, daß die Be- 
dingungen 


1. ge für nl sd,y—ylSKd; 
2.Md<1 


“erfüllt sind. Mit O* bezeichnen wir dann den Raum aller stetigen Funktionen 9, 
‘die auf dem Intervall |e — x,| < d definiert sind und für die |p(z) — Yo] < Kd ist, 
mit dem Abstand o(g,, %) = max |pı(x) — Pr(®)|- 

62 
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Der Raum C* ist vollständig, weil er abgeschlossener Teilraum des vollständigen 


Raumes aller stetigen Funktionen auf [x, — d, x, + d] ist. Wir betrachten nun die 
Abbildung y = Ag, die durch die Formel. 


va) = ya + | ib pi) dt 


definiert wird, wobei |e — x,| <d ist. Diese Abbildung führt den vollständigen 
Raum C* in sich über und erweist sich dort als Kontraktion. Ist nämlich 9 € O* und 
x — &| = d, dann ergibt sich 


ıı <Kd, 


Ile) — Yıl = 


_ und daher ist A(C*) = C*. Außerdem gilt 


Iyılz) — ya) = k ft; 9) = ft, PÄ))| di 


< Md max |pı(2) — Yx()|, 


nd wegen Md < 1 ist A also eine Kontraktion. 
Hieraus folgt, daß die Gleichung 9 = Ag (d.h. anne (7)) eine und nur eine 
Lösung im Raum O* besitzt. 


2. Die Cauchysche Aufgabe für Gleichumgssysieme. Gegeben sei das Differential- 
gleichungssystem 


p:'(@) = Filz, Pl), »..; 9n(®)), i=l,2,..,n, (8) 
mit den Anfangsbedingungen | 
Pil%o) = Yi; i= 1, 2, Dore /2 (9) 


Dabei seien die Funktionen f; in einem Gebiet @ des Raumes R"*!, das den Punkt 
(20 Yorz ++» Yon) enthält, definiert und stetig, und außerdem mögen sie der Lipschitz- 
bedingung 

ka, yıd, ..., 4.9) — Fe, yı 9, 4,2) SM max yd — y;®] 


ı1zsi<sn 


genügen. Wir werden zeigen, daß dann in einem gewissen Intervall |e — | <d 
eine und nur eine Lösung der Anfangswertaufgabe (8), (9) existiert, d. h. ein und nur 
ein System von Funktionen @;, die den Gleichungen (8) und den Anfangsbedingungen 
(9) genügen. 


6* 


-. 
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Das System (8) ist zusammen mit den Anfangsbedingungen (9) äquivalent mit dem 
Integralgleichungssystem 


9%) u + [til Hl), Er 9) dt, i= 1, ;n. (10) 


Wegen der Stetigkeit sind die Funktionen f; in einem gewissen Gebiet @’ = @, das 
den Punkt (&g, Yoı -»-»Yon) enthält, beschränkt, d. h., es existiert eine positive Zahl X 
mit |fi(&, Y15 ++, %n)| S K. Wir wählen jetzt d > 0 so, daß die folgenden Bedingungen 
erfüllt sind: 

1. (% Yı; +- ‘ -> Yn) € 6, wenn [® — ol sd, Iy: — Yoil sKdı-1,. 

2.Md <1. 
Mit C,* bezeichnen wir dann den Raum aller »-Tupel 9 = (91, ..., 9,) von Funk- 
tionen, die für |e — x,| = .d definiert und stetig sind und für die 

Ipite) — Yoıl = Kd 


gilt. Den Abstand definieren wir durch die Formel 
060, ) = max |pile) — vi) 


Der so eingeführte Raum ist vollständig. Die ee y = 4p, die durch das 
Gleichungssystem 


vr) = Yo + f Fb, Al), +. 96) di 


definiert wird, ist dann eine kontrahierende Abbildung des a Raumes 0,* 
"in sich. Denn aus 


ya) — re) = [file 9, ..., 9) — Fl, a9, +, a M)] de 


%o 


ergibt sich 
max |p (x) — yi9@)| S Md max |”) — a M@)|; 
wi E27 " 
und wegen Md < 1 ist A eine Kontraktion. 


Hieraus folgt, daß die Operatorgleichung 9 = Ap genau eine Lösung im Baum 
C,* besitzt. 


2.4.4. Die Kae des raus der kontrahierenden Abbildung auf Integral- 
gleiehungen \ 


1. Pieifoimeche EEE Wir wollen die Methode der kontrahierenden 
Abbildung jetzt zum Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der in- 
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homogenen linearen Fredholmschen Integralgleichung zweiter Art verwenden. Wir 
betrachten also die Gleichung 


5 
f@) = a Y) FW) dy + Pla); 11) 


in der K (der sogenannte Kern) und 9 gegebene Funktionen, f die gesuchte Funktion 
und 4 ein beliebiger Parameter sind. 

Wir werden sehen, daß unsere Methode nur bei hinreichend kleinen Werten des 
Parameters } anwendbar ist. 

Zunächst setzen wir noch voraus, daß K(x, y) und o(x) stetig sind füra <x sb, 
«<sy=b und somit |K(e,y)| < M ist. Wir betrachten nun die Abbildung g = A} 
des vollständigen Raumes Of[e, 5] in sich, die durch die Formel 


b 
ga) = [ Kin, y) Ky)dy + Pe) 


gegeben ist. Dann güt 
0(91, 92) = max |gı(®) — 92(@)| < ]A] M(b — a) max !fı(e) — Fl). 


Folglich ist A kontrahierend, sofern |] < al En ist. 
j M(b — a) 


Nach dem Prinzip der kontrahierenden Abbildung können wir schließen, daß die 
Fredholmsche Gleichung für jedes A mit [A| < Tre eine eindeutig bestimmte 
stetige Lösung besitzt. Die sukzessive Approximation dieser Lösung liefert eine 
Folge fo fi: ---» fa, -.. der Form 


b 
fnla) = A 4 Kia, Y) In-ı(Y) dy + pl), 


wobei man für f,(x) eine beliebige stetige Funktion nehmen kann. 


2. Nichtlineare Integralgleichungen. Das Prinzip der kontrahierenden Abbildung 
kann man auch auf nichtlineare Integralgleichungen der Form 


b 
(0) = 1 [ Klo, y; Hu)) dy + pe) (12) 


anwenden, wobei K und 9 stetig sind und der Kern X außerdem einer Lipschitz- 
bedingung bezüglich seines „funktionalen“ Arguments genügt: 


Ka,y;2) - Kow,y;2a)sMaı —2]. | 
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Für die Abbildung g = Af des vollständigen Raumes Ofa, b] in sich, die durch die 
Formel 


b 
ga) = [ Kla, ys iy)) dy + Ya) | | (13) 


gegeben wird, gilt in diesem Fall die Ungleichung 
max |g,(®) — 92(@)| = Al M(b — a) max |fıl®) — Fa)l; 


wobei g, = Afı und 9 = Af; ist. Folglich ist die Abbildung A für „m << u ——— 
kontrahierend. i Mb —-a 

3. Die Volterrasche Gleichung. Wir betrachten schließlich die Integralgleichung vom. 
Volterraschen T’yp 


fie) = 4 [ Kia, y) My) dy + Pla). nn (1a) 


Hier erscheint die Veränderliche x im Unterschied zur Fredholmschen Gleichung als 
obere Integrationsgrenze. Formal kann man diese Gleichung auch als Spezialfall 
der Fredholmschen Gleichung auffassen, indem man die Funktion K durch die 
Gleichung 


Koy)=0 für y>z 


fortsetzt. 

Im Fall der Fredholmschen Integralgleichung waren wir gezwungen, uns auf - 
wenige Werte des Parameters A zu beschränken, während das Prinzip der kontra- 
hierenden Abbildung (und die Methode der sukzessiven Approximation) bei der 
Volterraschen Gleichung für alle Werte A anwendbar ist. Genauer handelt es sich um 
folgende Verallgemeinerung des Prinzips der kontrahierenden Abbildung: 

Es sei A eine stetige Abbildung des vollständigen meirischen Raumes R in sich, für 
die eine gewisse Potenz B = A" eine Kontraktion ist. Dann besitzt die Gleichung 


Acx=x 
genau eine Lösung. 


Zum Beweis betrachten wir einen Fixpunkt x der Abbildung B, d.h. Br=x. 
Dann haben wir De 


Ax = AB'x = B"Ax = Bio, x (k — oo), 


weil die Folge Ba, B?x,, B®x,, ... wegen der Kontraktionseigenschaft der Ab- 
bildung B für jedes x, € R gegen den Fixpunkt & der Abbildung B konvergiert. 
Folglich ist 


Ar=e. 
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Dieser Fixpunkt ist eindeutig bestimmt, da jeder Fixpunkt von A auch Fixpunkt 
der kontrahierenden Abbildung A” ist, für die es nur einen Fixpunkt geben kann. 
. Wir weisen jetzt nach, daß eine gewisse Potenz der Abbildung 


Afa) = [ Kia, y) Ky) dy + Pe) 


eine Kontraktion ist. Dazu seien f, und f, zwei stetige Funktionen auf dem Intervall 
[a, 5]. Dann gilt 


Ahle) — Akte)| = lal| [ Key (fly) — Try) dy 


= A| M(@ — a) max |fı(®) — F(@)|. 
Dabei ist 


M = max |K(&, y)|. 


Hieraus folgt 


1A3fı(2) — Arfoke)] < |]? M2 ze max |fıl) — fr(@)| 


und allgemein 


Arfıla) — Arfsla)| < Jar m LH m < jar um PZN, 
a! n! ; 


wobei m —= max Ihe) — falz)| ist. 
Für jeden Wert von A kann man nun die Zahl rn so groß wählen, daß 


IA? Mr(b — a)" 


<1 
n! 


wird. Daher ist die Abbildung A” eine Kontraktion. Folglich besitzt die Volterrasche 
Gleichung (14) für beliebiges A eine Lösung, die darüber hinaus eindeutig bestimmt 
ist. 


2.8. Topologische Räume 


2.5.1. Definition und Beispiele topologischer Räume. Die Grundbegriffe der Theorie 
der metrischen Räume (Häufungspunkt, Berührungspunkt, Abschluß einer Menge 
usw.) haben wir eingeführt, indem wir uns auf den Begriff der Umgebung oder, was 
im wesentlichen dasselbe ist, auf den Begriff der offenen Menge stützten. Diese 
letzten beiden Begriffe (Umgebung, offene Menge) wurden ihrerseits mit Hilfe der 
Metrik definiert, die im betrachteten Raum gegeben war. Man kann jedoch auch einen 
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anderen Weg beschreiten und in einer gegebenen Menge R sofort ein System offener 
Mengen axiomatisch definieren, ohne in. R eine Metrik einzuführen. Dieser Weg, der 
‘eine wesentlich größere Allgemeinheit garantiert, führt uns zu den topologischen 
Räumen, unter denen die metrischen Räume einen zwar sehr wichtigen, aber doch 
speziellen Fall darstellen. 


Definition. Es sei X irgendeine Menge, die Grundmenge des Raumes. Ein be- 
liebiges System x von Teilmengen @ < X heißt Topologie in X, wenn es den beiden 
folgenden Forderungen genügt: 

1°. Die ganze Menge und die leere Menge © gehören zu r. 

ge Die Vereinigung U G, von beliebig vielen Mengen aus r und der Durchschnitt 


N @G, von endlich zen Mengen aus 7 gehören Zu T. 
k=1 


Die Menge X mit einer darin gegebenen Topologie r, d.h. ein Paar (X, 7), heißt 
topologischer Raum. 
Die Mengen, die zum System z gehören, heißen offen. 


Ebenso wie ein metrischer Raum die Gesamtheit einer, Menge von Punkten, des 
„Trägers“, und einer darin eingeführten Metrik war, ist ein topologischer Raum die 
Gesamtheit einer Menge von Punkten und einer darin eingeführten Topologie. So- 
mit bedeutet die Angabe eines topologischen Raumes die Angabe einer Menge X 
und die Angabe einer Topologie x darin, d. h., es sind jene Teilmengen von X anzu- 
geben, die als offen angesehen werden sollen. 

Es ist klar, daß man in ein und derselben Menge X verschiedene Topologien 
einführen kann, so daß man verschiedene topologische Räume erhält. Einen topo- 
logischen Raum, d.h. ein Paar (X, r), werden wir nur mit einem Buchstaben be- 
zeichnen, etwa mit T. Die Elemente des topologischen Raumes nennen wir Punkte. 

Die Mengen T NG, die Komplemente der offenen Mengen, heißen abgeschlossene . 
: Mengen des topologischen Raumes 7’. Aus den Axiomen 1° und -22 folgt wegen. der 
Duslitätsbeziehung (siehe 1.1.): 


1. Die leere Menge Q und ganz T ist abgeschlossen. 


2. Der Durchschnitt von beliebig (endlich oder unendlich) vielen und die Vereini- 
gung von endlich vielen abgeschlossenen Mengen ist abgeschlossen. 


Auf Grund dieser Definition ist es naheliegend, in jedem topologischen Raum die 
Begriffe Umgebung, Berührungspunkt, Abschluß einer Menge usw. einzuführen. 

Jede offene Menge € = T, die den Punkt x € T enthält, heißt Umgebung von x; 
ein Punkt x € 7 heißt Berührungspunkt der Menge M = T, wenn jede Umgebung 
des Punktes x wenigstens einen Punkt aus M enthält; x heißt Häufungspunkt der 
Menge M, wenn jede Umgebung des Punktes x wenigstens einen von x verschiedenen 
Punkt aus M enthält. Die Gesamtheit aller Berührungspunkte der Menge M heißt 
Abschluß der Menge M und wird mit dem Symbol [M] bezeichnet. Es ist leicht zu 
zeigen (man führe diesen Beweis), daß die abgeschlossenen Mengen (die von uns oben 
als Komplemente der offenen Mengen definiert wurden) und nur diese die Bedingung 
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[M]=M erfüllen. Wie auch im Fall des metrischen Raumes ist [M] die kleinste ab- 
DRHIOESNE Menge, die M enthält. 


Aufgabe. Man zeige, daß die Abschließung, die mit Hilfe der Topologie definiert wurde, die 
Eigenschaften 1 bis 4 aus Satz 1, 2.2., besitzt. 


Beispiele 

1. Nach Satz 3’ aus 2.2. genügen die offenen Mengen in jedem metrischen Raum den 
Axiomen 1° und 2° der Definition eines topologischen Raumes, Somit ist jeder 
metrische Raum auch ein topologischer Raum. 

2. Es sei 7 eine beliebige Menge. Als offen betrachten wir alle ihre Teilmengen. 
Die Axiome 1° und 2° sind dann trivialerweise erfüllt, d. h., wir erhalten einen topo- 
logischen Raum. Darin sind alle Mengen gleichzeitig offen und abgeschlossen, und das 
bedeutet, daß jede Menge mit ihrem Abschluß zusammenfällt. Eine solche triviale 
Topologie besitzt zum Beispiel der in 2.1., Beispiel 1, angegebene metrische Raum. 

3. Als anderen Extremfall betrachten wir in einer beliebigen Menge X die Topo- 
logie, die nur aus zwei Mengen besteht, aus ganz X und der leeren Menge &. Hier 
ist der Abschluß jeder nichtleeren Menge ganz X. Einen solchen topologischen Raum 
kann man als „Raum zusammengeklebter Punkte‘ bezeichnen. 


4. T möge jetzt aus zwei Punkten « und b bestehen. Zu den offenen Mengen zählen 
wir diesmal 7, die leere Menge und die Menge, die nur aus dem einen Punkt 5 be- 
steht. Die Axiome 1° und 2° sind hier erfüllt. In diesem Raum (den man oft als zu- 
sammenhäöngendes Punktepaar bezeichnet) sind folgende Mengen abgeschlossen: ganz 
T, die leere Menge und der Punkt a. Der Abschluß der einpunktigen Menge {b} ist 
ganz T. 


. ‚Aufgabe. Man konstruiere alle Topologien i in einem Raum X, der aus zwei, drei, vier und fünf 
Punkten besteht. 


2.5.2. Der Vergleich von Topelogien. In ein und derselben Trägermenge X seien 
zwei Topologien z; und r, gegeben (dadurch werden zwei topologische Räume defi- 
niert: 7, = (X, r,) und 7, = (X, r,)). Wir sagen, daß die Topologie r, stärker oder 
feiner als die Topologie r, ist, wenn das Mengensystem r, in 7, enthalten ist. Von der 
Topologie r, sagt man dabei, daß sie schwächer oder gröber als r, ist. 

In der Gesamtheit aller möglichen Topologien einer Menge X kann damit auf 
natürliche Weise eine Halbordnung eingeführt werden (die Topologie r, geht der 
Topologie 7, voraus, wenn sie schwächer ist als r,). In dieser Gesamtheit von Topo- 
logien gibt es ein maximales Element, nämlich die Topologie, in der alle Mengen 
offen sind (Beispiel 2), und ein minimales Element, nämlich die Topologie, in der 
nur ganz X und 2 offen sind (Beispiel 3). 


Satz 1. Der Durchschnitt einer beliebigen Menge von Tapologien r=Nr, in X 


ist ebenfalls eine Topologie in X. Diese Topologie r ist schwächer als jede Topologie r,. 
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Beweis. Es ist klar, daß \ z, die Mengen X und Q enthält. Daraus, daß jedes r, 


bezüglich der Bildung beliebiger Vereinigungen und endlicher Durchschnitte ab- 
geschlossen ist, folgt ferner, daß auch "=N r, diese Eigenschaft besitzt. 


Folgerung. Es sei ® eine beliebige Menge von Teilmengen der Menge X; damn 
existiert eine minimale Topologie in X, die B enthält. 


Es gibt nämlich Topologien, die ® enthalten (z..B..jene, in der alle A < X offen 
sind), und der Durchschnitt aller Topologien, die ® enthalten, ist die gesuchte 
Topologie. Diese minimale Topologie heißt die durch das System B erzeugte Topologie 
und wird mit x(B) bezeichnet. 


Es sei X-eine beliebige Menge und A eine Teilmenge von X. Dann heißt das 
System ®, das aus allen Teilmengen der Form An B, Be 8, besteht, die Spur des 
Mengensystems B auf der Teilmenge A. Es ist leicht zu sehen, daß (auf A) die Spur 
der Topologie r (die in X gegeben ist) eine Topologie 7, in A ist. Somit erweist 
sich jede Teilmenge A eines beliebigen topologischen Raumes selbst wieder als topo- 
logischer Raum. Der topologische Raum (4, r,) heißt Teilraum des ursprünglichen 
topologischen Raumes (X, r). Es ist klar, daß zwei verschiedene Topologien rj und r, 
inXinAcX ein und dieselbe Topologie erzeugen können. Die Topologie r, heißt 
die in A induzierte Topologie. 


2.5.3. Erzeugende Umgekungssysteme. Basis. Abzählbarkeitsaxiome. Eine Topologie 
in einem Raum T' anzugeben heißt, wie wir sahen, in diesem Raum ein System 
offener Mengen auszuzeichnen. Jedoch ist es in konkreten Aufgaben bequemer, 
nieht die ganze Topologie anzugeben, sondern nur einen gewissen Teil davon, d.h. 
eine gewisse Teilmenge der offenen Mengen, durch die die Gesamtheit aller offenen 
Mengen eindeutig bestimmt ist. So haben wir zum Beispiel im metrischen Raum 
zunächst den Begriff der offenen Kugel (e--Umgebung) eingeführt und anschließend 
die offenen Mengen als jene Mengen definiert, in denen jeder Punkt zusammen mit 
einer. gewissen Kugelumgebung enthalten ist. Mit anderen Worten sind im metrischen 
Baum genau die Mengen offen, die man als Vereinigung von (endlich oder unendlich 
vielen) Kugeln darstellen kann. Insbesondere sind auf der Zahlengeraden genau die 
Mengen offen, die sich als Vereinigung von offenen Intervallen darstellen lassen. 
Diese Überlegungen führen uns zum wichtigen Begriff der Basis eines topologischen : 
Baumes, 


Definition. Ein System $ von offenen Mengen heißt Basis eines topologischen 
Raumes T, wenn jede offene Menge in T als Vereinigung von (endlich oder unendlich 
vielen) Mengen aus $ dargestellt werden kann. 

So bildet zum Beispiel die Gesamtheit aller offenen Kugeln (mit beliebigen Mittel- 
punkten und Radien) eine Basis im metrischen Raum. Insbesondere ist das System 
aller offenen Intervalle eine Basis auf der Zahlengeraden. Eine Basis auf der Zahlen- 
geraden bilden auch schon die offenen Intervalle mit rationalen Endpunkten allein, 


’ 
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da man ein beliebiges offenes Intervall und damit auch eine beliebige offene Menge 
auf der Zahlengeraden als Vereinigung von solchen Intervallen darstellen kann. 
Somit kann man die Topologie 7 im Raum 7 auch einführen, indem man in diesem 


‚Raum eine Basis # angibt; die Topologie 7 stimmt dann mit der Gesamtheit der 


Mengen überein, die als Vereinigung von Mengen aus $ darstellbar sind. 
Jede Basis $ in einem topologischen Raum T = (X, r) besitzt die folgenden beiden 
Eigenschaften: : 
1. Jeder Punkt x € X ist in wenigstens einem @ € 8 enthalten. 
2. Wenn x im Durchschnitt zweier Mengen G, und @, aus & enthalten ist, dann existiert 
eine Menge G, aus $ mit 


zei can. 


Eigenschaft 1 bedeutet einfach, daß die offene Menge X als Vereinigung von 
Mengen aus $ dargestellt werden kann, und Eigenschaft 2 ergibt sich daraus, daß 
G, n @, offen ist und folglich die Vereinigung gewisser Elemente der Basis ist. 

Umgekehrt sei X jetzt eine-beliebige Menge und $ ein System von Teilmengen von 
X, das die Eigenschaften 1 und 2 besitzt. Dann: bildet die Gesamtheit der Mengen; 
die als Vereinigung von Mengen aus & darstellbar sind, in X eine Topologie (d. h., sie 
genügt den Axiomen 1° und 2° der Definition eines topologischen Raumes). 

Wenn nämlich (8) die Gesamtheit aller der Teilmengen von X ist, die sich als 
Vereinigung von Mengen aus $ darstellen lassen, dann gehören die leere Menge!) 
und ganz X zu (8), und eine beliebige Vereinigung von Mengen aus z($) gehört 
ebenfalls zu x(#). Wir werden zeigen, daß auch der Durchschnitt endlich vieler Mengen 
aus 1(8) zu r($) gehört. Dazu ist es ausreichend, das für zwei Mengen nachzuprüfen. 
Es sei also A= U G,undB= . G,, dann it An B= U (@, n @,). Aus Bedingung 2 


aß 
folgt, daß jeder "Durchschnitt 6, NG, in z(8) enthalten ist. Dann ist aber auch 
AnBeı($). 
Somit erhalten wir folgendes. Resultat. 


Satz 2. Ein System 8 von Teilmengen G der Menge X ist genau dann Basis einer 
Topologie in X, wenn $.die Eigenschaften 1 und 2 besitzt. 


‚Es sei jetzt im Raum T eine feste Topologie 7 gegeben. Wenn wir nun in T' ein 
System offener Mengen mit den Eigenschaften 1 und 2 als Basis nehmen, erhalten 
wir offensichtlich in 7’ eine Topologie r($), die entweder mit der Ausgangstopologie r 
übereinstimmt oder schwächer ist. Wir wollen Bedingungen aufstellen, unter denen $ 
gerade die gegebene Topologie 7 erzeugt. 


Satz 3. Ein System $ Cr ist genau dann. Basis einer gegebenen Topologie t, wenn 
folgende Bedingung güt: 


3. Für jede offene Menge & und jeden Punkt x € @ existiert eine Menge 6, € & mit 
& 5 06,4. 


3) Man erhält sie als Vereinigung der leeren Menge von Elementen des Systems 9. 
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Beweis Wenn Bedingung 3 erfüllt ist, kann jede offene Menge @ in der Form 


G=UG, 


vet 


dargestellt werden, d. h., & ist Basis der Topologie r. Wenn umgekehrt $ Basis der 
Topologie r ist, kann jedes @€ r als Vereinigung von Mengen aus $ dargestellt 
werden, und dann findet sich zu jedem x € @ eine Menge G,Ee$mit ze 6, @. 


Aufgabe. Es seien £, und 9, zwei Basen in X (d. h. zwei Mengensysteme, die den Bedingungen 
1 und 2 von 8. 91 genügen) und z, und r, die durch sie definierten Topologien. Man zeige, daß 
t, =, dann und nur dann gilt, wenn für jedes G, < 9 und jeden Punkt x € @, ein G, € 9, exi- 
stiert, so dßBxe,c 6, ist. 


Mit Hilfe von Satz 3 kann man zum Beispiel leicht feststellen, daß die Gesamtheit 

aller offenen Kugeln in einem metrischen Raum eine Basis seiner Topologie bildet. 
Die Gesamtheit aller Kugeln mit rationalen Radien stellt ebenfalls eine Basis dar. 
Auf der Zahlengeraden ist etwa dieGesamtheit aller rationalen Intervalle (d.h. Inter- 
valle mit rationalen Endpunkten) Beispiel einer Basis. 
“ Eine wichtige Klasse von topologischen Räumen bilden die Räume mit abzählbarer 
Basis, d. h. Räume, in denen wenigstens eine Basis existiert, die aus höchstens abzähl- 
bar vielen Mengen besteht. Besitzt ein topologischer. Raum eine abzählbare Basis, 
so sagt man auch, daß er dem zweiten Abzählbarkeitsaxiom genügt. 

Wenn es in einem topologischen Raum T eine abzählbare Basis gibt, dann gibt es in 
T auch notwendig eine abzählbare überall dichte Menge, d. h. eine abzählbare Menge, 
deren Abschluß ganz T ist. Wenn nämlich (@,} eine solche Basis ist, können wir aus 
jedem Element dieser Basis einen beliebigen Punkt x, auswählen. Und die abzählbare 
Menge X = {x,} ist dann überall dicht in 7',. weil andernfalls die nichtleere offene 
Menge EG=TN][X] keinen Punkt aus X enthalten würde. Das ist aber nicht 
möglich, da @ die Vereinigung gewisser Mengen des Systems {G,} ist und &, € @,. 

Topologische wie auch metrische Räume mit einer abzahlbizen überall dichten 
Menge heißen separabel. 

Für metrische Räume ist auch die Umkehrung des eben Gezeigten richtig: 

Wenn ein metrischer Raum R separabel ist, dann gibt es in R eine abzählbare Basis. 
Eine solche. Basis bilden zum Beispiel die offenen Kugeln B(x,, 1/m), wobei {x,} 
die abzählbare überall dichte Menge ist und » und m unabhängig voneinander alle 
natürlichen Zahlen durchlaufen. Damit gilt folgender Satz: 


Satz 4. Ein metrischer Raum R besitzt'genau dann, eine abzählbare Basis, wenn er 
separabel ist. 


Nach diesem Satz können alle Beispiele separabler metrischer Räume auch als 
Beispiele von metrischen Räumen mit abzählbarer Basis dienen, während der nicht- 
separable Raum der beschränkten Folgen wu 2.1., Beispiel 9) keine abzählbare 
Basis besitzt. 


fi 
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Bemerkung. Satz 4 ist nicht allgemein für beliebige (nieht metrische) topolo- 
gische Räume richtig. Man kann Beispiele separabler Räume ohne abzählbare Basis 
angeben. Wir wollen die hier auftretenden Erscheinungen klären. Für jeden 
Punkt x des metrischen Raumes R existiert ein abzählbares System U von Um- 
gebungen von x (zum Beispiel das System der offenen Kugeln B(x, 1/r)), das folgende 
Eigenschaft besitzt: Zu jeder offenen Menge @, die den Punkt x enthält, findet sich 
eine Umgebung aus dem System U, die vollständig in @ liegt. Ein solches Umgebungs- 
system heißt Umgebungsbasis des Punktes x. 


Wenn ein Punkt x» des topologischen Raumes 7’ eine abzählbare Umgebungsbasis 
besitzt, sagt man, daß in diesem Punkt das erste Abzählbarkeitsawiom erfüllt ist. 
Wenn das für jeden Punkt des Raumes. T gültig ist, sagt man, daß 7 dem ersten 
Abzählbarkeitsaxiom genügt. 

Jeder metrische Raum genügt automatisch dem ersten Abzählbarkeitsaxiom, 
selbst wenn er nicht separabel ist. Jedoch in einem beliebigen topologischen Raum 
(sogar wenn er nur aus abzählbar vielen Punkten besteht) braucht das erste Abzähl- 
barkeitsaxiom nicht zu gelten. Deswegen übertragen sich jene Überlegungen, mit 
deren Hilfe wir für einen metrischen Raum aus dem Vorhandensein einer abzähl- 
baren überall dichten Menge die Existenz einer abzählbaren Basis in einem solchen 
Raum folgerten, nicht auf den Fall eines beliebigen topologischen Raumes. Sogar 
in einem separablen topölogischen Raum, der dem ersten Abzählbarkeitsaxiom 
genügt, braucht keine abzählbare Basis zu existieren. 

Ein Mengensystem {M,} heißt Überdeckung der Menge X, wenn UM, =X ist. 


Eine Überdeckung des topologischen Raumes T, die aus offenen (abgeschlossenen) 
Mengen besteht, heißt offene (abgeschlossene) Überdeckung. Wenn ein Teilsystem 
{M, 4 der Überdeckung {M,} bereits eine Überdeckung des Raumes 7 bildet, dann 
heißt {M,} Teilüberdeckung der Überdeckung {M,). 


Satz 5. Ist T ein topologischer Raum mit abzählbarer Basis, dann kann man aus 
jeder offenen Überdeckung von T' eine endliche oder abzählbare Teilüberdeckung aus- 
wählen. 


Beweis. Es sei [O,} eine Überdeckung des Raumes 7. Also ist jeder Punkt ze 7 
in einer gewissen Umgebung O, enthalten. {G,} sei die abzählbare Basis in 7’. Für 
jedes x € T existiert dann ein Element @,(x) dieser Basis mit ze G,(x) = O,. Die 
Gesamtheit der auf diese Weise ausgewählten Mengen @,,(x) ist endlich oder abzählbar _ 
und überdeckt ganz T. Wenn wir nun zu jedem G,(x) eine Menge 0, > G,(x) aus- 
wählen, erhalten wir eine endliche oder abzählbare Überdeckung von T. Damit ist der 
Satz bewiesen. 


Nach Definition eines topologischen Raumes sind die leere Menge und der ganze 
Raum 7 gleichzeitig offen und abgeschlossen. Ein Raum, in dem keine: weiteren 
Mengen gleichzeitig öffen und abgeschlossen sind, heißt zusammenhängend. Die 
Zahlgerade R! stellt eines der einfachsten Beispiele eines zusammenhängenden 
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Raumes dar. Wenn man jedoch aus dem R! einen Punkt entfernt, ist der verbleibende 
Baum nicht mehr zusammenhängend. 


2.5.4. Konvergente Folgen in 7. Der im Fall eines metrischen Raumes bekannte 
Begriff der konvergenten Folge läßt sich leicht auf topologische Räume über- 
tragen. Und zwar heißt eine Folge &,,%,, ...,%,,... von Punkten aus T'.konvergent gegen 
den Punkt x, wenn jede Umgebung des Punktes x alle Punkte dieser Folge von einem 
gewissen Index an enthält. In topologischen Räumen spielt der Begriff der Kon- 
vergenz jedoch nicht jene fundamentale Rolle, die er in metrischen Räumen besitzt. 
Das liegt daran, daß ein Punkt & in einem metrischen Raum R dann und nur dann 
Berührungspunkt einer Menge M — R ist, wenn in M eine Folge existiert, die gegen x 
konvergiert, während. das in einem topologischen Raum im allgemeinen nicht so ist. 
Daraus, daß x Berührungspunkt von M im topologischen Raum T ist (d.h. zu [M] 
gehört), folgt nicht die Existenz einer Folge in M, die gegen x konvergiert. Als Bei- 
spiel nehmen wir etwa das abgeschlossene Intervall [0, 1] und nennen jene Teil- 
mengen (zusammen mit der leeren Menge) offen, die man aus [0, 1] durch Entnahme | 
von endlich oder abzählbar vielen Punkten erhält. Es ist leicht nachzuprüfen, daß 
‚hier die Forderungen 1° und 2° von 8. 88 erfüllt sind, d. h., wir erhalten einen topo- 
logischen Raum. In diesem Raum sind nur die stationären ‚Folgen konvergent, 
d.h. Folgen, deren Folgenglieder von einem gewissen Index an übereinstimmen: _ 
%, = %yıı =... (man zeige das!). Ist M nun beispielsweise das halboffene Intervall 
[0,1], dann ist der Punkt 0 zwar Häufungspunkt von M (man prüfe das nach!), 
aber keine Folge von Punkten aus M konvergiert bezüglich der betrachteten Topo- 
logie gegen 0. 

Die konvergenten. Folgen behalten ihre Bedeutung, wenn wir ‚nicht beliebige 
topologische Räume betrachten, sondern nur Räume, die dem ersten Abzählbar- 
keitsaxiom genügen, d. h., wenn zu jedem Punkt x des Raumes 7 ein abzählbares 
erzeugendes Umgebungssystem existiert. In diesem Fall kann jeder Berührungs- 
punkt x einer beliebigen Menge M = T als Grenzwert einer gewissen Folge von 
Punkten aus M dargestellt werden. Um das zu zeigen, sei (O,} ein abzählbares 
erzeugendes Umgebungssystem des Punktes x. Dabei kann man annehmen, daß 


R 
. Oyrı = 0, ist (sonst ersetzen wir O,„ durch N O,). In O0, (k=1,2,...) wählen wir 
k=1 


nun einen Punkt x, € M. Es ist klar, daß ein solches x, existiert, sonst wäre x nicht 
Berührungspunkt von M. Die Folge (x,} konvergiert aber offensichtlich gegen x. 

Alle metrischen Räume genügen, wie wir festgestellt haben, dem ersten Abzähl- 
barkeitsaxiom. Gerade deshalb konnten wir auch solche Begriffe wie Abschluß, 
Berührungspunkt usw. für metrische Räume mit Hilfe des Konvergenzbegriffes von 
Folgen formulieren. 


2.5.5. Stetige Akbildungen. Homöomorphismen. Der in 2.1. für metrische Räume 
eingeführte Begriff der stetigen Abbildung läßt sich in natürlicher Weise auf beliebige 
topologische Räume verallgemeinern. 
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° Definition. X und'Y seien zwei. topologische Räume. Eine Abbildung f des 
Raumes X in den Raum Y heißt stelig im Punkt x,, wenn es für jede Umgebung U, 
des Punktes y, = f{x,) eine Umgebung V,, gibt mit f(V,.) <= U, Die Abbildung 
f:X — Y heißt stetig, wenn sie in jedem Punkt x € X stetig ist. Insbesondere nennen 
wir eine stetige Abbildung des topologischen Raumes X in a reellen Zahlen stetige 
Funktion auf diesem Raum. 


Man überzeugt sich leicht davon, daß diese Definition für metrische Räume tat- 
sächlieh mit jener Stetigkeitsdefinition für Abbildungen eines metrischen Raumes 
in einen anderen übereinstimmt, die in 2.1. angegeben wurde. 

Die obige Definition besitzt lokalen Charakter, die Stetigkeit einer Abbildung f 
auf dem ganzen Raum X wird durch die Stetigkeit von fin jedem Punkt definiert. 
Es zeigt sich, daß man den Begriff der Stetigkeit einer Abbildung eines topologischen 
Raumes in einen anderen auch mit Hilfe der offenen Mengen formulieren kann, d.h. 
mit Hilfe der Topologie dieses Raumes. 


Satz 6. Eine Abbildung f des topologischen Raumes X in. den topologischen Baum 
Y. ist genau dann siefig, wenn das Urbild I = FG) jeder offenen Menge = Y. 
(in X) offen ist. 


Beweis. Notwendigkeit. Die Abbildung f sei stetig, und @ sei eine offene Menge 
in Y. Wir wollen beweisen, daß I! —= f!(G) offen ist. Dazu sei # ein beliebiger Punkt 
der Menge I’ und y = f(x). Dann ist @ eine Umgebung des Punktes y. Nach. Defi- 
nition der Stetigkeit gibt es daher eine Umgebung V, des Punktes x mit KV.) = @, 
d.h. V„,=T. Anders ausgedrückt, existiert zu jedem x € I’ eine Umgebung V, 
dieses Punktes, die in I’ enthalten ist. Das bedeutet aber gerade, daß I’ offen ist. 

Hinlänglichkeit. Es sei Z' = f!(G) offen, wenn @ < Y offen ist. Wir betrachten 
einen beliebigen Punkt x € X und eine beliebige Umgebung TU, des Punktes y = fx). 
Wegen y € U, gehört der Punkt x zur Menge f!{U,). Diese offene Menge ist aber eine 
Umgebung des Punktes x, deren Bild ganz in U, enthalten ist. Damit ist der Satz 
bewiesen. 


Bemerkung. X und Y seien beliebige Mengen und f eine Abbildung von X in Y. 
Wenn in Y eine Topologie gegeben ist (d.h. ein Mengensystem, das @ und Y ent- 
hält und bezüglich der Bildung beliebiger Vereinigungen und endlicher Durchschnitte 
abgeschlossen ist), dann ist das Urbild der Topologie ı (d.h. die Gesamtheit aller 
Mengen FG), @ E r) eine Topologie in X. 

Zum Beweis genügt es, an den Satz über das Urbild der Vereinigung und des 
Dürehschnitts von Mengen (siehe 1.2.) zu erinnern. Wir bezeichnen diese Topologie 
mit fr). Wenn jetzt X und Y topologische Räume mit den Topologien r, und r, 
sind, dann kann man Satz 6 auch so formulieren: Die Abbildung f:X — Y isi dann. 
und nur dann sietig, wenn die Topologie z, stärker als die Topologie F*(r,) ist. 


Weil das Urbild des Komplements gleich dem Komplement des Urbilds ist, ergibt 
sich ein zu Satz 6 dualer Satz. 
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Satz 6’. Eine Abbildung f des topologischen Raumes X in den topologischen Raum Y 
ist genau dann wenn das Urbild jeder abgeschlossene Menge aus Y (in X ) ab- 
‚geschlossen ist. 


Man überzeugt sich leicht, daß das Bild einer offenen (abgeschlossenen) Menge 
bei einer stetigen ‘Abbildung nicht notwendig offen (abgeschlossen) ist. Wir be- 
trachten zum Beispiel die Abbildung des halboffenen Intervalls [0, 1) auf die Kreis- 
linie. Die Menge [1/2, 1), die in [0, 1) abgeschlossen ist, geht dabei in eine nicht- 
abgeschlossene Menge auf der Kreislinie über (Abb. 11). 


(0) 


o 2 1 


f(1/2) Abb. 11 


Für stetige Abbildungen gilt folgender Satz, der dem aus der Analysis wohl- 
bekannten Satz über die Stetigkeit einer zusammengesetzten Funktion analog ist. 


Satz 7. Es seien X, Y und Z topologische Räume und f und & stetige Abbildungen 
von X in Y bzw. von Y in 2. Dann ist die Abbildung x > o(f)) des Raumes X in Z 
sielig. 


Der Beweis dieses Satzes ergibt sich sofort aus Satz 6. 


Den Begriff des Homöomorphismus, der in 2.1. für metrische Räume eingeführt 
wurde, kann auch auf topologische Räume ausgedehnt werden. Und zwar heißt eine 
Abbildung: f des topologischen Raumes X auf den topologischen Raum Y Homöo- 
morphismus, wenn sie eineindeutig ist und wenn f und f" stetig. sind; die Räume X 
und Y werden dabei komöomorph genannt. Homöomorphe Räume besitzen ein und 
dieselben topologischen Eigenschaften, und vom topologischen Standpunkt kann . 
man sie einfach als zwei Exemplare ein und desselben Raumes betrachten. Die Topo- 
logien zweier homöomorpher Räume sind dabei Bild und Urbild voneinander. Die 
Beziehung der Homöomorphie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, deshalb zer- 
fällt die Gesamtheit aller topologischen Räume in disjunkte Klassen zueinander 
homöomorpher Räume. 


Bemerkung. Man muß jedoch berücksichtigen, daß die metrischen Eigen- 
schaften zweier zueinander homöomorpher metrischer Räume verschieden sein kön- 
nen.!) So kann etwa einer von ihnen vollständig sein, der andere äber nicht. Zum Bei- 
spielist das offene Intervall (—x/2, x/2) homöomorph zur Zahlengeraden (einen ent- 


1) Die Metrik des Raumes R£ bestimmt eindeutig die Topologie in R, aber nicht umgekehrt: Die 
Topologie in einem metrischen Raum (R,o) kann man durch Angabe verschiedener Metriken 
in X erhalten. 


2.5. Topologische Räume 97 


sprechenden Homöomorphismus kann man mittels der Funktion x —tanx an- 
geben), aber dabei ist die Gerade ein vollständiger Raum und das offene Intervall ° 
nicht. 


2.5.6. Trennungsaxiome. Obwohl sich viele Grundbegriffe aus der Theorie der metri: 
schen Räume leicht auf beliebige topologische Räume übertragen lassen, sind diese 
Räume ohne irgendwelche Zusatzeigenschaften für die Belange der Analysis zu 
allgemein. In solchen Räumen können Fälle auftreten, die sich wesentlich von den in 
metrischen Räumen möglichen Fällen unterscheiden. So sahen wir, daß eine endliche 
Menge von Punkten in einem topologischen Raum nicht abgeschlossen zu sein braucht 
(Beispiel 4, 8. 89) usw. 

Unter den topologischen Räumen kann man Räume auswählen, die den metrischen 
Räumen in ihren Eigenschaften näherstehen. Dazu muß man außer den Axiomen 1 
und 2° eines topologischen Raumes (S. 88) noch gewisse Zusatzbedingungen ver- 
langen. Solche Bedingungen sind zum Beispiel die Abzählbarkeitsaxiome; sie ge- 
statten, die Topologie eines Raumes auf der Grundlage des Konvergenzbegriffes zu 
untersuchen. Einen weiteren wichtigen Typ von Zusatzbedingungen bilden Forde- 
rungen anderer Natur, die sogenannten Trennungsaxiome. Wir werden diese Axiome 
nach dem Grad ihrer schrittweisen Verschärfung aufzählen. 


T,-Axiom (Erstes Trennungsaxiom): Für je zwei verschiedene Punkte x und y des 
Raumes 7 existieren eine Umgebung O, des. Punktes x, die den Punkt y nicht ent- 
hält, und eine Umgebung O, des Punktes y, die den Punkt x nicht enthält. 


Räume, die diesem Axiom. genügen, heißen 7’,-Räume. Als Beispiel eines topo- 
logischen Raumes, der kein 7',-Raum ist, kann das zusammenhängende Punktepaar 
dienen. 

In einem 7,-Raum ist jeder Punkt eine abgeschlossene Menge. Denn wenn x + y 
ist, so existiert eine Umgebung O, des Punktes y, die x nicht enthält, d. h., es ist 
y & [x]. Daher gilt [x] = x. Folglich ist in einem 7',-Raum auch jede endliche Punkt- 
menge abgeschlossen. Darüber hinaus ist das 7',-Axiom sogar gleichwertig mit der 
Forderung nach der Abgeschlossenheit aller dieser Mengen, wie man leicht nachprüfen 
kann. 

Weiter oben ($. 88) haben wir einen Häufungspunkt x einer Menge M im topo- 
logischen Raum T als einen Punkt definiert, für den die Menge Un MN {x} nicht 
leer ist, wenn. U eine beliebige Umgebung des Punktes x ist. 

In Räumen, die dem 7',-Axiom nicht genügen, können sogar endliche Mengen M 
einen Häufungspunkt besitzen. Wenn zum Beispiel 7’ das zusammenhängende 
Punktepaar mit der Topologie ist, die aus ©, {b}, {a,b} besteht, dann erweist sich 
der Punkt a als Häufungspunkt der Menge {b}. 

In T,-Räumen kann diese Erscheinung schon nicht mehr auftreten. Es gilt nämlich 
folgende Beziehung. 


Lemma. Ein Punkt x ist genau dann Häufungspunkt der Menge M in einem T;- 
Raum, wenn jede Umgebung U dieses Punktes unendlich viele Punkte aus M enthält. 


7 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Die Hinlänglichkeit dieser Bedingung ist offensichtlich. Wir wollen die Notwendig- 


keit nachweisen. Dazu sei x ein Häufungspunkt der Menge M, und wirnehmen an, daß 


eine Umgebung U des Punktes x existiert, die nur endlich viele Punkte aus M ent-. 
hält. Es seien x,, %s, ..-,%, alle diese Punkte ohne den Punkt x (wenn dieser zu M 
gehört). Dannist V= UN fm, ..., z,} eine Umgebung von mt VnM\(ad}= 2. 


Jeder metrische Raum ist offenbar ein T,-Raum. Deshalb wurde zur Definition des 
Häufungspunktes einer. Menge im metrischen Raum gerade die Eigenschaft ver- 
wendet, die im Lemma gezeigt wurde. 

Eine Verschärfung des ersten Trennungsaxioms ist das T,-Axiom. 


T,-Axiom (Zweites oder Hausdorffsches T'rennungsaxiom): Je zwei verschiedene 
Punkte x und y des topologischen Raumes 7 besitzen disjunkte Umgebungen O0, 
und Q,. 


Ein Raum, der diesem Axiom genügt, heißt T,-Raum oder Hausdorffraum. 
Jeder Hausdorffraum ist T,-Raum, aber nicht umgekehrt. Als Beispiel eines nicht 
Hausdorffschen T,-Raumes kann das abgeschlossene Intervall [0, 1] dienen, in dem 
die leere Menge und alle die Mengen offen sein sollen, die aus [0, 1] durch Heraus- 
nahme höchstens abzählbar vieler Punkte entstehen. 


T,-Axiom (Drittes Trennungsaxiom): Ein beliebiger Punkt und jede abgeschlossene 
Menge, die diesen Punkt nicht enthält, besitzen disjunkte Umgebungen. Umgebung 
einer Menge M in einem topologischen Raum T' heißt dabei jede offene Menge U, die 
M enthält. 


Diesem Axiom kann man folgende äquivalente Formulierung geben: 

Jede Umgebung U eines beliebigen Punktes x enthält eine kleinere Umgebung 
dieses Punktes, die zusammen mit ihrem Abschluß ganz in U liegt. Der Leser möge 
das als Übung beweisen. 

Da in einem beliebigen topologischen Raum ein Punkt keine abgeschlossene Menge 
zu sein braucht, ist das dritte Trennungsaxiom nur für die. Räume interessant, die 
auch dem 7,-Axiom genügen. Räume, die sowohl dem ersten als auch dem dritten. 
Trennungsaxiom genügen, heißen regulär. > 

Jeder reguläre Raum ist offenbar Hausdorffraum. Als Beispiel eines nicht regulären 
Hausdorffraumes kann wieder das abgeschlossene Intervall [0, 1] dienen, wenn die 
Topologie darin folgendermaßen definiert wird. Die Umgebungen aller von 0 ver: 
schiedenen Punkte sollen in der üblichen Weise erklärt sein, während Umgebungen 
des Nullpunktes alle halboffenen Intervalle [0, «) sein sollen, aus denen sämtliche 
Punkte der Form 1/n (n= 1,2, ...) entfernt wurden. In diesem Hausdorffraum ° 
sind der Punkt 0 und die Folge {1/n} disjunkte abgeschlossene Mengen, aber sie 


:lassen sich nicht dureh disjunkte Umgebungen voneinander trennen. 


Gewöhnlich sind reguläre Räume die allgemeinsten Räume, denen man in der 
Analysis begegnet. Vom Standpunkt der Analysis sind in der Regel sogar nur die 
sogenannten normalen Räume. von Interesse, die die folgende noch stärkere Forde- 
rung erfüllen. 
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T,-Axiom (Normalität): Ein T,-Raum heißt normal, wenn darin je zwei disjunkte 
abgeschlossene Mengen disjunkte Umgebungen besitzen. 


Zu den normalen Räumen gehören insbesondere alle metrischen Räume. Um das 
zu zeigen, seien X und Y zwei disjunkte abgeschlossene Mengen im metrischen 
Raum R. Jeder Punkt x € X besitzt eine Umgebung O,, die disjunkt zu Y ist, und 
folglich befindet sich « in einem gewissen .positiven Abstand og, von Y. Analog ist 
: der Abstand jedes Punktes y€ Y von X eine positive Größe g,. Wir betrachten nun 
die offenen Mengen!) 

u uB(s%) und = u2[n®), 
2 yer 2 
die X bzw. Y enthalten, und werden zeigen, daß ihr Durchschnitt leer ist. Dazu 
nehmen wir.an, daßz € Un V ist. Dann existiert in X ein Punkt > mit (20, 2) < 0,,/2 
und in Y ein Punkt y, mit ee Yo) < 0,,[2-. Dabei sei etwa o,, = o,,. Dann ist 


e(&o> Yo) S 0% 2) + e(2, Yo) < — > + Ze Zu 


\ 


d.h. 2, € B(yo 0,,)- Das a aber der Definition von g,, und damit ist 
unsere Behauptung bewiesen. 


Jeder Teilraum eines metrischen Raumes ist wieder ein metrischer Raum und daher 
stets normal. Für beliebige normale Räume ist das allgemein nicht richtig: Ein Teil- 
raum eines normalen Raumes ist nicht notwendig normal. Somit ist die Normalität 
eines Raumes keine erbliche Eigenschaft?). 

Eine erbliche Eigenschaft ist die sogenannte vollständige Regularität topologischer 
Räume, die eine wichtige Verschärfung der Regularität darstellt. Ein T,-Raum 7 
‚heißt vollständig regulär, wenn für jede abgeschlossene Menge FT und jeden 
Punkt mE TNF eine auf 7 stetige reelle Funktion f mit den Eigenschaften 
f(&0) = 0, Ka) = 1 fürze FundO Sf) <1 existiert. Jeder normale‘ Raum ist 
vollständig regulär®), aber nicht a Jeder Teilraum eines vollständig regu- 
lären (insbesondere normalen) Raumes ist also wieder vollständig regulär. A. N, 
TıcHonov, auf den auch der Begriff des vollständig regulären Raumes zurückgeht, 
zeigte, daß die Klasse der vollständig regulären Räume mit der Klasse aller Teil- 
räume von normalen Räumen übereinstimmt. Vom Standpunkt der Analysis sind 
vollständig reguläre Räume deshalb wichtig, weil es auf jedem solchen Raum „‚hin- 
reichend viele‘ stetige Funktionen gibt, und zwar existiert zu je zwei verschiedenen 


}) Hier ist B(x, r) wie SSgehnlch die offene Kugel vom Radius r mit dem Mittelpunkt x. 

2) Eine Bigenschaft eines topologischen Raumes T heißt erblich, wenn auch alle Teilräume von 
T diese Eigenschaft besitzen. 

3) Diese (durchaus nicht offensichtliche) Tatsache ergibt sich aus dem folgenden Satz von P. S. 
Urysox: Wenn 7 ein normaler Raum ist und F,, F, zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen | 
von T sind, dann existiert auf T' eine stetige Funktion ROSR)<S1, die auf u gleich 0 
und auf F, gleich 1 ist. 


\ 


7* 


100 2. Metrische und topologische Räume 


Punkten x, y eines vollständigen regulären Raumes T' eine auf 7 stetige reelle Funk- 
tion, die in diesen Punkten verschiedene Werte annimmt. 


2.5.7. Verschiedene Methoden der Angabe einer Topologie in einem Raum. Metrisier- 
barkeit. In einem Raum können wir eine Topologie erklären, indem wir die Mengen 
auszeichnen, die wir zu den offenen Mengen rechnen wollen. Die Gesamtheit dieser 
Mengen muß dabei den Forderungen 1° und 2° (8. 88) genügen. Gleichwertig damit 
ist die duale Methode, nämlich. die Gesamtheit der abgeschlossenen Mengen anzu- 
geben. Diese Gesamtheit muß dann offenbar den Forderungen 1 und 2 (8. 88) 
genügen. Tatsächlich kann diese Methode jedoch nur selten angewendet werden. So 
kann man zum Beispiel schon im Falle der Ebene schwerlich eine unmittelbar Be- 
schreibung aller offenen Teilmengen geben (wie man das für die Zahlengerade 
machen kann (2.2., Satz 5)). 

Eine sehr weit verbreitete Methode der Angabe einer Topologie besteht in der 
Wahl einer Basis. Die Topologie in metrischen Räumen wird faktisch so eingeführt. 
Dort gibt man mit Hilfe der Metrik eine Basis an, die Gesamtheit der offenen Ku- 
geln. 

Eine weitere mögliche Methode, eine Topologie in einem Raum anzugeben, ist die 
Einführung eines Konvergenzbegriffes in diesem Raum. Jedoch außerhalb der 
metrischen Räume ist eine solche Methode nicht allgemein geeignet, da der Übergang 
einer Menge zu ihrem Abschluß nicht in jedem Fall mit Hilfe konvergenter Folgen 
beschrieben werden kann, wie sich schon in 2.5.4. zeigte. Diese Methode läßt sich 
aber universell machen, wenn der Begriff der konvergenten Folge in entsprechender 
Weise verallgemeinert wird (vgl..etwa [32], Kapitel 2). 

Man kann in einem Raum auch dadurch eine Topologie einführen, daß man dort 
axiomatisch eine Abschließungsoperation definiert. Und zwar nennt man [-] 
Abschließungsoperation in der Menge X, wenn [-] jedem A < X eine Menge [A] <= X 
zuordnet, so daß die in 2.2.1., Satz 1, angegebenen Eigenschaften 1 bis 4 erfüllt sind. 
[4] heißt dabei Abschluß von A. Erklärt man nun alle Mengen mit A = [4] als 
abgeschlossen, so ist leicht zu zeigen, daß diese Klasse von Mengen den Bedingungen 1 
und 2 (8.88) genügt, d. h. tatsächlich eine Topologie in X definiert. 

Die Angabe einer Metrik ist eine der wichtigsten Methoden der Einführung einer 
Topologie, wenn sie auch bei weitem nicht universell ist. Wie wir schon sahen, ist 
jeder metrische Raum normal und genügt dem ersten Abzählbarkeitsaxiom. In 
Räumen, die auch nur eine dieser zwei Eigenschaften nicht besitzen, kann die Topo- 
. logie nicht mit Hilfe irgendeiner Metrik definiert werden. 


. Definition. Ein topologischer Raum heißt metrisierbar, wenn man seine Topologie 
mit Hilfe einer Metrik angeben kann. 


Wegen des soeben Gesagten sind die Normalität und die Gültigkeit des ersten 
Abzählbarkeitsaxioms notwendige Bedingungen für die Metrisierbarkeit eines 
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Raumes. Andererseits sind diese Bedingungen nicht hinreichend für die Metri- 
sierbarkeit eines Raumes. Jedoch gilt folgender Satz von P. 8. URYsox: 


Ein topolögischer Raum mit abzählbarer Basis ist genau dann metrisierbar, wenn er 
normal ist. 


Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist klar, ein Beweis für die Hinlänglichkeit 
findet sich zum Beispiel in [2]. 


2.6. Kompaktheit 


2.6.1. Der Kompaktheitshegritt, 3 Eine fundamentale Rolle in der Analysis spielt die 
folgende Tatsache, die unter dem Namen Heine-Borelscher Überdeckungssatz be- 
kannt ist: 


Aus jeder Überdeckung des abgeschlossenen. Intervalls [a,b] auf der Zahlengeraden 
durch offene Intervalle kann man eine endliche Teilüberdeckung auswählen. 


Diese Behauptung bleibt gültig, wenn man anstelle der offenen Intervalle beliebige 
offene Mengen betrachtet: Aus jeder offenen Überdeckung des abgeschlossenen Inter- 
valls [a,b] kann man eine endliche Teilüberdeckung auswählen. 

Ausgehend. von dieser Eigenschaft eines abgeschlossenen Intervalls auf der Zahlen- 
geraden führen wir folgenden wichtigen Begriff ein. 


Definition. Ein topologischer Raum 7 heißt kompakt, wenn jede offene Über- 
deekung von 7 eine endliche Teilüberdeckung enthält. 
Ein kompakter Hausdorffraum heißt Kompaktum. 


Wie wir unten sehen werden, besitzen neben den abgeschlossenen Intervallen alle. 
abgeschlossenen beschränkten Teilmengen eines euklidischen Raumes von beliebiger 
endlicher Dimension die Eigenschaft der Kompaktheit. Dagegen sind die Zahlen- 
gerade, die Ebene und der dreidimensionale Raum einfachste Beispiele nichtkom- 
pakter Räume. 

Wir nennen ein ee von Teilmengen {A} der Menge 7 zentriert, wenn jeder 


endliche Durchschnitt n A; von Elementen dieses Systems nicht leer ist. Aus der 


angegebenen Konpäktheilsdefnitiön und der Dualitätsbeziehung ergibt sich fol- 
gender Satz. 


Satz 1. Notwendig und hinreichend für die Kompaktheit eines topologischen Raumes. 
Tist folgende Bedingung: j 

(BR) Jedes zentrierte System abgeschlossener Teilmengen von T besitzt einen mächileeren 
Durchschnitt. 


Beweis. {F,} sei ein zentriertes System abgeschlossener Mengen in 7, und 7 sei 
kompakt. Die Mengen ,=TNF, sind dann offen, und kein endliches System 
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G,=TNF(=1,2,...,n) überdeckt ganz 7, da der endliche Durchschnitt N F,; 
i=1 
nicht leer ist. Dann kann aber auch nicht das System aller @, die Menge T' über- 


decken (wegen der Kompaktheit, und das bedeutet gerade N F, == 2. Somit ist die 
Bedingung (R) in 7 erfüllt, wenn 7’ kompakt ist. Umgekehrt erfülle 7 die Bedingung 
(B), und {@,} sei eine offene Überdeckung des Raumes T. Setzen wir , = T\N @,, 
so erhalten wir N F, = &.-Daher kann (wegen der Bedingung (R)) das System {F,} 


Rn 
nicht zentriert sein. Also existieren F},..., f, mit N F;=%. Dann bilden aber die 


:=1 
entsprechenden G; = T\NF, eine endliche Teilüberdeckung der Überdeckung {6}. 
Somit ist die Bedingung (R) gleichwertig mit der Kompaktheit. 


Wir führen jetzt einige Grundeigenschaften kompakter Räume an. 


Satz 2. Ist T ein kompakter Raum, so besitzt jede unendliche Teilmenge von T 
mindestens einen Häufungspunkt. 


Beweis. Wenn 7 eine unendliche Menge X enthält, die keinen Häufungspunkt 
besitzt, gibt es in X eine Menge 


X = (d1, %; +.) 
die ebenfalls keinen Häufungspunkt hat. Dann bilden aber die Mengen 
Keine) n=12. 


ein zentriertes System abgeschlossener Mengen i in T', die einen leeren Dürchscbaite 
besitzen, d. h., 7 ist nicht kompakt. 


Satz 3. Eine abgeschlossene Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt. 


Beweis. F sei eine abgeschlossene Teilmenge des kompakten Raumes T, und {F,} 
sei ein. beliebiges zentriertes System abgeschlossener Teilmengen des Teilraumes 
FT. Dann ist jedes F, auch abgeschlossen in 7’, d.h., {F,} ist ein zentriertes 
System abgeschlossener Mengen in 7’. Also ist N F, =. Nach Satz 1 folgt hieraus 
die Kompaktheit von F. 


Da ein Teilraum eines Hausdorffraumes selbst wieder ein Hausdorffraum ist, 
erhalten wir hieraus: j 


Folgerung. Eine abgeschlossene Teilmenge eines Kompaktums ist ein Kom- 
paktum. 


Satz 4. Ein Kompaktum K ist in jedem Hausdorffraum T mit T > K abgeschlossen. 


Beweis. K sei eine kompakte Menge im Hausdorffraum 7, und esseiyd K. Dann 
existiert zu jedem Punkt z€ K eine Umgebung U, des Punktes x und eine Um- 
gebung V, des Punktes y mit 


T,nVy,=8. 
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Die Umgebungen U, bilden eine offene Überdeekung der Menge.K. Wegen der Kom- 
paktheit von K kann man daraus eine endliche Teilüberdeckung U,, U,,..., Ur, 
aussondern. Wir setzen nun 


V=-V,n I, Var 


Dann ist V eine zu U,uU,v--uU,>K disjunkte Umgebung des Punktes y. 
Folglich ist y & [X], und das bedeutet, daß K abgeschlossen ist. Damit ist der Satz 
bewiesen. - 


Die Sätze 3 und 4 zeigen, daß die Kompaktheit in der Klasse der Hausdorffräume . 
eine innere Eigenschaft des Raumes ist, d.h., jedes Kompaktum bleibt Kom- 
paktum, auch wenn es in einen größeren Hausdorffraum eingebettet wird. 


Satz 5. Jedes Kompaktum ist ein normaler Raum. 


Beweis. Es seien X und Y zwei disjunkte abgeschlossene Teilmengen des Kom- 
paktums K. Durch Wiederholung der Überlegungen aus dem Beweis des vorher- 
gehenden Satzes kann man sich leicht davon überzeugen, daß für einen beliebigen 
Punkt y€ Y eine Umgebung U, und eine offene Menge 0, > X mit U,n0,=% 
existiert. Damit ist bewiesen, daß jedes Kompaktum regulär ist. Nun durchlaufe y 
die Menge M. Wir wählen aus der Überdeekung {U} der Menge Y eine endliche Teil- 
-überdeckung U,,,..., U,, aus. Dann genügen die offenen Mengen 


09 =0,n.-nQ, und 08=0,0u--uO 


Yn 


den Bedingungen 
OU DX, 085-7 und 0108 =Q, 
und das bedeutet gerade Normalität. 


2.6.2. Stetige Abbildungen kompakter Räume. Die stetigen Abbildungen eines kom- 
pakten Raumes, insbesondere eines Kompaktums, besitzen eine Reihe interessanter 
und wichtiger Eigenschaften. 


Satz 6. Das steiige Bild eines kompakten. Raumes ist ein. kompakter Raum. 


Beweis. X sei ein kompakter Raum und f eine stetige Abbildung von X in den 
topologischen Raum Y. Wir betrachten eine beliebige Überdeckung {V,} des Bildes 
H{X) durch Mengen, die in f{X') offen sind, und setzen U, = f!(V,). Die Mengen U, 
sind offen (als Urbilder offener Mengen bei einer stetigen Abbildung) und bilden eine 
offene Überdeckung des Raumes X. Aus dieser Überdeckung kann man wegen der. 
Kompaktheit von X eine endliche Teilüberdeckung U,, U,,...., U, auswählen. ET 
überdecken aber die Mengen P,, V,, ..., V„, wobei V; = f{U is das ganze Bild (X 
des Raumes X. 


Satz 7. Eine umkehrbar eindeutige und stetige Abbildung p eines Kompaktums X 
in einen. Hausdorffraum Y ist ein Homöomorphismus. 
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Beweis. Man muß zeigen, daß aus den Bedingungen des Satzes die Stetigkeit der 
Umkehrabbildung 9"! folgt. Dazu sei F eine abgeschlossene Menge in X und P=g(F) 
ihr Bild in Y. Nach dem vorhergehenden Satz ist P ein Kompaktum, und folglich 
ist P abgeschlossen in Y. Also ist das Urbild jeder abgeschlossenen Menge F = X 
bei der Abbildung 7! ee Das bedeutet aber die Stetigkeit der Abbil- . 
dung ot. 


2.6.3. Stetige und halbstetige Funktionen auf kompakten Räumen. Im vorhergehenden 
Punkt wurden stetige Abbildungen eines Kompaktums in einen Hausdorffraum 
betrachtet. Einen Spezialfall davon bilden die Abbildungen von einem Kompaktum 
in die reellen Zahlen, d. h. die reellen Funktionen auf einem Kompaktum. Für diese 
Funktioneni’bleiben die grundlegenden Eigenschaften stetiger Funktionen auf einem 
abgeschlossenen Intervall erhalten, die aus der elementaren Analysis bekannt sind. 


Satz 8. T sei ein kompakter Raum und f eine auf T' stetige Funktion. Dann ist f 
auf T beschränkt und nimmt auf T das Supremum und das Infimum der Funktions- 
werte an. ä 


Beweis. Eine stetige Funktion ist eine stetige Abbildung von T in die reellen 
Zahlen R!. Das Bild von 7 ist wegen des allgemeinen Satzes 6 kompakt in R!. Wie 
dem Leser aus der Analysisvorlesung bekannt ist (siehe auch 2.7.2.), ist aber eine 
kompakte Teilmenge reeller Zahlen beschränkt und abgeschlossen und besitzt daher 
nicht nur ein endliches Supremum und Infimum, sondern enthält diese Werte auch. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Aufgabe. K sei ein kompakter metrischer Raum und A eine Abbildung von K in sich mit 
e(Ax, Ay) < e(x, y) für x = y. Es ist zu zeigen, daß A in K einen einzigen Fixpunkt besitzt. 


Die Behauptung des letzten Satzes gestattet eine Verallgemeinerung auch auf eine größere 
Klasse von Funktionen, und zwar auf die sogenannten halbstetigen Funktionen. 

Eine Funktion f(x) heißt unterhalbsietig (oberhalbstetig) im Punkt x,, wenn für beliebiges e > 0. 
eine Umgebung des Punktes x, existiert, in der f{@) > xy) — & (bzw. fa) < fx) + e) ist. 

Zum Beispiel ist die Funktion „ganzer Teil von x“, f(x) = E(x), oberhalbstetig. Wenn wir den 
Wert f(x,) einer stetigen Funktion f in irgendeinem Punkt x, vergrößern (verkleinern), dann 
erhalten wir eine oberhalbstetige (unterhalbstetige) Funktion. Ist f(x) oberhalbstetig, so ist 
—f(x) unterhalbstetig. Diese beiden Bemerkungen gestatten es, sofort eine große Zahl von Bei- 
spielen halbstetiger Funktionen zu konstruieren. 

Bei der Untersuchung der Eigenschaften der Halbstetigkeit reeller Funktionen ist es bequem, 
für diese Funktionen auch unendliche Werte zuzulassen. Wenn f{x,) = — oo ist, wollen wir 
die Funktion f im Punkt x, stets als unterhalbstetig ansehen; wenn es außerdem für beliebiges 
h> 0 eine Umgebung des Punktes x, gibt, in der f{x) < —% ist, nennen wir f auch oberhalbstetig 
im Punkt x,. 

Wenn f(x) = +0 ist, dann wollen wir f stets als oberhälbstetig im Punkt x, ansehen; wenn 
es außerdem für beliebiges A > O0 eine Umgebung des Punktes %, gibt, in der fa) > ist, 
nennen wir f unterhalbstetig i im Punkt x.. 

Es sei f(x) eine reelle Funktion auf dem metrischen Raum R. Die (endliche oder unendliche) 
Größe lim | sup Ka] heißt oberer Limes }(x,) der Funktion f(x) im Punkt x,. Den unteren Limes 


&>0 LrEB(zu,E) 
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 #x,) definiert.man dann analog, indem man Supremum durch Infimum ersetzt. Die Differenz 
of) =) — fx,) (sofern sie einen Sinn hat, d.h., wenn /(x,) und fx,) nicht zugleich -+oo 
oder zugleich — 00 sind) heißt Schwankung der Funktion f(x) im Punkt x,. Es ist leicht zu sehen, 
daß eine Funktion f(x) genau dann im Punkt x, de ist, wenn oflx,) = 0 ist, d.h., wenn 
oo < Ka) = = x) < oo ist. 

Für eine beliebige Funktion f(x) auf einem metrischen Raum ist die Funktion f(x) oberhalbstetig 
und die Funktion I@) unterhalbstetig. Das ergibt sich leicht aus. der Definition des oberen und des 
unteren Limes. 

Wir betrachten den metrischen Raum M aller beschränkten reellen Funktionen off) auf dem 

Intervall [e, 5]. Die Metrik in M definieren wir durch die Gleichung 


e&, y) = ey) = sup let) — yÜl. 
astisb 


Die Funktionen auf M wollen wir Funktionale nennen. Das macht man üblicherweise so, um sie 
von den Funktionen o(t), den Elementen von M, zu unterscheiden. 

Wir'geben nun ein wichtiges Beispiel eines halbstetigen Funktiönals an. Und zwar definieren 
wir die Länge der Kurvey= fa) (a sx<b) a das Funktional 


2) = sup er VG; . + +(f Tags j &-1)); 


wobei das Supremum a gleich +00 sein kann) über alle möglichen Zerlegungen des Intervalls 
[e, 5] genommen wird. Dieses Funktional ist auf dem ganzen Raum M definiert. Für stetige 
Funktionen stimmt es mit dem Grenzwert 


lim FE V(: (2; = %4)% +(f (fe;) HE f (2)? 


max | —- 2-10 i=1 


überein. Schließlich kann man es für stetig differenzierbare Funktionen in der Form 


b 
[VIFPS 


schreiben. Das Funktional La°(f) ist unterhalbstetig in M, was leicht aus seiner Definition folgt. 
Der obige Satz läßt sich auf halbstetige Funktionen verallgemeinern. 


Satz 8a. Eine unterhalbstelige (oberhalbstetige) endliche Funktion auf einem kompakten T',- 
Raum T ist nach unten (oben) beschränkt. j 


Um das zu zeigen, nehmen wir an, daß ini f{x) = —o ist. Dann existiert eine Folge {x,} mit 
HKx,) < —n. Da der Raum 7 kompakt ist, besitzt die unendliche Teilmenge {z,} (nach Satz 2) 
wenigstens einen Häufungspunkt x,. Nach Voraussetzung ist die Funktion f endlich und unter- 
halbstetig; deshalb findet man eine Umgebung U des Punktes x,, so daß fx) > Hx,) — 1 ist für 
x € U. Damit kann die Umgebung U aber nur endlich viele Punkte der Menge {x,} enthalten, und 
das widerspricht der Tatsache, daß der Punkt x, Häufungspunkt dieser Menge ist. Analog 
wird der Satz für den Fall einer oberhalbstetigen Funktion bewiesen. 


Satz 8b. Eine unterhalbstetige (oberhalbstetige) endliche Funktion auf einem kompakten T,- 
Raum T nimmt ihr Infimum (Supremum) an. 


Die Funktion f(x) sei unterhalbstetig. Dann besitzt sie nach Satz 8a ein Bnalichens Infimum, und 
es existiert eine Folge {x,} mit f{x,) < imf f(x) + 1/n. 

Weil T kompakt ist, besitzt die Menge {x,} einen Häufungspunkt x,. Wenn nun f(x) > mff 
wäre, dann könnte man wegen der Unterhalbstetigkeit der Funktion f eine Umgebung U des 
Punktes x, und ein ö6> O mit f{«) > inf f + öfürx e U finden. Aber dann könnte die Umgebung U 
keine unendliche Teilmenge der Menge {x,} enthalten. Folglich gilt /{x,) = inf f, was zu zeigen war. 
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2.6.4. Abzählbare Kompaktheit 


Definition. Ein Raum 7 heißt abzählbar-kompakt, wenn jede unendliche Teil- 
menge wenigstens einen Häufungspunkt enthält. 


Das in 2.6.1., Satz 2, Gezeigte bedeutet, daß jeder kompakte Raum auch abzählbar- 
kompakt ist. Das Umgekehrte ist allgemein nicht riehtig. Dazu geben wir das 
„traditionelle“ Beispiel eines abzählbar-kompakten, aber nicht kompakten Raumes 
an, und zwar betrachten wir die Menge X aller Ordinalzahlen «, die kleiner als die 
erste nichtabzählbare Ordinalzahl o, sind. Als Intervall («, ß) in X bezeichnen wir 
die Gesamtheit aller Ordinalzahlen y, die der Ungleichung « < y < ß genügen, und 
als offene Menge in X bezeichnen wir die Vereinigung von beliebig vielen Intervallen. 
Man kann leicht nachprüfen, daß der konstruierte Raum abzählbar-kompakt, aber 
nicht kompakt ist. 

Die Beziehung zwischen den Begriffen der Kompaktheit und der abzählbaren 
Kompaktheit wird durch den folgenden Satz geklärt. 


Satz 9. Jede der folgenden zwei Bedingungen ist notwendig und hinreichend dafür, 
daß der topologische Raum T abzählbar-kompakt ist: 


1. Jede abzählbare offene Überdeckung des Raumes T' enthält eine endliche Teilüber- 
deckung. 

2. Jedes abzählbare zentrierie System abgeschlossener Mengen in T besitzt einen nicht- 
leeren Durchschnitt. 


Beweis. Die Gleichwertigkeit der Bedingungen 1 und 2 folgt unmittelbar aus den 
.Dualitätsbeziehungen. Ist nun 7 nicht abzählbar-kompakt, so ergibt sich genau wie 
im Beweis von Satz 2, daß in 7’ ein abzählbares zentriertes System abgeschlossener 
Mengen mit leerem Durchschnitt existiert. Damit ist die Hinlänglichkeit der Be- 
dingung 2 (und damit auch: die von 1) festgestellt. 

Wir wollen jetzt die Notwendigkeit der Bedingung 2 beweisen. Dazu sei T’ abzählbar- - 
kompakt und {F,} ein abzählbares zentriertes System abgeschlossener Mengen in T'. 
Dann müssen wir zeigen, daß N F,„ # ® ist. Setzen wir 


ED 


2 


so ist klar, daß alle ©, abgeschlossen und (wegen der Zentriertheit von {F,}) nicht 
leer sind. Außerdem gilt offenbar 


8,982 
und 


Nn%,.=NFr: 


. Es sind nun zwei Fälle möglich. 
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1. Von einer gewissen Zahl n, an gilt. 
= Day Eu 
Dann ist offensichtlich d, = 8, #2. 


5 Rn 
2. Unter den ©, gibt es unendlich viele paarweise verschiedene Mengen. Dabei 
können wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß alle &, vonein- 
ander verschieden sind. Es sei 


EDEN Dan: 


Die Folge {x,} bildet dann eine unendliche Menge verschiedener Punkte aus T. 
Wegen der abzählbaren Kompaktheit von T muß sie: wenigstens einen Häufungs- 
punkt besitzen, etwa x,. Weil nun &, alle Punkte x,, &,.1; ... enthält, ist &, Häufungs- 
punkt von D,, und wegen der Abgeschlossenheit von BD, gilt sogar x, € ®,. Folglich 
N h. NP =+P. 


Auf diese Weise all sowohl kompakte als auch abzählbar-kompakte Räume 
durch das „Verhalten“ ihrer offenen Mengen charakterisiert. In beiden Fällen kann 
man aus einer offenen Überdeckung eine endliche Überdeckung auswählen, dabei 
handelt es sich im ersten Fall’ um benebigen im zweiten Fall nur um abzählbare Über- 
deckungen. 

Obwohl im allgemeinen Fall die Kompaktheit nicht aus der abzählbaren Kom- 
paktheit folgt, gilt der folgende Sachverhalt. 


Satz 10. Für einen Raum mit abzählbarer Basis stimmen die Begriffe der Kom- 
paktheit und der abzählbaren Kompaktheit überein. 


Beweis. Wenn nämlich der Raum T' eine abzählbare Basis besitzt, dann kann 
man aus einer beliebigen offenen Überdeckun, n 7 eine abzählbare Teilüber- 
deckung auswählen (2.5.3., Satz 5). Ist Sn anberdim auch abzählbar-kompakt, 
so kann man aus dieser abzählbaren Überdeckung wegen des vorhergehenden Satzes 
eine endliche Teilüberdeckung auswählen. Damit ergibt sich, daß 7’ kompakt 


Bemerkung. Der Begriff der abzählbaren Kompaktheit eines topologischen Rau- 
_ mes erscheint (im Gegensatz zur Kompaktheit eines solchen Raumes) nicht sehr 
natürlich. Er entstand sozusagen „mechanisch“. Es zeigt sich aber, daß diese zwei 
Begriffe für metrische Räume (wie auch für Räume mit abzählbarer Basis) überein- 
stimmen (wie in 2. 7. bewiesen wird). Für metrische Räume wurde der Begriff der 
Kompaktheit ursprünglich als die Eigenschaft eingeführt, daß jede unendliche Teil- 
menge einen Häufungspunkt besitzt, d.h. als abzählbare Kompaktheit.. Die ‚„auto- 
matische‘‘ Übertragung dieser Definition vom metrischen auf den topologischen Fall 
führte gerade zum Begriff des abzählbar-kompakten topologischen Raumes. Manch- 
mal wird in der Literatur, besonders in der älteren, unter dem Terminus „Kom- 
paktheit“ die abzählbare Kompaktheit verstanden. Ein in unserer Terminologie 
kompakter Raum, in dem man also aus jeder offenen Überdeckung eine endliche 
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Teilüberdeckung aussondern kann, heißt dann bikompakt. Dabei wird ein kompakter 
Hausdorffraum (d.h. ein Kompaktum) dann Bikompaktum genannt, und: .der 
Terminus „Kompaktum“ wird für die Bezeichnung eines kompakten metrischen 
Raumes reserviert. Wir werden aber die oben eingeführten Termini (Kompaktheit, 
. abzählbare Kompaktheit) beibehalten. Dabei werden wir natürlich auch kompakte 
metrische Räume als Kompalktum bezeichnen oder, wenn das Vorhandensein einer 
Metrik ganz besonders betont werden soll, als metrisches Kompaktum. 


2.6.5. Präkompakte Mengen. Es sei 7 ein Hausdorffraum und MT. Ist M nicht 
abgeschlossen, dann kann M nicht kompakt sein. Zum Beispiel ist eine nichtabge- 
schlossene Teilmenge der reellen Zahlen nicht kompakt. Es kann sich jedoch heraus- 
stellen, daß der Abschluß [M] einer solehen Menge M in T kompakt ist. Dieser Be- 
dingung genügt zum Beispiel jede beschränkte Teilmenge auf der Zahlengeraden 
oder im n-dimensionalen Raum. Das führt uns zu folgender Definition. 


Definition. 7 sei ein topologischer Raum. Eine Menge M aus 7’ heißt präkom- 
pakt (oder kompakt relativ zu T), wenn ihr Abschluß in 7’ kompakt ist. Analog heißt 
M abzählbar-präkompakt in T, wenn jede unendliche Teilmenge A = M wenigstens 
einen Häufungspunkt besitzt (der nicht notwendig zu M gehören muß). : 


Der Begriff der Präkompaktheit hängt (im Unterschied zur Kompaktheit) offenbar 
mit dem Raum 7 zusammen, in dem wir die gegebene Menge betrachten. So ist zum 
Beispiel die Menge der rationalen Punkte im Intervall (0, 1) präkompakt, wenn man 
sie als Teilmenge der Zahlengeraden betrachtet, aber sie ist nicht präkompakt als 
Teilmenge des Raumes aller rationalen Zahlen. 

Der Begriff der Präkompaktheit ist im Fall des metrischen Raumes, um den es im 
folgenden geht, höchst bedeutsam. 


2.7.  Kompaktheit in metrischen Räumen 


3.7.1. Totalbeschränktheit. Da der metrische Raum einen Spezialfall des topologischen 
Baumes darstellt, gelten für ihn auch jene Definitionen und Fakten, die in 2.6. dar- 
gelegt wurden. Im metrischen Fall hängt die Kompaktheit eng mit dem Begriff der 
Totalbeschränktheit zusammen, den wir jetzt einführen werden. 

Es sei M eine Menge im metrischen Raum R und e eine positive Zahl. Eine 
Menge A aus R heißt e-Netz für M, wenn es für jeden Punkt x € M wenigstens einen 
Punkta € A gibt mit 


olz,a) Ze. 


(Die Menge A braucht nicht notwendig in M enthalten zu sein und braucht sogar 
keinen einzigen gemeinsamen Punkt mit M zu haben. Jedoch kann man, wenn man 
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irgendein e-Netz A für M hat, ein. 2e-Netz BeM konstruieren.) Beispielsweise 
bilden die ganzzahligen Punkte in der Ebene ein 1/ V 2-Netz. 


Eine Menge M heißt totalbeschränkt, wenn für sie zu beliebigem e > 0 ein en 
liches s-Netz existiert. Es ist klar, daß eine totalbeschränkte Menge als Vereinigung 
endlich vieler beschränkter Mengen notwendigerweise beschränkt ist. Das Umgekehrte 
ist allgemein nicht richtig, wie das unten angeführte Beispiel 2 zeigt. 

Oft ist die folgende triviale Bemerkung nützlich: Wenn eine Menge M. totalbe- 
schränkt ist, dann ist auch ihr Abschluß [M] totalbeschränkt. 

Aus der Definition. der Totalbeschränktheit folgt unmittelbar, daß ein total- 
beschränkter metrischer Raum R separabel ist. Es existiert nämlich für jedes » in R 
ein endliches 1/»-Netz, und durch Vereinigung aller dieser Mengen erhält man eine 
abzählbare Menge M, die überall dicht ist in R. Da ein separabler metrischer Raum 
eine abzählbare Basis hat (2.5., Satz 9) besitzt also jeder totalbeschränkte metrische 
Raum eine abzählbare Basis. 


Beispiele 


‚1. Im n-dimensionalen euklidischen Raum stimmt di Totalbeschränktheit mit der 
gewöhnlichen Beschränktheit überein, d. h. mit der Möglichkeit, eine gegebene Menge 
in einen hinreichend großen Würfel einzuschließen. Wenn man nämlich einen solchen 
Würfel in kleine Würfel mit der Kantenlänge e zerlegt, bilden die Eckpunkte dieser 


Würfel ein endliches Yne/2-Netz im ursprünglichen Würfel und folglich erst recht in 
jeder Menge, die ganz im Innern dieses Würfels liegt. 


2. Die Einheitssphäre 8 im Raum I, kann als Beispiel einer beschränkten, aber 
nicht -totalbeschränkten Menge dienen. Dazu betrachten wir in S die Punkte der 
Form 


= 11.0,0.:.:50;0;4:), 
& = (0, 1,0,...,0,0,...), 


PD Ser Baer BE Se Er Be Er er er er 


Die Entfernung zwischen zwei beliebigen solchen Punkten e, und e,„ (n = m) ist 


gleich Y2. Hieraus ist ersichtlich, daß es in $ für kein e< V2/2 ein endliches e- 
Netz geben kann. 


3. Wir betrachten im !, die Menge I/ der Punkte 
= (&, Way ee, User) 


die den Bedingungen 


1 
al s1, Iel Sy" s Ss = 5 ER 
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genügen. Diese Menge heißt Fundamentalquader („Hilbertsches Parallelotop“) des ' 
Raumes l,. Sie ist Beispiel einer unendlichdimensionalen totalbeschränkten Menge. 
Zum Beweis ihrer Totalbeschränktheit gehen wir folgendermaßen vor. 
Es sei & > 0 gegeben. Dann wählen wir n so, daß 1/2”! < e/2 ist. Jedem Punkt 
Del) _ (1) 
aus J/ ordnen wir den Punkt i 


* = (2, Bgy en, Ems 0, ...) (2) 


aus derselben Menge zu. Dabei, gilt 
1 1 € 
& =“ <V&r< pay 


Die Menge I7* aller Punkte der Form (2) aus I/ ist totalbeschränkt (als beschränkte 
Menge im r-dimensionalen Raum). Wählen wir nun in IT* ein endliches ej2-Netz aus, 
so erhalten wir damit offenbar gleichzeitig ein s-Netz in ganz IT. 


2.7.2. Kompaktheit und Totalbeschränktheit 
Satz 1. Ein abzählbar-kompakter metrischer Raum R ist totalbeschränkt. 


Beweis. Wir nehmen an, daß R nicht totalbeschränkt ist, d. h., daß zu jedem 
& > 0 in E einendliches e,-Netz existiert. Wir nehmen nun einen beliebigen Punkt a, 
in R. In R gibt es dann wenigstens einen Punkt, den wir mit a, bezeichnen, so daß 
e(an, @s) > &, Ist (andernfalls wäre der Punkt a, ein a für R)., Weiter gibt es in 
# einen Punkt a, mit 


3 


ea, As) > & und e(@>, a3) > &o> 


sonst. wäre das Punktepaar a,, a, ein &,-Netz. Wenn allgemein die Punkte a,, ..., 4. 
bereits konstruiert sind, wählen wir einen Punkt a,,, mit 


0(;, @pıı) > &0, = 1,2,...,k. 


Diese Konstruktion liefert eine unendliche Folge a,, a,, ..., die wegen o(a;, a) > 8% 
für i # j keinen Häufungspunkt besitzt. Dann ist aber T nicht abzäblbar-kompakt, 
was gerade nachzuweisen war. 


Somit haben wir gezeigt, daß die abzählbare Kompaktheit in metrischen Räumen 
die Totalbeschränktheit zur Folge hat, die wiederum die Existenz einer abzählbaren 
Basis nach sich zieht. 
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Nach 2.6., Satz 10, erhalten wir folgendes wichtige Resultat.. 
Folgerung. Jeder abzählbar-kompakte metrische Raum ist kompakt. 


Wir haben gezeigt, daß die Totalbeschränktheit eine notwendige Bedingung für 
die Kompaktheit eines metrischen Raumes ist. Diese Bedingung ist aber nicht 
hinreichend. Zum Beispiel bildet die Gesamtheit der rationalen Punkte des Inter- 
valls [0, 1] mit der gewöhnlichen Abstandsdefinition einen totalbeschränkten, aber 
nicht kompakten Raum. Denn die Folge 


0; 0,4; 0,41; 0,414; 0,4142; ... 


von Punkten dieses Raumes, d. h. die Folge der Anfangsabschnitte bei der Dezimal- 
bruchentwicklung von /2 — 1, besitzt in diesem Raum keinen Grenzwert. Es gilt 
aber der folgende Satz. 


Satz 2. Ein metrischer Raum R ist genau dann Donna: wenn. folgende beiden 
Bedingungen gelten: 

1. .R ist. totalbeschränkt. 

2. R ist vollständig. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Totalbeschränktheit ist bereits festgestellt worden. 
Die Notwendigkeit der Vollständigkeit ist trivial, denn wenn {x,} eine Fundamental- 


folge in R ist, die keinen. Grenzwert besitzt, dann kann diese Folge in R auch keinen. 


Häufungspunkt besitzen. 

Wenn andererseits R totalbeschränkt und vollständig ist, so werden wir jetzt; 
zeigen, daß R dann auch kompakt ist. Nach der Folgerung aus Satz 1 brauchen wir 
nur festzustellen, daß R abzählbar-kompäkt ist, d. h., daß jede Folge {©,} von Punk- 
ten aus R wenigstens einen Häufungspunkt besitzt. 

Dazu wählen wir ein 1-Netz in R und legen um jeden Punkt dieser Menge eine 
abgeschlossene Kugel vom Radius 1. Weil diese Kugeln ganz R überdecken und ihre 
Anzahl endlich ist, enthält wenigstens eine von ihnen, wir bezeichnen sie mit B,, 
eine unendliche Teilfolge #,®,..., 2,®,... der Folge {x„}. Weiter wählen wir in B, 

ein 1/2-Netz und legen um jeden Punkt dieses Netzes eine abgeschlossene Kugel vom 
Radius 1/2. Wenigstens eine dieser Kugeln, die wir mit B, bezeichnen, enthält eine 
unendliche Teilfolge x,®,...,2,®,... der Folge {x,®}. Weiter finden wir eine ab- 


geschlossene Kugel B, vom Radius 1/4, deren Mittelpunkt in B, liegt und die eine 


unendliche Teilfolge #,®, ...,2,®,... der Folge {x,@} enthält usw. Wir betrachten 
jetzt: neben jeder Kugel B, die abgeschlossene Kugel A, mit demselben Mittelpunkt. 
und dem doppelten Radius. Es ist leicht zu sehen, daß die Kugeln A, ineinander- 
Beschnchtelt sind. Wegen der Nele des Raumes R ist der Durchschnitt. 


a A, nicht leer und besteht aus einem Punkt %g. Dieser Punkt: ist Häufungspunkt 


Fe Ausgangsfolge {z„}, weil jede Umgebung. von x, eine gewisse Kugel B, enthält. 
und somit auch die unendliche Teilfolge {x,®} der Folge {x,}. 
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2.7.3. Präkompakte Teilmengen in metrischen Räumen. Den Begriff der Präkompakt- 
heit, der in 2.6.5..für Teilmengen eines beliebigen topologischen Raumes eingeführt 
wurde, ist insbesondere für Teilmengen eines metrischen Raumes anwendbar. Dabei 
stimmt hier offenbar der Begriff der abzählbaren Präkompaktheit mit dem Begriff 
der Präkompaktheit überein. Wir erwähnen den folgenden einfachen, aber wichtigen 
Sachverhalt. 


Satz 3. Eine Menge M in einem vollständigen metrischen Raum R ist genau dann 
. präkompakt, wenn sie totalbeschränkt ist. 


Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 2 und der trivialen Tatsache, daß eine 
abgeschlossene Teilmenge eines vollständigen metrischen Raumes selbst wieder voll- 
ständig ist. 

Die Bedeutung dieses Satzes besteht darin, daß man in der Regel leichter die Total- 
beschränktheit einer Menge feststellen kann, als unmittelbar ihre Präkompaktheit 
zu beweisen. Andererseits ist für Anwendungen in der Analysis gewöhnlich die Prä- 
kompaktheit wichtig. 


2.7.4. Der Satz von Arzelä. Die Frage nach der Kompaktheit einer Menge in einem 
metrischen Raum ist eine wichtige Aufgabe. Dabei stößt der Versuch, Satz 2 un- 
mittelbar anzuwenden, auf Schwierigkeiten. Deshalb ist es für Mengen in konkreten 
Räumen nützlich, spezielle Kompaktheits- bzw. Präkompaktheitskriterien anzu- 
geben, die in der Praxis bequemer sind. 

Im n-dimensionalen euklidischen Raum ist die Präkompaktheit einer Menge 
gleichbedeutend mit ihrer Beschränktheit, wie wir gesehen haben: Jedoch für allge- 
meinere metrische Räume ist das schon nicht mehr richtig. 

Einer der wichtigsten metrischen Räume in der Analysis ist der Raum C/a, b]. 
Für seine Teilmengen liefert; der sogenannte Satz von Arzelä ein wichtiges und oft 
verwendetes Kriterium der Präkompaktheit. Um diesen Satz zu formulieren, benö- 
tigen wir folgende Begriffe. Eine Familie d von Funktionen 9, die auf dem Inter- 
vall [a, b] definiert sind, heißt gleichmäßig beschränkt, wenn eine Zahl K mit 


Pal <K 


für alle x € [a,b] und alle @ € © existiert. 
Eine Familie ® = {p} heißt gleichgradig stetig, wenn für jedes e>0 ein ö>0 
existiert, so daß 


Iptaı) — plz)| <e 
ist für alle x, und x, aus [a, b] mit o(x,, ©) < ö und für alle 9 € ®. 


Satz 4 (Satz von ArzEuA). Eine Familie © steliger Funktionen auf dem Intervall 
[@, 5] ist genau dann präkompakt in C[a, b], wenn sie gleichmäßig beschränkt und gleich- 
gradig stetig ist. 
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Beweis. Notwendigkeit. Die Familie ® sei präkompakt in C[e,b]. Dann 
existiert nach dem vorangegangenen Satz für jedes positive e in der Familie 8 ein 
endliches &/3-Netz 91, P3 -.-, 9. Jede der Funktionen 9; ist als stetige Funktion auf 
einem abgeschlossenen Intervall beschränkt, 


ra) < Ki. 


Wir setzen nun K = max K; + e]3. Nach Definition eines e/3-Netzes gibt es dann 
für jedes p € ® wenigstens ein 9; mit 


(9, 9:) = max |ple) — al SZ. 
Folglich ist | 
Pal < ine +, SK+Z<K 


Somit ist ® gleichmäßig beschränkt. 
Weiterhin ist jede der Funktionen p; aus dem e/3-Netz stetig und selgieh auf [a,b]. 
auch gleichmäßig stetig. Also existiert zu jedem e/3 ein ö,, so daß 


keit) = ie! <Z 


gilt, wenn |xı — x,] < 6; ist. 
Wir setzen nun ö = min ö; und wählen für eine beliebige Funktion € © ein o; 
so, daß e(p,9;) < &/3 ist. Dann haben wir für |, — | < 6 


Ip(zı) — plzz)| S Iplaı) — PRı)| + Ipilaı) — Pilze)| + Ip) — Plez)| 
2 € € E 
<o — —_— —_ 
3 7 3 u 3 
Damit ist die gleichgradige Stetigkeit von © gezeigt. 


Hinlänglichkeit. Es sei Ö eine gleichmäßig beschränkte und gleichgradig stetige 
Familie von Funktionen. Nach Satz 3 können wir die Präkompaktheit von © in 
Ole, 5] feststellen, indem wir zeigen, daß zu jedem & > 0 in Ca, b] ein endliches 
e-Netz für ® existiert. Es sei 


ePe@) = K 


F 


für alle @ € Ö, und es sei 6 > 0 so gewählt, daß 
& Re 
Pa) pa I<z Fir m ml<d 


und für alle 9 € © ist. Wir zerlegen nun. das Intervall [e, 6] auf der x-Achse durch 
die Punkte =a<x <<, = b in Intervalle, deren Länge kleiner als ö ist, 


8 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 


CE ET 0 WEI 
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und errichten in diesen Punkten vertikale Geraden. Das Intervall [—K, X] auf der 
y-Achse zerlegen wir durch die Punkte y= —K <yı <yg << 4m = K, deren 
Abstände weniger als &/5 betragen, und legen durch die Zerlegungspunkte horizon- 
tale Geraden. Auf diese Weise wird das Rechteck «<z<b, —K s<ysKin 
„Zellen“ zerlegt, deren horizontale Seiten kleiner als ö und deren vertikale Seiten 
kleiner als &/5 sind. Jetzt ordnen wir jeder Funktion » € ® einen Polygonzug y(x) zu, 
dessen Ecken Gitterpunkte (x;, y,) sind und der sich in den Punkten x, von der 
Funktion p(x) um weniger als &/5 unterscheidet (die Existenz eines solches Polygon- 
zuges ist trivial). 
Da nach Konstruktion 


Bla) — ya < &, 


Pla) — Ya)! < = 


und 


Ya) — Par)! < = 


ist, gilt 


; 3 
play) — Yları)| < = 


Weil die Funktion y(x) zwischen den Punkten x; und x;,, linear ist, folgt 
3E „. 
ya) — yla)| < r für alle zE€ [&% Xu]. 


Es sei jetzt x ein beliebiger Punkt des Intervalls [a, 5] und x, der nächste links von x 
gelegene Zerlegungspunkt. Dann ist 
Ip(&) — ya) < |plz) — plar)| + plan) — vlre)| + hot) ve Se. 


Folglich bilden die Polygonzüge y(x) ein e-Netz für ®. Ihre Zahl ist offenbar endlich, 
somit ist ® totalbeschränkt. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 


2.7.5. Der Satz von Peano. Wir zeigen jetzt, wie der Satz von ARZELA zum Beweis des folgenden 
Existenzsatzes für gewöhnliche Differentialgleichungen mit stetiger rechter Seite angewendet 
werden kann. ö 


Satz 5 (Prano). Gegeben sei die Differentialgleichung 
= = fe, y). (3) 
x 


Ist die Funktion f in einem abgeschlossenen Gebiet @ sielig, so geht durch jeden inneren Punkt (xy, Yo) _ 
dieses Gebietes wenigstens eine Lösungskurve der gegebenen Differentialgleichung. 
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Beweis. Da die Funktion } in einem abgeschlossenen Gebiet stetig ist, ist sie auch beschränkt, 
fa, y)|< M = const. 


Wir legen durch den Punkt (x, %9) die Geraden mit den Anstiegskoeffizienien M und —M. 
Außerdem legen wir zwei vertikale Geraden x = «a und x=b so, daß die beiden durch sie ab- 
getrennten Dreiecke mit dem gemeinsamen Eckpunkt (x, %,) ganz innerhalb des Gebietes @ 
liegen. Dieses Paar von Dreiecken bildet eine abgeschlossene Menge, die wir mit 4 bezeichnen. 
Wir konstruieren nun sogenannte Eulersche Polygonzüge für die gegebene Gleichung. Dazu 
legen wir durch den Punkt (x,, 4,) eine Gerade mit dem Anstiegskoeffizienten (x, Yo). Auf dieser 
Geraden wählen wir einen Punkt (x,, 3,) mit x, > x, und legen durch ihn eine Gerade mit dem 
Anstiegskoeffizienten f(x,, y,). Auf dieser Geraden wählen wir einen Punkt (x,, y,) mit 2, > 2, 
legen durch ihn die Gerade mit dem Anstiegskoeffizienten f{z,, y,) usw. Das gleiche Verfahren wird 
auf eine Foige von Punkten &, < 2, %, < x, usw. angewendet. Wir betrachten jetzt eine Folge 
von Eulerschen Polygonzügen L,, La, ..., Ip «.., die alle durch den Punkt (x,, 49) gehen, wobei 
die Länge des größten Geradenstückes von L; für k — oo gegen Null strebt. Es sei 9, die Funk- 
tion, deren Bildkurve gerade der Polygonzug L;, ist. Die Funktionen 9,, 93, ..., 9 ... besitzen 
dann folgende Eigenschaften: 

1. Sie sind auf demselben Intervall [e, 5] definiert. 

2. Sie sind gleichmäßig beschränkt. 

3. Sie sind gleichgradig stetig. 

Auf Grund des Satzes von ARzELA kann man aus der Folge {py} eine gleichmäßig konvergente 
Teilfolge auswählen, etwa die Teilfolge g®, 99, ...,g®,... 

Wir setzen nun 


o(x) = lim px), a 
k—>00 . ; j 


Offenbar ist dann 9(x,) = Yo: Es bleibt nachzuprüfen, daß @ auf dem Intervall [«, 5] die gegebene 
Differentialgleichung erfüllt. Wir müssen also zeigen, daß für beliebiges <> 0 die Abschätzung 


9a”) Eu oz’) BER Ha’, o(«’)) 


<e 
a’ — x 


gilt, sobald |” — a’| hinreichend klein ist. Dazu wiederum müssen wir nachweisen, daß für 
genügend großes k 


ge) INT) _ 


v2 (k ‚ 
= Kar, pe) < 


ist, sobald der Abstand |x’”’ — x’| hinreichend klein ist. 
Da / im Gebiet @ stetig ist, gibt es zu jedem e > 0 einn > 0, so daß 


Key )-e<ta)<fa,y)te W=e@N) 
ist für ; 
[je — «/] < 2n und y— |< 4Mn. 


Die Gesamtheit der Punkte (x,y) « €, die diesen zwei Ungleichungen genügen, bildet ein 
Rechteck Q. Es sei jetzt K so groß, daß für allek > K 


Iplx) — PRx)| < 2Mn 


ist, und die Länge aller Geradenstücke des Polygonzuges L, sei kleiner als 7. Dann liegen für 
le — #7] < 2m alle Eulerschen Polygonzüge p®) mit k> K ganz in Q. 


g*F 
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Ferner seien (a,, bu)» (a1, 85) 3 (Ansı nr) die Eckpunkte des Polygonzuges L, mit 
HDEWE<U<H<H<Tm<E SS An 


(wir haben hier x, < x’ < x” angenommen; die anderen möglichen Fälle werden analog behan- 
delt). Dann folgt für die entsprechenden Funktionen pl 


ya) — PAR”) = lan bo) (dı — ®'), 

Ma) - Pa) = Fa; b) (a1 a), ield..,n—1, 

PER) — pa) = Mans dr) (&” — ap). 
Hieraus erhalten wir für @’— | <n 

Key) el 2) < pa) - AR) <Ue,y) + -w), 

Kar, y) — & (a — a) < Paz) — PRKa;) 

<f@,)+elwa-a) i=huunh 

Mi) — El" — a) < GER”) — Ran) < UA, y) + Ele” a). 
Summieren wir nun diese Ungleichungen, so ergibt sich 

Year, y) el” 2) < pa”) pa) < a, y)+El@" — 2), 
was zu zeigen war. | 


Verschiedene Teilfolgen von Eulerschen Polygonzügen können gegen verschiedene Lösungen 
der Gleichung (3) konvergieren. Deswegen ist die Lösungskurve der Gleichung y’ = fx, y), die‘ 
durch einen Punkt (z,, 4.) geht, allgemein nicht eindeutig bestimmt. 


2.7.6. Gleichmäßige Stetigkeit. Stetige Abbildungen metrischer Kompakta. Für eine 
Abbildung eines metrischen Raumes in einen metrischen Raum, also insbesondere 
auch für reelle Funktionen auf metrischen Räumen, ist neben der Stetigkeit auch der 
für die Analysis wichtige Begriff der gleichmäßigen Stetigkeit von Bedeutung. Eine 
Abbildung F eines metrischen Raumes X in einen metrischen Raum Y’ heißt gleich- 
mäßig stelig, wenn zu jedem &> 0 ein ö > 0 existiert, so daß alFaı), F(a,)) < e 
ist für 01(&ı, &) < 6 (o, ist hier die Metrik in X und o, die Metrik in Y), wobei ö nur 
von &, nicht aber von x, und x, abhängt. 


Autehes Es ist zu zeigen, daß die reelle Funktion F(x) = sup x(f) auf dem Raum 
Ca, 5] gleichmäßig stetig ist. ast<b 


Für stetige Abbildungen metrischer Kompakta gilt der folgende Satz, der den aus 
der Analysisgrundvorlesung wohlbekannten Satz über stetige , Funktionen auf abge- 
schlossenen Intervallen verallgemeinert. 


Satz 6. Eine stetige Abbildung eines metrischen Kompaktums in einen metrischen 
Raum ist gleichmäßig stetig. 


Beweis. Die Abbildung F des metrischen Kompaktums K in den metrischen 
Raum M sei stetig, aber nicht gleichmäßig stetig. Dann gibt es also für ein > 0 
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und jede natürliche Zahl » zwei Punkte x, und x,’ in K, so daß 
‘1 ; Bi 
ıl@n, &n’) <— und gleichzeitig o[F(a,), Play’) 2 e 
N 


gilt (o, ist die Metrik in K, o, die Metrik in M). Aus der Folge (x,} kann man wegen 
der Kompaktheit von X eine Teilfolge {x,,} auswählen, die gegen einen Punktxe K 
konvergiert. Dann konvergiert auch {x,,} gegen x. Dabei muß für jedes k wenigstens 
eine der Ungleichungen 


elF@, Fan), a(F@), Fa,))> 
2 2 


erfüllt sein, was der Stetigkeit der Abbildung F im Punkt x widerspricht. 


2.7.7. Der verallgemeinerte Satz von Arzelä. Es seien X und Y zwei metrische 
Kompakta, und es sei Cyy die Menge aller stetigen Abbildungen f des rn 
X in Y. In Cyy führen wir mit Hilfe der Formel 


elf,g) = sup olf(x), g(x)) 
‚einen Abstand ein, j 
Man prüft leicht nach, daß Oyy auf diese Weis zu einem metrischen Raum wird. 


Satz 7 (Verallgemeinerter Satz von ArzeuA). Eine Menge D — Oyy ist genau dann 
präkompakt, wenn alle Funktionen f auf D gleichgradig stetig sind. 


Das bedeutet, daß zu beliebigem &e > 0 ein 6 > 0 existieren soll, so daß aus 
e@’,@') <6 u (4) 
die Beziehung | 
elfte), Fa”)) < > (8) 
für alle f aus D und «’, x’ aus x folgt. 


Beweis. Die Notwendigkeit wird anses wie in Satz 4 Der 
Wir zeigen nun die Hinlänglichkeit. Dazu betten wir C'yy in den Raum Myy aller 
Abbildungen des Kompaktums X in das Kompaktum Y ein, wobei wir die Metrik 


ef. = sup e(f«), 9(«)) 


von Ügy auf ganz Myy fortsetzen, und beweisen die Präkompaktheit der Menge D 
in Mr. Weil Oyy in Myr abgeschlossen ist,!) folgt aus der Präkompaktheit der 
Menge D in Myy dann auch ihre Präkompaktheit in Oyy. 


!) Der Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten Folge stetiger Abbildungen ist nämlich 
ebenfalls eine stetige Abbildung. Der erwähnte Satz stellt die unmittelbare Verallgemeinerung 
eines wohlbekannten Satzes der Analysis dar und wird ebenso wie dieser Satz bewiesen. 


118 2. Metrische und: topologische Räume 


Wir geben uns & > 0 beliebig vor und wählen 6 > 0 so, daß aus (4) die Beziehung 
(5) für alle faus.D und alle x’, «’’ aus X folgt. Wie man leicht sieht, kann man X als 
endliche Vereinigung von paarweise disjunkten Mengen E; darstellen, für deren 
Punkte jeweils die Beziehung (4) gilt. Dazu braucht man nur die Punkte &,, %3, ..., &n 
eines ö/2-Netzes von X zu nehmen und etwa 


ö {) 
ai 3 5) N U 3(e 5) 


I<i 


zu setzen; dabei ist B (» 5) die Kugel mit dem Mittelpunkt x; und dem Radius 2. 


Wir betrachten jetzt im Kompaktum Y irgendein endliches e-Netz %ı, Y3 +++; Ym- 
Mit L bezeichnen wir die Gesamtheit der Funktionen g(x), die auf den Mengen E; 
die Werte y; annehmen. Die Menge dieser Funktionen ist offenbar endlich. Wir wollen 
zeigen, daß sie ein 2e-Netz für D in Myy bildet. Dazu betrachten wir eine beliebige 
Funktion f€ D. Für jeden Punkt x, aus x,, ..., %, gibt es dann einen Punkt y; aus 


Yır ++ +5 Im mit 
ef), y) <e- 


Die Funktion g € L sei nun so gewählt, daß g(x;) = y, ist. Da jeder Punkt xe X 
in einer Menge E; liegt, gilt 


elfa), ge) < elta), Kar) + elta). gie) + elateı), 1@)) 
<2e 


für alle x€.X. Hieraus folgt, daß die endliche Menge L wirklich ein 2:-Netz für D 
ist. Somit ist D präkompakt in Myy und folglich auch in Oyr. 


2.8. Stetige Kurven in metrischen Räumen!) 


Es sei eine stetige Abbildung 
U P=f) 


des Intervalls a <t < 5b in den metrischen Raum R gegeben. Wenn t das Intervall von « nach b 
„durchläuft“, dann „durchläuft“ der entsprechende Punkt P eine „stetige“ Kurve im Raum R. 
Wir müssen im folgenden strenge Definitionen angeben, um den eben angedeuteten Grund- 
gedanken zu präzisieren. 

. Zunächst ist einmal die Reihenfolge wesentlich, in der ein Punkt die Kurve durchläuft. Ein 
und dieselbe Menge, die in Abb. 12 dargestellt ist, die aber in verschiedenen Richtungen durch- 
laufen wird, wie in den Abb. 13 und 14 angedeutet ist, werden wir als verschiedene Kurven 
ansehen. Als weiteres Beispiel betrachten wir die reelle Funktion auf dem Intervall [0, 1], die in 
Abb. 15 dargestellt ist. Sie definiert eine „Kurve“, die auf dem Intervall [0, 1] der y-Achse 


1) Dieser Abschnitt hängt nicht mit den folgenden Ausführungen zusammen. Er kann bei 
ersten Lesen übersprungen werden. 
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gelegen ist. Diese Kurve ist vom einfach von 0 bis 1 durchlaufenen Intervall [0, 1] zu unter- 
scheiden, da das Intervall [A, B] dreimal durchlaufen wird (zweimal „nach oben‘ und einmal 


„nach unten“). 
& _ 7 
Abb. 12 Abb. 13 Abb. 14 


Jedoch werden wir bei gleichem Durchlaufsinn der Punkte des Raumes die Auswahl des ‚‚Para- 
meters‘‘ t als unwesentlich ansehen. Zum Beispiel definieren die in Abb. 15 und 16 dargestellten 
Funktionen dieselbe auf der y-Achse gelegene Kurve, obwohl die Parameterwerte ti, die irgend- 
einem Punkt der Kurve entsprechen, hier im allgemeinen verschieden sind. So entsprechen etwa 
dem Punkt A in Abb. 15 auf der t-Achse zwei isolierte Punkte, während ihm in Abb. 16 ein iso- 
lierter Punkt und ein rechts davon gelegenes Intervall entsprechen (wenn t dieses Intervall durch- 
läuft, bleibt der Kurvenpunkt an der gleichen Stelle). (Solche Konstanzintervalle des Punktes 


Abb. 15 E Abb. 16 


P= ff) zuzulassen wird im weiteren bei der Untersuchung der Kompaktheit von Kurven- 
systemen zweckmäßig sein.) 
Wir kommen jetzt zu den formalen Definitionen. Es seien 


P=fl) und P=fr) 
zwei stetige Funktionen, die auf den Intervallen 
a svisb bzw a’st’<d” 


definiert sind und Werte in einem metrischen Raum R annehmen. Die Funktionen f und f” 
nennen wir äqwivalent, wenn zwei nichtfallende stetige Funktionen 


’=o() und "=o") 
auf einem Intervall 


astshb 
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mit den Diesnschaften 
aa, =, 
a =a, PO=% 
rlo’@] = Ip” W] 


für alle 5 e [a, b] existieren. 

Es ist leicht zu sehen, daß die so eingeführte Äquivalenzbeziehung reflexiv (f ist äquivalent 
zu f) und symmetrisch (wenn f? äquivalent ist zu f”, so ist auch f” zu äquivalent) ist. Man kann 
zeigen, daß sie auch transitiy ist (aus der Äquivalenz von f und f” und der Äquivalenz von f” 
und f’” folgt die Äquivalenz von f und ”). Deshalb zerfallen alle stetigen Funktionen des betrach- 
teten Typs in Klassen zueinander äquivalenter Funktionen. Jede solche Klasse definiert gerade 
eine stetige Kurve im Raum R. ; 

‘Für eine beliebige Funktion P = f{l’) auf irgendeinem Intervall [«’, d’] gibt es. eine zu ihr 
äquivalente Funktion auf dem Intervall [e”, 5] = [0, 1]. Dazu braucht man nur 


(= P)-W —- at, eo) 


zu setzen.!) Somit kann man annehmen, daß jede stetige Kurve in Parameterdarstellung mit 
Hilfe einer Funktion auf dem Intervall [0, 1] gegeben ist. 

Deshalb ist es zweckmäßig, den Raum (75 der stetigen Abbildungen / des Intervalls I = [0, 1] 
in den Raum R mit der Metrik 


eh. 9 = sup ol. 76) 


zu betrachten. 
Wir nennen die Kurvenfolge L,, La, ..., 4, ... Konvergent gegen die Kurve 2» wenn.man die 
Kurven E in Parameterdarstellung in der Form 


=h), 0=:=<S1, 
und die Kurve L in der Form 


P=j), 0<iı<1ı, 


so darstellen kann, daß o(f, }„)} — 0 strebt für n > ©. 
Mit Hilfe des verallgemeinerten Satzes von ArzELA (Satz 7 aus 2.7.) kann man nun leicht den 
folgenden Satz beweisen. 


Satz 1. Liegt die Folge von Kurven Ly, Lgs --., Ip -- in einem Kompaktum K und sind die 
Kurven in Parameterdarstellung mit Hilfe von gleichgradig stetigen Funktionen auf dem Intervall 
[0, 1] darstellbar, so kamn man aus dieser Folge eine konvergenie Teilfolge auswählen. 


Wir definieren jetzt die Länge einer Kurve, die in Parameterdarstellung durch die Funktion 


P=/fl), astı<b, 


gegeben ist, als Supremum aller Summen der Form 


Felfti. It): 


i=1 


1) Wir nehmen dabei an, daß stets a< d ist. Jedoch schließen wir solche „Kurven“ nicht aus, 
die aus einem einzigen Punkt bestehen und die man erhält, wenn die Funktion ft) auf [e, 6] 
konstant ist. Das wird im weiteren zweckmäßig sein. 
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wobei die Punkte t, nur der Bedingung 


ES. ee 


genügen müssen. 

Es ist leicht zu sehen, daß die Länge einer Kurve nicht von der Wahl ihrer Parameterdarstel- 
lung abhängt. Wenn man sich bei den Parameterdarstellungen auf Funktionen aus Üyr beschränkt, 
kann man leicht beweisen, daß die Länge einer Kurve ein unterhalbstetiges Funktional bezüglich f 
(im Raum O;r) ist. In der Sprache der Geometrie kann man dieses Resultat in Form des folgenden 
Satzes über die Halbstetigkeit ausdrücken. e 


Satz 2. Wenn die Kurvenfolge L, gegen die Kurve L konvergiert, dann ist die Länge von L nicht 
größer als der üntere Limes der Längen der Kurven L,. 


Wir betrachten jetzt spezielle Karen endlicher Länge. Es sei eine Kurvei in Diem sigdiirste 
lung durch die Funktion 


P=ff), a<sı<b, 


gegeben. Wird die Funktion /.nur auf dem Intervall [«, 7] mit a sT <b betrachtet, so be- 
stimmt sie einen „Anfangsabschnitt‘“ der Kurve vom Punkt 


Pa = Ka) 
zum Punkt, 
Pr= iM. 


Dessen Länge sei 


s=o(T). 
Man stellt leicht fest, daß 


P=g(s) = H{p*(s)) 


eine neue Parameterdarstellung derselben Kurve ist. Jetzt durchläuft 's das Intervall 0 <s<$; 
dabei ist 8 die Länge der ganzen betrachteten Kurve. Diese Parameterdarstellung genügt der. 
Bedingung 


olgtsı); 9(82)) S |&2 — sl 
(die Länge des Bogens ist nicht kleiner als die Sekante). 
Durch Übergang zum ee [0, 1] erhalten wir die Parameterdarstellung 
8 
P=F = g(s), =, 
=, 7-5 
die der Lipschitzbedingung 
e(Flcı), F(z,)) ss == Tal 
genügt. Somit ist für alle Kurven der Länge 
SZM, 


wobei M eine feste Konstante ist, eine gleichgradig stetige Parameterdarstellung mit Hilfe von Funk- 
tionen auf dem Intervall [0, 1] möglich. Auf diese Funktionen ist folglich Satz 1 anwendbar. 

Wir können auf Grund der erhaltenen allgemeinen Resultate zum Beizpiel) den Beweis des 
folgenden wichtigen Satzes erbringen. 
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Satz 3. Wenn man zwei Punkte A und B eines Kompaktums K innerhalb von K durch eine 
stetige Kurve endlicher Länge verbinden kann, dann existiert unter diesen Kurven eine kürzeste. 


Mit Y bezeichnen wir das Infimum der Länge aller Kurven, die A und B innerhalb des Kom- 
paktums K verbinden. L,, Lz, ..., Lu, ... sei eine Folge von Kurven, die A und B verbinden und 
deren Längen gegen Y streben. Aus der Folge L, kann man nach Satz 1 eine konvergente Teil- 
folge auswählen. Nach Satz 2 kann die Grenzkurve dieser Teilfolge keine Länge besitzen, die 
größer als Y ist. 


Wir bemerken, daß dieser Satz sogar im Fall einer abgeschlossenen glatten (mehrmals differen- 
zierbaren) Hyperebene im dreidimensionalen euklidischen Raum nicht unmittelbar aus den 
Resultaten einer Vorlesung über Differentialgeometrie folgt, wo man sich gewöhnlich auf den 
Fall nahe beieinander gelegener Punkte A und .B beschränkt. 

Alles bisher Angeführte würde größere Durchsichtigkeit erlangen, wenn man die Menge aller 
Kurven eines gegebenen metrischen Raumes R ebenfalls zu einem metrischen Raum machen 
könnte. Das ist tatsächlich möglich, wenn man den Abstand zwischen zwei Kurven L, und L, 
durch die Formel 


o(Z,, Z) = inf o(fy, }) 

definiert, wobei das Infimum über alle möglichen Paare von Parameterdarstellungen 
P=fifi), 0=stis1, 
B=fhl), OSi<t, 


der Kurven L, bzw. L, genommen wird. 

Der Beweis, daß dieser Abstand den üblichen Axiomen genügt, ist sehr einfach mit Ausnahme 
eines Punktes. Es bereitet nämlich gewisse Schwierigkeiten, die Identität von zwei Kurven L, 
und Z, zu beweisen, wenn 


e(l,L)=0 


ist. Diese Tatsache ist eine unmittelbare Folgerung daraus, daß das Infimum in der Definition 
des Abstandes o(Z,, L,) bei entsprechender Wahl der Parameterdarstellungen von f, und f, 
angenommen wird. Jedoch ist der Beweis dieser letzten Behauptung auch nicht sehr einfach. 
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3.1. Lineare Räume 


Der Begriff des linearen Raumes gehört zu den Grundbegriffen der Mathematik. 
Er wird nicht nur in diesem Abschnitt, sondern auch in allen weiteren Ausführungen 
eine wichtige Rolle spielen. ; 


3.1.1. Definition und Beispiele linearer Räume 


Definition. Eine nichtleere Menge L von Elementen %, y,2,... heißt linearer Raum 
oder Vektorraum, wenn sie folgenden Bedingungen genügt: 


I. Für je zwei beliebige Elemente «,y € L existiert ein eindeutig bestimmtes 
Element x + y (die Summe von x und y), so daß folgende Eigenschaften erfüllt sind: 

1.2+y=y-+ x (Kommutativität). 

2:.2+(y+2)= (x + y) + z (Assoziativität). 

3. In L existiert ein Element 0 mit x + 0 = x für alle x € L (Existenz des Null- 
elements). 

4. Für jedes z€ L existiert ein Element —x mit x + (-x) =0 (Existenz des 
inversen Elements). - 


II. Für jede Zahl « und jedes Element x € L existiert ein Element «x € L (das. 
Produkt des Elements x mit der Zahl «), so daß folgende. Eigenschaften erfüllt sind: 
1.0(B) = (ale, 
2.1-x =, 
3.(« + Be = ar + Br, 
4. al + y) = 00 + oy. 


Je nachdem, welcher Zahlbereich (alle komplexen Zahlen oder nur die reellen 
Zahlen) verwendet wird, unterscheidet man komplexe oder reelle lineare Räume.!) 
Wenn nichts Gegenteiliges vorausgesetzt wird, sind unsere Bildungen sowohl für 
reelle als auch für komplexe Räume richtig. 


}) Man kann auch lineare Räume über beliebigen Körpern betrachten. 
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Wir bemerken noch, daß jeder komplexe lineare Raum auch als ein reeller Raum 
angesehen werden kann, wenn man die Skalarmultiplikation von Vektoren auf die 
reellen Zahlen beschränkt. 


Wir betrachten nun Beispiele linearer Räume und überlassen es dem Leser, die oben 
formulierten Axiome in jedem Fall nachzuprüfen. 


1. Die Zahlengerade R!, d. h. die Gesamtheit aller reellen Zahlen mit den gewöhn- 
; lichen arithmetischen Operationen der Addition und Multiplikation, bildet einen 
reellen linearen Raum. 


2. Die Gesamtheit aller n-Tupel von reellen Zahlen x — ei %g ++, 2) bildet mit 
der durch die Formeln ei 


(a1, &95 +++; 2) + (Y Yas +++ Ya) = (&ı 4 Yı@a 4 Yo +. + Yn)» 
ala, Kr. %) = (a1, Akyy are, 2) 


definierten Addition und Multiplikation mit reellen Zahlen ebenfalls einen linearen 
Raum. Er heißt reeller n-dimensionaler!) Raum und wird mit dem Symbol R" be- - 
zeichnet. Analog wird der komplexe »-dimensionale Raum C” als die Gesamtheit : 
aller »-Tupel von komplexen Zahlen (mit der Multiplikation mit komplexen Zahlen) 
definiert. j 


3. Die stetigen (reellen oder komplexen) Hönkhionen auf an Intervall fe, b] 
bilden mit der üblichen Addition und Skalarmultiplikation von Funktionen den 
linearen Raum C[e, b], der einen der für die Analysis wichtigsten Räume darstellt. 


4. Der Raum }, aller Folgen 
= (X; &py nr, Ins +++) 


(reeller oder komplexer) Zahlen, die der Bedingung 
2 [en]? < oo 4) 
n=1 
genügen, bildet mit den Operationen 
(21; %g, SER: Ins ...) + (Yı, Ya; „.., Uns ..) — (zı + Yı> %g + Yor +++, %n + Ya 1)» 


E15 Kgsinen 5 Uns are) = (E15 Kg 205 Rs ++) 


einen linearen Raum. Daß für die Summe zweier Folgen aus I, wieder die Bedingung 
(1) erfüllt ist, folgt aus der elementaren Ungleichung 


(+0)? < 2a? + 2a. 


1) Diese Bezeichnungsweise wird im weiteren klar. 
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5. Die konvergenten Folgen x = (x,, 23, ...) bilden mit der komponentenweisen 
Addition und Skalarmultiplikation einen linearen Raum. Wir werden ihn mit ec 
bezeichnen. 


.6. Die Nullfolgen bilden mit derselben Addition und Skalarmultiplikation ebenfalls 
einen linearen Raum. Wir werden ihn mit c, bezeichnen. 


7. Die Gesamtheit m aller beschränkten Zahlenfolgen mit denselben Operationen 
wie schon in den Beispielen 4 bis 6 stellt einen linearen Raum dar. 


'8. Schließlich ist auch die Gesamtheit R® aller Zahlenfolgen mit der Addition und 
der Skalarmultiplikation aus den Beispielen 4 bis 7 ein linearer Raum. 


Da die Eigenschaften eines linearen Raumes Eigenschaften der Addition und der 
Skalarmultiplikation seiner Elemente sind, ist es natürlich, die folgende Definition 
einzuführen. 


Definition 2. Die linearen Räume L und L* heißen isomorph, wenn man zwi- 
schen ihren Elementen eine eineindeutige Beziehung herstellen kann, die mit der 
Operation in Z und L* verträglich ist. Das bedeutet, daß aus 


a .* 
und 
yoy* 
(x,y € L; x*, y* € L*) die Beziehungen 


xt y»a*t+y* ; 
und 


a > a0* 


(x beliebige Zahl) folgen. 


Isomorphe Räume kann man als verschiedene Realisierungen ein und des- 
selben Raumes ansehen. Als Beispiele isomorpher Räume können der (reelle oder 
komplexe) n-dimensionale Raum R” und der Raum aller Polynome (mit reellen bzw. 
komplexen Koeffizienten), deren Grad <r — 1 ist, mit den üblichen Operationen 
“ der Addition und Skalarmultiplikation dienen. (Man zeige die Isomorphie!) 


3.1.2. Lineare Abhängigkeit. Die Elemente %,Y, -- i ‚w des lineare Raumes L heißen 
linear abhängig, wenn reelle Zahlen «, ß,..., A existieren, die nicht alle verschwinden, 
so daß 


+ Pßyto-+Aw=0 (2) 


ist. Andernfalls heißen diese Elemente linear unabhängig. Mit anderen Worten, die 
Elemente x, %,....,w sind linear unabhängig, wenn aus der Gleichung (2) die Be- 
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ziehung 
aß =)=0 


folgt. 

Ein unendliches System x,y,... von Elementen des Raumes Z heißt linear 
unabhängig, wenn jedes seiner endlichen Teilsysteme linear unabhängig ist. 

Wenn man nr linear unabhängige Elemente im Raum L finden kann, aber beliebige 
n + 1 Elemente dieses Raumes linear abhängig sind, sagt man, daß der Raum ZL 
die Dimension n besitzt. Wenn jedoch in Z ein unendliches System von linear unab- 
hängigen Vektoren existiert, sagt man, daß der Raum Z unendlichdimensional ist. 
Jedes System von n linear unabhängigen Elementen heißt eine Basis im r-dimen- 
sionalen Raum L. Die Räume RP" im reellen und C* im komplexen Fall besitzen die 
Dimension rn, wie man leicht nachprüfen kann, so daß damit ihre Bezeichnung ge- 
rechtfertigt ist. 

In einer Vorlesung über lineare Algebra werden lineare Räume endlicher Dimen- 
sion betrachtet. Im Gegensatz dazu werden wir uns im allgemeinen mit unendlich- 
dimensionalen Räumen beschäftigen, die vom Standpunkt der Analysis von grund- 
legendem Interesse sind. Wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß jeder der 
Räume aus den Beispielen 3 bis 8 unendliehdimensional ist. 


3.1.3. Teilräume. Eine nichtleere Teilmenge L’ eines linearen Raumes L heißt 
Teilraum oder Unterraum von L, wenn sie selbst einen linearen Raum bezüglich der 
in Z definierten Addition und Skalarmultiplikation bildet. 

Anders ausgedrückt ist Z’ = L Teilraum von L, wenn aus ze L’, ye L’ auch 
ax + Py € L’ für beliebige & und $ folgt. 

In jedem linearen Raum Z gibt es den Teilraum, der nur aus der Null besteht, den 
Nullraum. Andererseits kann man auch ganz L als Teilraum von L betrachten. Ein 
Teilraum, der von L verschieden ist und wenigstens ein von Null verschiedenes 
Element enthält, heißt echter Teilraum. 


- Wir führen jetzt Beispiele echter Teilräume an. . 


1. Es sei L irgendein linearer Raum mit einem von Null verschiedenen Element x. 
Dann bildet offenbar die Gesamtheit aller Elemente {Ax}, wobei A alle (reellen oder 
komplexen) Zahlen durchläuft, einen eindimensionalen Teilraum. Dies ist ein echter 
Teilraum, wenn die Dimension von L größer als 1 ist. 


2. Wir betrachten den Raum Cf[e, 5] aller stetigen Funktionen (3.1., Beispiel 3) 
und darin die Gesamtheit aller Polynome P[a, b]. Es ist klar, daß die Polynome in 
C[a, 5] einen Teilraum bilden (der, wie auch ganz O[e, b], unendlichdimensional ist). 
Gleichzeitig kann man den Raum Ofa, 5] als Teilraum des größeren Raumes aller, 
stetigen und unstetigen, Funktionen auf [e, b] ansehen. 


3. Wir betrachten schließlich die Räume ,, c,, c, m und R” (3.1., Beispiele 4 bis 8). 
Jeder von ihnen bildet einen echten Teilraum des folgenden. 
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Es sei {x,} eine beliebige nichtleere Menge von Elementen eines linearen Raumes ZL. 
Dann existiert in L ein kleinster Teilraum (der möglicherweise mit Z übereinstimmt), 
der {x,} enthält. Es gibt nämlich wenigstens einen Teilraum in L, der {z,} enthält, 
das ist L selbst. Ferner ist klar, daß der Durchschnitt einer. beliebigen Menge {L,} von 
Teilräumen wieder ein Teilraum ist. Denn ist I*=N Z, und ,ye€ L*, so folgt 


ax + By € L* für alle «, ß. Wir nehmen jetzt alle Teilräurae; die das System {x,} 
von Vektoren enthalten, und betrachten deren Durchschnitt. Das ist gerade der 
kleinste Teilraum, der das System {z,} enthält. Diesen kleinsten Teilraum nennen 
wir den von der Menge (x,} erzeugten Teilraum oder die lineare Hülle der Menge (x,) 
und bezeichnen ihn mit L(fx,}). 


Aufgaben. Ein linear unabhängiges System x,} von Elementen eines linearen Raumes L 
heißt Hamelbasis, wenn seine lineare Hülle mit Z übereinstimmt. Es sind folgende Behauptungen 
zu beweisen: 

1. In jedem linearen Raum existiert eine Hamelbasis. 

Hinweis. Man verwende das Zornsche Lemma. 


2. Wenn {x,} eine Hamelbasis in L ist, dann läßt sich jeder Vektor x e L auf genau eine Weise 
als endliche Linearkombination von Vektoren aus {z,} darstellen. 

3. Je zwei Hamelbasen in einem linearen Raum sind gleichmächtig; die Mächtigkeit einer 
Hamelbasis eines linearen Raumes nennt man manchmal auch die algebraische Dimension : 
dieses Raumes. - 

- 4. Lineare Räume sind genau dann isomorph, wenn sie die gleiche algebraische Dimension. 
besitzen. 


dr 


3.1.4. Faktorräume. Es sei L ein linearer Raum und L’ ein Teilraum von L. Zwei 
Elemente x und y aus Z nennen wir äquivalent, wenn ihre Differenz x — y zu L’ 
gehört. Diese Relation ist reflexiv, symmetrisch und transitiv, d. h., sie definiert 
eine Klasseneinteilung aller x € L. Eine Klasse äquivalenter Elemente wird auch 
Nebenklasse (nach dem Teilraum L’) genannt. Die Gesamtheit aller dieser Klassen 
nennen wir Faktorraum von L nach L’ und bezeichnen ihn mit Z/L'. 

In jedem Faktorraum kann man auf natürliche Weise eine Addition und eine 
Skalarmultiplikation einführen. Dazu seinen £ und n zwei Nebenklassen aus Z/L’. 
Aus jeder dieser Klassen nehmen wir je einen Repräsentanten x bzw. y und nennen 
die Klasse £, die das Element x + y enthält, Summe der Klassen € und n. Analog 
nennen wir die Klasse, die das Element «x enthält, Produkt der Klasse £ mit der 
Zahl «. Man kann leicht nachprüfen, daß das Resultat unverändert bleibt, wenn 
die Repräsentanten x und y durch andere Repräsentanten x’ und y’ derselben Klassen 
& bzw. n ersetzt werden. Somit haben wir tatsächlich in sinnvoller Weise lineare 
Operationen für die Elemente des Faktorraumes L/L’ definiert. Die unmittelbare: 
Überprüfung zeigt, daß diese Operationen allen Forderungen genügen, die in der 
Definition eines linearen Raumes vorkommen (man führe den Nachweis durch!). 
Anders ausgedrückt, wird jeder Faktorraum L/L’ (mit der soeben definierten Addition. 
und Skalarmultiplikation) zu einem linearen Raum. 
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_ Wenn Z ein n-dimensionaler Raum ist und sein Teilraum ZL’ die Dimension k 
besitzt, hat der Faktorraum L/L’ die Dimension n — k (der Leser möge das nach- 
prüfen!). ee 
: Es sei Z wieder ein beliebiger linearer Raum und Z’ ein Teilraum von L. Die Di- 
mension des Faktorraumes: L/L’ nennt man Codimension des Teilraumes L’ im 
Baum ZL. ä 

Wenn ‘der Teilraum L’ — L die endliche Codimension n besitzt, kann maninL 
Elemente x,, %3, ...,%, so auswählen, daß jedes Element z€ L (eindeutig) in der 
Form 2: 


= 0 ron + Y 


mit Skalaren «,, ...; &, und y € L’ dargestellt werden kann. Um das zu zeigen, 
nehmen wir an, der Faktorraum ZL/L’ besitze die Dimension n. Wir wählen dann in 
diesem Faktorraum eine Basis 


&; Ep; „u &n 


und in jeder Klasse &, einen Repräsentanten x,. Es sei jetzt x ein beliebiges Element 
aus L und & die Klasse in Z/L', die x enthält. Dann ist 


= Aare Snkn- 


Das bedeutet aber nach Definition, daß sich jedes Element aus £, also insbesondere x, 
nur um ein Element aus L’ von der entsprechenden Linearkombination der Elemente 
15 +++, %, unterscheidet, d. h., es ist un 


x = %ı%ı Let Sn +%. 


Den Beweis der Eindeutigkeit dieser Darstellung überlassen wir dem Leser. 


.3.1.5. Lineare Funktionale. Eine skalare Funktion f auf einem linearen Raum L 
nennen wir Funktional. Ein Funktional f heißt additiv, wenn 


fe+yJ)=I@)+fy fürallz,yeL \ 


ist, und homogen, wenn ' 
F 


f(x) = afte) 


für beliebige Zahlen « ist, 
Ein Funktional f auf einem komplexen linearen Raum heißt antihomogen, wenn 
fax) = &f(x) ist; dabei ist & die zu & konjugiert komplexe Zahl. 
Ein additives homogenes Funktional heißt lineares Funktional. Ein additives anti- 
homogenes Funktional heißt antilinear. 


Wir geben nun Beispiele linearer Funktionale an. 
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1. Es sei a = (q,,...,a,) ein fixiertes n-Tupel von reellen Zahlen. Durch den. 
Ansatz 


für jeden Vektor x —= (,, ..., 2.) des reellen »-dimensionalen Raumes R* wird dann 
ein lineares Funktional auf dem R” definiert. Der Ausdruck 


n 


| fe)= 308; 


i-1 


stellt ein antilineares Funktional auf C” dar. Hierbei können die Zahlen «a; auch 
komplex sein. 


2. Die Integrale 


b b 


I] = [zt)d und Ta]= [ad 


@ @ 
ı 


stellen ein lineares bzw. antilineares Funktional im (reellen bzw. komplexen) Raum 
Cla, b] dar. \ 

3. Wir betrachten ein allgemeineres Beispiel. Es sei 4, eine feste stetige Funktion 
auf [a, b]. Dann setzen wir für eine beliebige Funktion x € Ca, b] 


d 
Fa) = [ =) yolt) di. 
[72 
Die Linearität dieses Funktionals folgt aus den Grundeigenschaften des Integrals. 
Das Funktional 


b 
Fa) = | =) yolı) dt 


a 


ist antilinear (im komplexen Raum (Je, b]). _ 


4. Wir betrachten in demselben Raum Ofe, 5b] ein lineares Funktional anderen 
Typs, und zwar setzen wir 


6,8) = x). 


Der Wert des Funktionals ö,, auf der Funktion x(f) ist also gleich dem Funktionswert 
an der fixierten Stelle t,. 
Dieses Funktional schreibt man üblicherweise in der Form 


b 
ö,,(8) = f z(t) öl — t,) de, 


G 


9 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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wobei man unter ö eine „Funktion“ versteht, die überall außer im Punkt 0 verschwin- 
det und deren Integral 1 ergibt (Diracsche ö-Funktion). Solche „Funktionen“ erhal- 
ten eine strenge Definition im Rahmen der Theorie der Distributionen, deren Grund- 
“ züge in 4.4. dargestellt werden. 


.d. Wir führen noch ein Beispiel eines linearen Funktionals im Raum |, an. Ess sei k 
eine fixierte ganze positive Zahl. Dann setzen wir für jedes 


(nr Ware) 
aus |, 


Tl) = %r 
Die Linearität eines solchen Funktionals ist trivial. Diese Funktionale gestatten eine 


„Fortsetzung“ auf andere Folgenräume, z. B. auf c,, c, m, R® (3.1.1, Beispiele 5 
bis 8). 


3.1.6. Die geometrische Bedeutung eines linearen Funktionals. Es sei f ein nicht 
identisch verschwindendes lineares Funktional auf einem linearen Raum ZL. Die 
Gesamtheit aller Elemente x aus Z, die der Bedingung 


fa) = 0 


genügen, bilden einen Teilraum von L. Denn aus f(x) = f{y) = 0 folgt auch 


fox + By) = afle) + Ply) = 0. 


Dieser Teilraum wird Nullraum oder Kern des Funktionals f genannt und mit Ker f}) 
bezeichnet. 

Der Teilraum Ker f besitzt die Codimension 1. Um das zu zeigen, nehmen wir ein 
Element x,, das nicht zu Ker f gehört, d. h. ein Element x, mit f(x,) + 0. Ein solches 
Element gibt es wegen f(x) = 0. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man 


annehmen, daß f{z,) = 1 ist, denn andernfalls könnten. wir x, durch nn ersetzen. 


{) 
(Es ist klar, daß im ) = List.) Für jedes Element x setzen wir nun y = x — f{x)xo, 
dann ist f@o) j 


Ko) = Ha — No) = 0, | 
d.h. y € Ker f. Die Darstellung des Elements & in der Form 
z=o%+y mit yeKerf 
ist bei fixiertem x, eindeutig. Wenn nämlich 
z=0om,+y, y€XRerf, 
z=o +y, yecKerf, 


1) Vom englischen Wort kernel — Kern. 


’ 
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zwei solche Darstellungen sind, so folgt 
e-i)a=y—y, 
und das kann nur für = &’ und damit auch y = y’ gelten. Andernfalls würde sich 


Hl u € Ker f ergeben, was der Wahl von x, widerspricht. 
—K : 


Lg = 


Hieraus folgt, daß zwei Elemente x, und x, dann und nur dann zu derselben 
Nebenklasse nach dem Teilraum Ker f gehören, wenn f(x.) = f(x,) ist. Aus 


fa) %o +9; 
=) ty 
ergibt sich nämlich 


2 2 = (fa) — f(@)) ut WYı — N): ; 


und daraus ist ersichtlich, daß x, — %, € Ker fgenau dann gilt, wenn f(&;) — f(x) = 0 
ist. 

Jede Nebenklasse & nach dem Teilraum Ker f wird durch einen beliebigen ihrer 
Repräsentanten bestimmt. Als solchen Repräsentanten kann man nun stets ein 
Element der Form «x, nehmen. Daraus ist ersichtlich, daß der Teilraum L/Ker f 
eindimensional ist, d. h., daß Ker f die Codimension 1 besitzt. 

Der Teilraum Ker f bestimmt umgekehrt ein lineares Funktional, das auf Ker f 
verschwindet, bis auf einen konstanten Faktor. Um das zu zeigen, betrachten wir 
zwei Funktionale f und g mit demselben Kern, Ker f = Kerg. Wählen \ wir ein 
Element x, au fzo) = 1, so muß g(&0) # 0 sein. Denn es ist 


= fe )&+Y, y€Kerf=Kerg, 
und folglich 


x) = fa) glwo) + 9) = fe) y@o); 


und wenn g(x,) = 0 wäre, dann wäre das Funktional g identisch Null: Aus der 
Gleichung g(x) = g(x) f(x) folgt aber gerade die Proportionalität von g und f. 

Für jeden Teilraum L’ der Codimension 1 kann man auch stets ein Funktional f 
mit Ker f = L’ angeben. Dazu braucht man nur ein beliebiges Element x, & L’ aus- 
zuwählen und jedes Element z€ L in der Form z = ax, +y mit ye L' darzu- 
stellen. Eine solche Darstellung ist eindeutig. Wenn wir f(x) = « setzen, erhalten 
wir ein lineares Funktional f mit Ker f = L’ (man prüfe das nach!). 

Es sei L’ ein Teilraum der Codimension 1 im linearen Raum L, dann wird jede 
Nebenklasse des Raumes Z nach dem Teilraum L’ auch als zum Teilraum L/ 
parallele Hyperebene bezeichnet (insbesondere ist der Teilraum L’ selbst eine Hyper- 
ebene, die den Nullpunkt enthält, d.h. die „durch den Koordinatenanfangspunkt - 


9* 
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geht“). Mit anderen Worten ist eine zum Teilraum L’ parallele Hyperebene M’ eine 
Menge, die aus L’ durch Verschiebung um einen Vektor x, € L entsteht: 


M=-U+n=-l\y:y=s+%,e€lL)}. 


Offensichtlich ist M’ = L’fürx, € L’ und M’ == L’für x, & L’. Ist fein niehttriviales 
lineares Funktional, dann bildet die Menge M, = {x: f(x) = 1} eine zum Teilraum 
Ker f parallele Hyperebene. (Das folgt daraus, daß man jeden Vektor x € M, in 
der Form x = x, -+ y mit y € Ker f darstellen kann, wenn x, irgendein Element mit 
fx.) = 1 ist.) Ist andererseits M’ eine zum Teilraum L’ parallele Hyperebene (der 
Codimension 1), die nicht durch den Koordinatenanfangspunkt geht, dann existiert 
genau ein lineares Funktional f mit M’ = {x: f{x) = 1). Ist nämlich M"=LU+ 
mit x, €. L, dann läßt sich jedes Element x € L eindeutig in der Form x = ax, + % 
mit einem y € L’ darstellen. Wenn wirnun wie oben f(x) = «& setzen, erhalten wir.das 
gesuchte lineare Funktional; die Eindeutigkeit ergibt sich daraus, daß jedes Funk- 
tional g mit g(x) = 1für x € M’ der Gleichung g(y) = 0 für y € L’ genügt, so daß gilt 


ax + Yy) = a = fan + Y). 


Somit besteht eine eineindeutige Beziehung zwischen allen nichttrivialen linearen 
Funktionalen auf L-und allen Hyperebenen in L, die nicht durch den Koordinaten- 
anfangspunkt gehen. 


Aufgabe. Es seien h fi. a fn lineare Funktionale auf dem linearen Raum L mit der Eigen- 
schaft, daß aus he) = = f;(&) = 0 auch f(x) = 0 folgt. Dann existieren Konstanten a,, ..., @y, 


so daß (x) = 23 ayf,(x) für alle x e L ist. 


3.2. Konvexe Mengen und konvexe Funktionale. Der Satz von Hahn-Banach 


3.2.1. Konvexe Mengen und konvexe Körper. Vielen wichtigen. Teilgebieten der 
Theorie der linearen Räume liegt der Begriff der Konvexität zugrunde. Er geht auf 
anschauliche geometrische Vorstellungen zurück, aber gleichzeitig gestattet er auch 
rein analytische Formulierungen. 

Es sei L ein reeller linearer Raum und x,y € L. Die Gesamtheit aller Elemente 
der Form 


oa t+ßy mit »P=2E0 und o+ß=I 


nennen wir abgeschlossene Strecke in L, die die Punkte x und y verbindet. 

Die Strecke ohne die Endpunkte x und y wird offene Sirecke genannt. 

Eine Menge M < L heißt konvex, wenn sie mit je zwei Punkten x und y auch die 
‚diese Punkte verbindende Strecke enthält. 


3.2. Konvexe Mengen und konvexe Funktionale. Der Satz von HAun-BAnAcH 133 


Offener Kern J(E) einer beliebigen Menge EL heißt die Gesamtheit aller der 
Punkte x aus E, für die zu beliebigem y€ L ein e=e({y) > 0 existiert, so daß 
ec -+tyeLisfür | <e. 

Eine konvexe Menge, deren offener Kern nicht leer ist, heißt konvexer Körper. 

Beispiele 


1. Im dreidimensionalen euklidischen Raum stellen Würfel, Kugeln, Tetraeder und 
Halbräume konvexe Körper dar. Strecken, Ebenen und Dreiecke sind in demselben 
Raum zwar konvexe Mengen, aber keine konvexen Körper. 


2. Wir betrachten im Raum aller stetigen Funktionen auf. dem Intervall [a, b] die 
Menge der Funktionen, die der Bedingung 


als 1 

genügen. Diese Menge ist konvex, denn wenn 

ol s1 und gOI=s1 

ist, gilt für, zZ0mitta+ß=1 

fe) +BOISa+Pß=1. 

Aufgabe. Es ist zu prüfen, ob diese Menge ein konvexer Körper ist. 


3. Die Einheitskugel in 1,®d.h. die Gesamtheit aller & = (X, ...;&, ...) mit 
N ,2<1, ist ein konvexer Körper. Sein offener Kern besteht aus den Bunkien; 
die der Bedingung 3 x,? < 1 genügen. 


4. Der Fundamentalqguader /7/ in l, ist eine konvexe Menge, aber kein Eunseie 
Körper. Um das zu zeigen, sei x € IT; dann a also !x,| s 1/2”! fürallen = 1,2,. 
Außerdem wählen wir y, = (1, 1/2, ..., 1/n, ...). Istnunz + ty, € IT, so gilt |x, + tn] 
< 1/2”-1. Daraus ergibt sich 


i 
N 


woraus i = 0 folgt. Also ist der offene Kern der Menge IT leer. 


1 1 
9n-ı = Yn-1 Ei In—a’ 


= 


t 
ee + = 


Aufgabe. © sei die Gesamtheit aller Punkte x = (2, ..., Zn, +.) aus l,, die der Bedingung 
& n?x,2 < 1 genügen. Man zeige, daß © eine konvexe Menge, aber kein konvexer Körper ist. 
Ist M eine konvexe Menge, so ist ihr offener Kern J(M) ebenfalls konvex. Dazu 
betrachten wir 2, ye/(M) undze= ax + yo, 20,x+f=1. Dann gibt.es zu 
gegebenem «€ L stets Zahlen & > 0 und 3» > 0,so daß die Punkte + 4a und 
Yy-+ ta für [bh < er bzw. |is| < &, zur Menge M gehören. Folglich gehört auch der 
Punkt a(@ + ta) + P(y + a) = 2 + ta für |i| < min (s,, &) zuM, d:h.zzu J(M). 
‘Die könvexen Mengen besitzen folgende wichtige Eigenschaft. 


Satz 1. Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Mengen ist eine konvexe Menge. 
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Beweis. Es si M—=NM,, und alle M, seien konvexe Mengen. Weiter seien x 


und y zwei beliebige Punkte aus M. Dann gehört die Verbindungsstrecke von x 
und y zu jeden M, und folglich auch zu M. Somit ist M konvex. 


Wir ‘bemerken, daß der Durchschnitt konvexer Körper (der ja eine konvexe 
Menge ist) keinkonvexerK örper zu sein braucht (man gebe ein Beispiel dafüran). 

Für jede Menge A eines linearen Raumes L existiert eine kleinste konvexe Menge, 
die A enthält, und zwar der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die A enthalten 
(es existiert wenigstens eine konvexe Menge, die A enthält, nämlich ganz L). Diese 
minimale konvexe Menge, die A enthält, nennen wir konvexe Hülle von A. 

Zur konvexen Hülle betrachten wir ein wichtiges Beispiel. Es seien x, %, +. ., Insı 
Punkte eines linearen Raumes, Wir sagen, daß sich diese Punkte in. allgemeiner Lage 


befinden, wenn die Vektoren &; — %1; 23 — 215 +++; Znıı — &ı linear unabhängig sind. 
n+1 a-+1 
(Das ist gleichwertig damit, daß SA; = 0 und VA, = 0 nu füh=h= 


i=1 i=1 
—= Any = 0 gelten kann.) Die konvexe Hülle der Punkte x, &, ...,%41, die sich in 


allgemeiner Lage befinden, heißt n-dimensionales Simplex. Die Punkte x, 3, ..., %pıı 
sind dabei dessen Eckpunkte. Ein nulldimensionales Simplex ist ein Punkt, ein ein- 
. dimensionales Simplex eine Strecke, ein zweidimensionales Simplex ein Dreieck und _ 
ein dreidimensionales Simplex ein Tetraeder. 

Befinden sich die Punkte &,, 23 ..., %n:1 In allgemeiner Lage, so befinden sich 
jeweils k + 1 davon (k < n) ebenfalls in allgemeiner Lage und erzeugen folglich ein 
k-dimensionales Simplex, eine sogenannte k-dimensionale Seite des gegebenen. 
»-dimensionalen Simplexes. Zum Beispiel besitzt das Tetraeder mit den Eckpunkten 5 
€, €, &, €, vier zweidimensionale Seiten, die durch die Eckpunkttripel (e,, e;, &ı), 
(&1, &3, €); (&1; €, €) bzw. (e&1, €, es) bestimmt sind, sechs eindimensionale Seiten und 
vier nulldimensionale. 


Satz 2. Ein Simplex mit den Eckpunkten x, %, ..., Inıı ist die Gesamtheit aller 
Punkte, die man in der Form j 


r+1 a+1 


=, SO, Zml, .. 9 
Pe z—1 


darstellen kann. 


Beweis. Man prüft leicht nach, daß die Gesaritheit $ aller Punkte der Form (1) 
eine konvexe Menge darstellt, die die Punkte &,, %, ..., %.1 enthält. Andererseits 
muß jede konvexe Menge, die diese Punkte enthält, auch alle Punkte der Form (1). 
enthalten. Folglich ist $ die kleinste konvexe Menge, die die Punkte x, &, ..., Za+ı 
enthält. 


3.2.2. Konvexe Funktionale. Eng verbunden mit dem. Begriff der konvexen Menge 
ist der wichtige Begriff des konvexen Funktionals. 
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Definition. Ein nichtnegatives Funktional p auf einem reellen linearen Raum L 
heißt konvex, wenn ö 


1.p(® + y) = ple) + ply) für alle x, ye€L; 
2. plax) = ap(x) für alle x > 0 ist. 


Es wird nicht verlangt, daß die Größe p(x) für alle x € Z endlich ist, d. h., der Fall 
p(x) = 00 ist zugelassen. 


Wir geben einige Beispiele konvexer Funktionale an. 


1. Der Betrag eines Vektors im n-dimensionalen euklidischen Raum R*. Hier 
bedeutet die erste Bedingung, daß der Betrag der Summe zweier Vektoren die Summe 


unmittelbar aus der Definition des Betrages in R”. 


2. M sei der Raum aller beschränkten Funktionen x auf einer Menge 8 und En) 
ein fester Punkt in 8. Dann ist 


2,2) = \e(so)| 
ein konvexes Funktional. 


3. Es sei m der Raum äller beschränkten Zahlenfolgen weine) 
Hier ist das Funktional 


p(x) = sup |%,| 
N 


konvex. 


3.2.3. Das Minkowskische Funktional. Wir betrachten jetzt den Zusammenhang 
zwischen konvexen Funktionalen und konvexen Mengen. 


Satz 3. Ist p ein konvexes Funktional auf einem linearen Raum L und k eine positive 
Zahl, dann ist die Menge 


E= (x: p(e) sk} 


konvex. Ist das Funktional überall endlich, dann bildet E einen konvexen Körper, dessen 
offener Kern die Menge 


tw: pl®) <K} 


ist (die offenbar den Punkt 0 enthält). 


ihrer Beträge nicht übersteigt (Dreiecksungleichung). Die zweite Bedingung folgt 
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Beweis. Itz,yeEund« + $=1,%,ß>=1,so gilt 


plax + Py) S pl) ) + Bply) < k, 


d.h., E ist konvex. Das Funktional p sei jetzt endlich, p(x) <k,t>0 und yel. 
Dann güt 


(x + ty) < Pla) + p(+Y). 


Wenn hier p(—y) = p(y) = 0 ist, folgt x + iy € E für.alle t; wenn jedoch wenigstens 
eine der beiden nichtnegativen Zahlen Py). p(—y) verschieden von Null ist, folgt 
x 4 tiye E für A 


k — pl) 
max (p(y), 2(—y))' 


Damit ist der Satz bewiesen. 


Wir wählen nun einen bestimmten Wert k, etwa k= 1. Dann bestimmt jedes 
endliche konvexe Funktional in Z eindeutig den konvexen Körper E = {x: p(x) s1}, 
dessen offener Kern den Punkt 0 enthält. Umgekehrt sei E ein konvexer Körper mit 
0 € J(E). Dann ist 


Pala) — int Ir — €eH,r > ı (2) 


ein endliches konvexes Funktional. Es wird Minkowskisches Funktional des konvexen 
. Körpers E genannt. 

Wir wollen die Konvexität des Minkowskischen Funktionals (2) nachweisen. Für 
jedes x € L gehört das Element «/r für hinreichend großes r zu E. Deshalb ist die 
Größe p5z(x), die durch Gleichung (2) definiert wird, nichtnegativ und endlich. Ist 

‚1>0undy= te, so gilt 


P:(y) = a 2 enl=mt>0:@ cn 
r 
tie > 0:8} 
T 


—= tinf Ir >0: _ € n) = pl). (3) 
r 


Jetzt seien &,, 2, € Lund & > 0 beliebig. Wenn wir die Zahlen r; # = 1, 2) so wählen, 
daß pel&;) <r; < Pzl&;) + e ist, dann gehört «,/r, zu E. Setzen wirr=r, + r, so 
uk BE + > auf der Strecke mit den Endpunkten x,/r, und 

m, - IM 


liegt 
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%e/fg. Wegen der Konvexität von E gehört aber diese Strecke und somit auch 
a+% 


: zu E, woraus 
r 


‚PB t+%)srentrz< Pol) + Pole) + 2e 
folgt. Weil hier e > 0 beliebig war, gilt also 


Pr +2) < Prlzı) + Pre). (4) 


Die Beziehungen (3) und (4) bedeuten aber gerade die Konvexität des Funktionals 
Pr(®). 
Aufgabe. Eine Menge A in einem linearen Raum L heißtabsorbierend, wenn für jedes x e_L 


ein & > 0 existiert, so daß x e AA ist für alle A > «. Man beweise, daß eine konvexe Menge A 
genau dann absorbierend ist, wenn ihr Minkowskisches Funktional endlich ist. 


3.2.4. Der Satz von Hahn-Banach. Es sei L ein reeller linearer Raum und Z, ein 
Teilraum von L. Weiter sei auf dem Teilraum L, ein lineares Funktional f, gegeben. 
Ein lineares Funktional f, das auf dem ganzen Raum L definiert ist, heißt Fort-- 
setzung des Funktionals /,, wenn 


H&) = fola) für allexe Z, 


ist. Dem Problem der Fortsetzung eines linearen Funktionals begegnet man oft 
in der Analysis. Eine fundamentale Bolle in diesem Problemkreis spielt der folgende 
Satz. 


Satz 4 (Haun-BanacH). Es sei p ein endliches konvewes Funktional auf einem 
reellen. linearen Raum L und L, ein linearer Teilraum von L. Wenn f, ein lineares 
Funktional auf L, ist, das auf L, durch p(x) majorisiert wird, d. h., wenn auf Ly 


Ile) < Ple) (6) 


ist, dann kann f, zu einem linearen Funktional F auf L fortgesetzt werden, das durch 
plz) auf ganz L majorisiert wird. 


Beweis. Wir werden zeigen, daß man das Funktional f, im Fall L,#L von L,. 
auf einen größeren Teilraum L’ unter Beibehaltung der Bedingung (5) fortsetzen 
kann. Es sei z ein beliebiges Element aus L, das nicht zu L, gehört, und Z’ der von Z, 
und z erzeugte Teilraum. Jedes Element aus L’ besitzt also die Form 


zw +x mit xeL. 
Ist /’ eine Fortsetzung von f, auf L’, dann gilt 


Piz +2) =if) + fole) 
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oder, wenn f’(z) = c gesetzt wird, 
fix +2) =te + f(x) 


Wir wollen c so wählen, daß die Bedingung (5) auch auf L’ gilt, daß also für alle 
x € L, und alle reellen Zahlen i die Ungleichung 


fole) + te < pie + 12) 
erfüllt ist. Für £ > 0 ist das gleichwertig mit der Bedingung 


(7) +e=r(4 +) a sry +) -n(R) (6) 


und für t < 0 mit der Bedingung 


NOT ae Eee u 


Wir werden zeigen, daß immer eine Zahl c existiert, die diese beiden Bedingungen 
erfüllt. Dazu seien y’ und y’’ beliebige Elemente aus L,. Dann ist 


I) +" +2) = Ay) -Y — 2). (8) 
Das folgt aus der Ungleichung 
, Ka) hl) ap" — y) = ey’ +2) —- Wy' —2)) 
: zo’ +2) +pl-y —2). 


Nun setzen wir 

ec” = inf (fly) + Py" +2), 

W , . 
ec’ = sup (—foly’) — P(—y' — 2)). 
- u Fi 

Aus (8) folgt dann c’’ > c’, da, y’ und y” beliebig waren. Wir wählen jetzt c so, daß 

ec’ > e > c' ’ 
ist, und definieren das Funktional f’ auf Z’ durch die Formel 


f®+2)=tc + file) 


Dieses Funktional genügt dann der Ungleichung (5). 

Somit haben wir gezeigt, daß man ein Fuunktional f,, das auf einem Teilraum 
L, <= L definiert ist und auf L, der Bedingung (5) genügt, unter Beibehaltung dieser 
Bedingung auf einen größeren Teilraum L/ fortsetzen kann. 


3.2. Konvexe Mengen und konvexe Funktionale. Der Satz von Hınn-BanacH 139 
Wenn in L ein abzählbares Erzeugendensystem 2%; &3 ..-, &, ... existiert, kon- 
_ struieren wir das Funktional auf Z induktiv, indem wir die aufsteigende Kette von 
Teilräumen 


EN PER, | 


betrachten (hier bedeutet {L®, x,,,} den minimalen linearen Teilraum in L, der L® 
und &,;ı enthält). Dann liegt jedes Element x € Z in einem gewissen L®, und folglich 
wird das Funktional auf ganz L fortgesetzt. 

Im allgemeinen Fall (d.h., wenn kein endliches Erzeugendensystem von L exi- 
stiert) wird der Beweis durch Anwendung des Zornschen Lemmas vollendet. Die . 
Gesamtheit 7 aller möglichen Fortsetzungen des Funktionals f,, die der Bedingung 
(5) genügen, ist halbgeordnet. Dabei besitzt jede linear geordnete Teilmenge 7, ein 
Supremum, nämlich das Funktional, das auf der Vereinigung der Definitionsgebiete 
aller Funktionale f € 7, definiert ist und mit jedem solchen f' auf dessen Defi- 
nitionsgebiet übereinstimmt. Nach dem Zornschen Lemma existiert dann ein maxi- 
males Element f in 7. Dieses maximale Element ist ein Funktional mit den ge- 
wünschten Eigenschaften. Denn es ist einmal eine Fortsetzung des Ausgangsfunk- 
tionals f,, und zum anderen genügt es der Bedingung (5) auf seinem ganzen Defi- 
nitionsgebiet. Dieses Definitionsgebiet aber ist ganz L, weil wir f sonst in der oben 
beschriebenen Weise wiederum auf einen größeren Teilraum fortsetzen könnten und 
/ dann nicht maximal wäre. Damit ist der Satz bewiesen. 


Wir geben noch eine komplexe Variante des Satzes von Harn-BanacH an. 
Ein nichtnegatives Funktional p auf einem komplexen linearen Raum Z heißt 
konvex, wenn für alle x, y € L und alle komplexen Zahlen 4 gilt 


Pla + y) = pe) + Pl), 
p(ix) = A| ple). 


Satz 4a. Es sei p ein endliches komvexes Funktional auf einem komplexen linearen 
Raum L und f, ein lineares Funktional, das auf einem linearen Teilraum L, <= Ldefi- 
miert ist und dort der Bedingung 


ha) S.ple), wE Lo 

genügt. Dann existiert ein lineares Funktional f auf ganz L mit 
fa)lsp@), wel, 
fe) = Fo®); x € Lo. 


Beweis. Wir bezeichnen mit L, und Lor die Bäume Z und Z,, die jetzt als reelle 
lineare Räume angesehen werden. Offenbar ist dann p ein endliches konvexes Funk- 
tional auf L% und for(2) = Be f,(x) ein reelles lineares Funktional auf Lor, das der 
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Bedingung 

onle)| < Pl«) 
und damit erst recht der Bedingung 

Tor(®) = Ppl«) 


genügt. Nach Satz 4 existiert also ein reelles lineares Funktional fr, das auf ganz Ly 
definiert ist und den Bedingungen 


In) Sple), we In-), 
fale) = honle), © Imnt= I), 
genügt. Offenbar ist —f2(2) = fn(—a) < Pla) = p(a), so daß also 
nal < pl), @cInt= 2), @) 
gilt. Wir definieren nun f auf Z durch den Ansatz 
fa) = Fade) — lie) 


(hierbei benutzen wir, daß L ein komplexer linearer Raum ist, so daß in Z die 
Multiplikation mit einer komplexen Zahl erklärt ist). Die unmittelbare Überprüfung 
zeigt, daß f ein komplexes lineares Funktional auf L ist mit 


I@) = he) für zeL, 
Reftz) = fr(e) für sel. 


Zu zeigen bleibt noch, daß |f{x)| < pf«) ist für alle x € L. Dazu nehmen wir das 
Gegenteil an. Dann gilt |f(x,)]| > p(x.) für ein gewisses »,€ L. Die komplexe Zahl 
f(&,) stellen wir in der Form f{x,) = ge? mit oe > 0 dar und setzen y, = e”’®x,. Dann 
ist ; 
In(yo) = Be f(yo) = Re le“ f(xo)] = @ > Plxo) = Plyo) 
was der Bedingung (9) widerspricht. Damit ist der Satz bewiesen. 


- Aufgabe. Man zeige, daß die Forderung der Endlichkeit des Funktionals » im Satz von 
HanHn-BANAcH weggelassen werden kann. 


3.2.5. Die Trennbarkeit konvexer Mengen in einem linearen Raum. Es seien L ein 
reeller Raum und M und N zwei Teilmengen von L. Man sagt, daß ein auf Z defi- 
niertes lineares Funktional f diese Mengen irennt, wenn eine Zahl € existiert mit 


fe)=C0 fü zeM und He)sC für zeN. 
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Die beiden folgenden Behauptungen ergeben sich unmittelbar aus dieser Definition. 


1. Ein lineares Funktional f trennt die Mengen M und N genau dann, wenn es für 
jedes «€ L die Mengen M — N und {0} (d.h. die Menge aller Elemente der Form 
© —y,x€ M,ye N, und den Punkt 0) trennt. 


2. Ein lineares Funktional f trennt die Mengen M und N genau dann, wenn es die 
Mengen M — x und N — x für jedes x € L trennt. 


Aus dem Satz von Harn-Banach# erhält man leicht den folgenden Satz über die 
Trennbarkeit konvexer Mengen in einem linearen Raum, der zahlreiche Anwendungen 
besitzt. 


Satz 5. Es seien M und, N disjunkte konvexe Mengen in einem reellen linearen Raum 
L, von denen wenigstens eine, etwa M, einen nichtleeren offenen Kern besitzen möge 
(d.h. ein konvexer Körper ist). Dann existiert ein nicht identisch verschwindendes 
lineares Funktional f auf L, das M und N trennt. 


Beweis. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daß der 
Punkt 0 zum offenen Kern der Menge M gehört. (Sonst betrachten wir die Mengen 
M — x, und N — x,, wobei x, irgendein Punkt aus J{M) ist.) Wenn y, ein Punkt 
der Menge N ist, gehört der Punkt —y, zum offenen Kern der Menge M — N, und 0 
gehört zum offenen Kern der Menge K=M — N + y,. Da M und N disjunkt sein 
sollen, ist OEM—N und „&K. Ist p das Minkowskische Funktional für die 
Menge K, so ist p(yo) Z 1 (wegen y, & K). Wir führen nun das lineare Funktional 


fo(l&yo) = aplyo) 


ein. Es ist auf dem eindimensionalen Teilraum aller Elemente der Form «&y,. definiert 
und genügt wegen p(&yo) = «p(yo) für x =0 und Fulayo) = «folyo) < 0 < Playo) 
für & < 0 der Bedingung 


To(y0) = P(&Yo)- 


Nach dem Satz von Hann-BanacH kann man das Funktional /, zu einem linearen 


Funktional f fortsetzen, das auf ganz L definiert ist und auf L der Bedingung 
fy) < p(y) genügt. Hieraus ergibt sich f(y) <1 für ye K und gleichzeitig f(y,) = 1. 
Somit trennt f die Mengen K und {y,} und folglich auch die Mengen M — N und {0}. 
Dann trennt aber f die Mengen M und N. Damit ist der Satz. bewiesen. 


3.3. Normierte Räume 


In Kapitel 2 haben wir uns mit topologischen und insbesondere mit metrischen Räu- 
men beschäftigt, d.h. mit Mengen, für deren Elemente auf irgendeine Weise ein 
Umgebungsbegriff erklärt war. In den vorangegangenen Abschnitten dieses Kapitels 
hatten wir es mit linearen Räumen zu tun. Bis jetzt stand jeder dieser Begriffe für 
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sich allein, Jedoch hat man es in der Analysis. oft mit Räumen zu tun, in denen sowohl 
eine Addition von Elementen und eine Multiplikation mit Zahlen als auch eine Topo- 
logie erklärt sind, d. h., man muß sogenannte topologische lineare Räume betrachten. 
Unter diesen bilden die normierten Räume eine wichtige Klasse. Die Theorie dieser 
Räume ist in den Arbeiten 8. Bawachs und einer Reihe anderer Mathematiker. ent- 
wickelt worden. 


3.3.1. Definition und Beispiele normierter Räume 
‚ Definition 1. L sei ein linearer Raum. Ein endliches konvexes Funktional p auf L 
heißt Norm, wenn (außer der Konvexität) folgende Bedingungen erfüllt sind: 


1. »(&) = 0 gilt nur für 2 = 0, 

2. plaz) = |&| px) für alle «. 

Somit können wir unter Berücksichtigung der Konvexitätsdefinition sagen, daß 
jedes endliche Funktional in L eine Norm ist, wenn es den folgenden drei Bedingungen 
genügt: 

1. p(x) = 0, wobei p(x) = 0 nur für x = 0 gilt, 

2.pe + y) = pl) + Ply, m yEL, 

3. plax) = |a| p(&) für jede Zahl «. 


Definition 2. Einen linearen Raum Z, in dem eine Norm erklärt ist, nennen 
wir normierten Raum. Die Norm eines Elementes x € L bezeichnen wir mit |[e|. 


Jeder normierte Raum wird zu einem metrischen Raum, wenn man darin den Ab- 
stand 
ea, y) = |e — yl| 


einführt. Die Gültigkeit der Axiome eines metrischen Raumes folgt sofort aus den 
Eigenschaften 1 bis 3 einer Norm. Somit lassen sich alle die Begriffe und Ergeb- 
nisse, die in Kapitel 2 für metrische Räume angegeben wurden, auf normierte 
Räume übertragen. 

Ein vollständiger normierter Raum heißt Banachraum oder kürzer B-Raum. 


n 


Beispiele normierter Räume. Viele der Räume, die in Kapitel 2 als Beispiele 
metrischer Räume angegeben wurden, können in natürlicher Weise mit der Struktur 
- eines normierten Raumes versehen werden. 


1. Die reellen Zahlen R! werden zu einem normierten Raum, wenn man ||] = |] 
für jede Zahl x € R! setzt. 


2. Setzt man im reellen »-dimensionalen Raum R* 


all = DIE u) 
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für alle Elemente 
= (21; Ügy ers, %y) > 


so sind alle Normaxiome erfüllt. Die Formel 


o&, y) = Ir — yll= 123 (2 — y® 


definiert in R* dieselbe -Metrik, die wir in diesem Raum bereits betrachtet haben. 
In demselben linearen Raum kann man auch die Norm 


ll -2 PM | 6) 


oder die Norm 


all ze [| (3) 


einführen. Diese Normen definieren in R” die Metriken, die wir in 2.1.1., Beispiel 4 
und 5, betrachtet haben. Der Nachweis, daß in jedem dieser Fälle tatsächlich. die 
Normaxiome erfüllt sind, bereitet keine Mühe. 

Im komplexen »-dimensionalen Raum C” kann man die Norm 


Ill = 12 Iayl? 
k-1 


oder eine der Normen (2) oder (3) einführen. 


3. Im Raum Cl[e, 5] aller stetigen Funktionen auf dem Intervall fe, 5] wird ih die 
Formel 


if = max |f@)| _ (4) 


astisb 


eine Norm definiert. Der zugehörige Abstand “u schon in 2.1.1., Beispiel 6, be-, 
trachtet. 


4. Im Raum m aller beschränkten Zahlenfolgen 
= (&1, as +++ 5 Uns +») 
setzen wir 


Iel| = sup len|- 8 


Dann sind die Axiome 1 bis 3 der Normdefinition offensichtlich erfüllt. Die Metrik, 
die in m durch diese Norm erzeugt wird, stimmt mit der bereits in’2.1.1., Beispiel 9, 
betrachteten Metrik überein. 
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3.3.2. Teilräume normierter Räume. Eine nichtleere Menge L, eines linearen Raumes 
L (ohne Topologie) haben wir Teilraum von Z genannt, wenn mit z,y€ L, auch 
ax + ßy € Lo ist. In normierten Räumen sind die abgeschlossenen linearen Teilräume 
von grundlegendem Interesse, d. h. die Teilräume, die alle ihre Häufungspunkte ent- 
halten. In einem endlichdimensionalen normierten Raum ist jeder Teilraum auto- 
matisch abgeschlossen. (Man beweise das!) Im unendlichdimensionalen Fall ist das 
jedoch nicht so. Zum Beispiel bilden die Polynome in Raum Ofe, 5] der stetigen 
Funktionen mit der Norm (£) einen Teilraum, der nicht abgeschlossen ist.!) 

Als weiteres Beispiel betrachten wir im Raum m aller beschränkten Folgen die 
Folgen mit nür endlich vielen von Null verschiedenen Folgengliedern. Diese bilden 
einen Teilraum von m, der jedoch bezüglich der Norm (5) nicht abgeschlossen ist. 
In seinem Abschluß ist nämlich zum Beispiel die Folge (1, 1/2, ..., 1/», ...) enthalten. 

In der Regel werden wir nur abgeschlossene Teilräume betrachten, deshalb ist es 
zweckmäßig, die in 3.1. eingeführte Terminologie abzuändern. Teilraum eines nor- 
mierten Raumes werden wir jetzt nur noch einen abgeschlossenen. Teilraum nennen, 
insbesondere werden wir also jetzt den kleinsten abgeschlossenen Teilraum, der ein 
gegebenes System {x,)} von Elementen enthält, als den von {x,} erzeugten Teilraum 
bezeichnen. Wir werden ihn auch linearen Abschluß des Systems {[x,} nennen. Die 
(nicht abgeschlossene) Gesamtheit der Elemente, die mit x und y auch jede Linear- 
kombination «x -+ fy enthält, werden wir lineare. Menge nennen. 

Ein System von Elementen eines normierten Raumes E nennen wir vollständig, 
wenn der davon erzeugte (abgeschlossene!) Teilraum ganz E ist. Zum Beispiel ist 
nach dem Weierstraßschen Approximationssatz die Gesamtheit der Funktionen 


1,1, 2, ...,*,... im Raum Ole, b] der stetigen Funktionen vollständig. 


Aufgaben - 


1.Es sei R ein Banachraum und B, > B,D--D B,„>D-- eine Folge von. ineinander- 
geschalteten abgeschlossenen Kugeln in R. Man zeige, daß diese Folge einen nichtleeren Durch- 
schnitt besitzt (ohne vorauszusetzen, daß die Radien dieser Kugeln gegen 0 streben; vgl. Auf- 
gabe 3 auf S. 74). Man gebe ein Beispiel einer Folge von ineinandergeschachtelten nichtleeren 
beschränkten abgeschlossenen konvexen Mengen in einem B-Raum an, die einen leeren Durch- 
‚schnitt besitzt. j 


2. Es sei ein unendlichdimensionaler B-Raum; dann ist die algebraische Dimension von R 
(vgl. Aufgabe 3 auf S. 127) überabzählbar. 


3. Es sei R ein Banachraum und M ein abgeschlossener Teilraum von .R. Wir betrachten den 
Faktorraum P = R/M' und definieren darin eine Norm, indem wir für jede Nebenklasse & 


El = inf |eli 
EiT3 


setzen. Es ist zu beweisen, daß das auf diese Weise definierte Funktional tatsächlich eine 
Norm in P ist und daß P vollständig bezüglich dieser Norm ist. 


!) Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz ist jede auf einem abgeschlossenen Intervall 
stetige Funktion Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten Folge von Polynomen, so daß 
‚der Abschluß des Teilraums der Polynome in C[e, 5] ganz O[a, 5] ergibt. 
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4. Es sei R ein linearer normierter Raum. Man zeige die Richtigkeit der folgenden Aussagen: 
a) Jeder endlichdimensionale lineare Teilraum in R ist abgeschlossen. 


b) Ist M ein abgeschlossener und N ein endlichdimensionaler Teilraum von R, dann ist ihre 
Summe 


M+N=ka=y+42,yecM,zeN} 


ein abgeschlossener linearer Raum. Man gebe ein Beispiel zweier abgeschlossener linearer Teil- 
räume in /, an, deren Summe nicht abgeschlossen ist. - 


c) Es sei © eine offene konvexe Menge in R und x, Q. Dann existiert eine abgeschlossene 
Hyperebene, die durch den Punkt x, hindurchgeht und Q nicht schneidet. 


5. Zwei Normen |]-{, und ||-|, im linearen Raum R heißen äguivalent, wenn Konstanten 4, 
5 >0 existieren, so daß «lc, < |el, sd |ellı für alle ze R gilt. Es ist zu haweisen, daß in 
einem endlichdimensionalen Raum R je zwei N ormen äquivalent sind. 


3.4. Unitäre Räume 


3.4.1. Definition unitärer Räume. In vielen Fällen kann man die Norm in einem 
linearen Raum mit Hilfe eines Skalarproduktes einführen. Dabei verstehen wir 
unter einem Skalarproduktin einem reellen linearen Raum. R eine reellwertige Funk- 
tion (x, y), die für jedes Paar x, y € R definiert ist und die folgende Eigenschaften 
besitzt: 

1.(@,9) = (y®), 

2. (& + 2%, Y) = (21 Y) Ar (%2; Y), 

3. (Aw, y) = Me, y), 

4..(z,x) > 0, wobei (x, x) = 0 nur für x = 0 gilt. 

Ein linearer Raum mit einem darin fixierten Skalarprodukt heißt unitärer Raum. 
Die Norm in einem unitären Raum wird durch die Formel 


Ikell = Vo) 


definiert. Aus den Eigenschaften 1 bis 4 eines Skalarproduktes folgt, daß dann alle 
Normaxiome erfüllt sind. ww 

. Die Gültigkeit der Axiome 1 und 3 (vgl. 3.3.1.) ist offensichtlich, und die Gültig- 
keit von Axiom 2 (Dreiecksungleichung) folgt aus der Schwarzschen Ungleichung 


9) = lell- Il, 1) 


die wir jetzt beweisen werden. 
Dazu betrachten wir den quadratischen Ausdruck in der reellen Veränderlichen A 


9) = (din + Y, Au + y) = Aa, a) + 2a, y) + (4,9) 
— [ejRA® + 2a, y)A + |yie. 


10 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Nach Eigenschaft 4 eines Skalarproduktes gilt dann p(A) ='0. Also ist die Diskrimi- : 
nante des quadratischen Ausdrucks o(}) kleiner oder gleich Null. Die Schwarzsche 
Ungleichung (1) ist aber gleichwertig mit der Nichtpositivität der Diskriminante des 
quadratischen Ausdrucks o(2). 

Wir vermerken, daß in einem unitären Raum die Summe, die Skalarmultipli- 
kation und das Skalarprodukt stetig sind, d.h., aus x, —%, y. —y (im Sinne der 
Normkonvergenz), A, —4 (als Zahlenfolge) ergibt sich 


typ D>E%tY 
Aylın > AR, 
(Ans Ya) > (&, Y)- 


Der Beweis dieser Beziehungen stützt sich auf die Benutzung der Schwarzschen 
Ungleichung (1) und wird dem Leser als Übung überlassen. 

Das Vorhandensein eines Skalarproduktes in R gestattet es, in diesem Raum nicht 
nur die Norm (d. h. die Länge) eines Vektors einzuführen, sondern auch den Winkel 
zwischen Vektoren. Und zwar wird der Winkel p zwischen den Vektoren x und y 
durch die Formel 


(&;Y) 
089 = ——— i 2 
Tue | | Sr 
definiert. Dabei folgt aus der Schwarzschen Ungleichung, daß der Ausdruck auf der 
rechten Seite von (2) betragsmäßig nicht größer als 1 ist, so daß ‘die Formel (2) 
tatsächlich für beliebige von Null verschiedene Vektoren x und y einen Winkel 
9,0 <p<x, definiert. 
Wenn (x, y) = 0 ist, ergibt sich = n/2 aus (2); in diesem Fall heißen die Vektoren 
x und y orthogonal. 
Ein. System von N all verschiedener Vektoren {x,} aus R heißt orthogonal, 
wenn _ 
2u%)=0 für + ß 


ist. Sind die Vektoren {z,} orthogonal, so sind sie auch linear unabhängig. Denn 
wenn 


a1%a, + Apfr, + Se + 1 ZI. — 0 
ist, erhalten wir auf Grund der Orthogonalität des Systems {x,} 
(Bu A1%o, + Bei An%an) > al %u) == 0, 


und wegen (&,, %,,) # 0 bedeutet dasa; = 0 fürallei = 1,2,...,n. 

Wenn ein orthogonales System {x,} vollständig ist (d. h., wenn der davon erzeugte 
abgeschlossene Teilraum ganz R ist), wird es orthogonale Basis genannt. Ist dabei die 
Norm eines jeden Elementes gleich 1, so heißt das System {x,} orthogonale normierte 
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Basis oder kürzer orthonormierte Basis. Allgemein heißt ein (vollständiges oder nicht- 
vollständiges) System {x,} mit 


0 für aß, 
wn=|ı für = 


orthogonales normiertes oder kürzer orihonormiertes System. Offenbar ist rs » ein 
orthonormiertes System, wenn {x,} ein orthogonales System war. Il 


3.4.2. Beispiele. Wir betrachten einige Beispiele unitärer Räume und orthogonaler 
Basen. 


1. Der n-dimensionale euklidische Raum R" aller n-Tupel 
© = (dy, Bpp +++, %) 


reeller Zahlen mit der üblichen Addition und Skalarmultiplikation und dem Skalar- 
produkt 


(x, y) = 5 zy; | (8) 


stellt ein wohlbekanntes Beispiel eines unitären Raumes dar. Die Vektoren 
& = (1,0,0,...,0), 
& = (0;1,0,..., 0), 
&%=(0,0,0,...,1) 


bilden in diesem Raum eine or onarmnlerte Basis (eine von unendlich vielen mög- 
lichen). 


2. Der Raum [, aller Elemente 


5 
= (RC, e,lme.) mtb Vai <oo 
i=1 


bildet mit dem Skalarprodukt 
(% y)= es LzoR (4) 


einen unitären Raum. Die Konvergenz der Reihe in (4) wurde schon in 2.1. gezeigt. 
Die Eigenschaften 1 bis 4 eines Skalarproduktes lassen sich unmittelbar nachprüfen. f 


10* 
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Die Vektoren 


a = (1,0,0,...), 


& = (0,1,0,...), u) 


Da Be BE Eur Er rue Er Er Er 


bilden die einfachste orthonormierte Basis in l,. Die Orthogonalität und Normiertheit 
dieses Systems sind klar, außerdem ist das System (5) vollständig. Denn für einen be- 
liebigen Vektor x = (&, 23, ».., &; +...) aus I, ist x) — (21, %, 2.5, %; 0, 0, ...) eine 
Linearkombination der Vektoren e,, ..., &,, und es gilt = 


9 — a] 0 für nm. 


3. Der Raum C?[e, b] aller auf dem Intervall Ja, 5] stetigen reellen Funktionen mit 
dem Skalarprodukt 


b N 
= ie) ge) di (6) 


bildet ebenfalls einen unitären Raum.-Unter den verschiedenen orthogonalen Basen, 
"die man in diesem Raum angeben kann, ist das trigonometrische System 


n=12,..) ( 


am wichtigsten. Die Orthogonalität dieses Systems läßt sich unmittelbar nach- 
prüfen. 

Werden die stetigen Funktionen auf einem Intervall der Länge 2x, z.B. auf 
[—x, x], betrachtet, so lautet das entsprechende trigonometrische System 


1/2, cos nt, sin nt (n = 1,2, ...). 


Das System (7) ist vollständig. Nach dem Weierstraßschen Approximationssatz 
kann nämlich jede auf dem Intervall [e, b] stetige Funktion p mit p(a) = p(b) als 
Grenzwert einer gleichmäßig konvergenten Folge von trigonometrischen Polynomen, 
d.h. von Linearkombinationen der Elemente des Systems (7), dargestellt werden. 


- 


u 
ein oo 


Abb. 17 
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Eine solche Folge konvergiert aber erst recht in der Norm des Raumes CO?[e, b] 
gegen 9, und wenn nun f eine beliebige Funktion aus O?[a, 5] ist, kann man sie 
(in der Norm des Raumes C?[a, b]) als Grenzwert der Folge 9,, ®.(&) = f(x) für 
x € [a,d — 1/n], o(b) = fa), & linear auf [5b — 1/n,b], darstellen, die im Punkt 5 
denselben Wert wie im Punkt a annimmt (Abb. 17). Daher kann man jedes Element 
aus O?[Ja, 5] beliebig gut (in der Metrik dieses Raumes) durch Linearkombinationen 
von Elementen des Systems (7) annähern, und das bedeutet gerade die Vollständig- 
keit dieses Systems. 


3.4.3. Die Existenz .orthogonaler Basen. Orthogenalisierung. Im verbleibenden Teil 
von 3.4. werden wir uns auf separable unitäre Räume beschränken (die also eine 
abzählbare überall diehte Menge enthalten). Jeder der Räume aus dem vorange- 
gangenen Abschnitt ist separabel. (Man beweise das!) Ein Beispiel eines nicht- 
separablen unitären Raumes kann man folgendermaßen konstruieren. Wir betrachten 
auf der reellen Achse alle die Funktionen x, für die die Menge T, = {t: x{t) = 0} 


höchstens abzählbar ist und für die 3) =?(f) < oo ist. Die Addition und die Skalar- . 
tETz 2 : 
multiplikation definieren wir in diesem Raum wie die gewöhnliche Addition und 


Skalarmultiplikation von Funktionen, und das Skalarprodukt definieren wir durch die 
Formel 


wy)= 3 «hy. 
IeTanTy 

Den Beweis, daß in diesem Raum keine abzählbare überall dichte Teilmenge existiert, 
überlassen wir dem Leser. Wir bemerken noch, daß dieser Raum vollständig ist. 

Es sei also R ein separabler unitärer Raum. Wir werden zeigen, daß in einem 
solchen Raum jedes orthogonale System höchstens abzählbar ist. 

Dazu kann man ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß das be- 
"trachtete System {p,} nicht nur orthogonal, sondern auch normiert ist (sonst er- 


setzen wir es durch das System ab Dann gilt 
723 


Ip. — Poll = y2 für «=#ß. 


Wir betrachten jetzt die Gesamtheit der Kugeln B(e,, 1/2). Diese Kugeln sind 
paarweise disjunkt. Wenn nun in R eine abzählbare überall. dichte Menge {y,} 
existiert, gibt es in jeder Kugel wenigstens ein Element aus {y,}. Folglich ist die’ 
Anzahl dieser Kugeln (und damit auch der Elemente 9,) höchstens abzählbar. 

In jedem der oben angeführten Beispiele unitärer Räume haben wir je eine ortho- 
gonale Basis angegeben. Wir werden jetzt einen allgemeinen Satz beweisen, der dem 
Satz von der Existenz einer orthogonalen Basis im n-dimensionalen euklidischen 
Raum analog ist. 


Satz 1 (Schmidisches Orthogonalisierungsverfahren). Es sei 


fh» fe ER, ö | j (8) 
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ein linear unabhängiges Sysiem von Elementen in. einem unitären Raum R. Dann 
existiert in R ein System von Elementen 


Pi» Pas ee Pns ++) " (9) 
das den folgenden. Bedingungen genügt: 
1. Das System (9) ist orthonormiert. 
2. Jedes Element o, ist eine Linearkombination der Elemente Yo has eres hen 


Pn = a.ıh +++ Onnfas On E00. 
3. Jedes Element f, läßt sich in der Form 
In 2 b„ıYı +++ Dun®n mit din +0 
darstellen. 5 


Jedes Element des Systems (9) wird durch die Bedingungen 1 bis 3 eindeutig bis auf 
den Faktor +1 bestimmt. 


Beweis. Wir setzen 
. 91 = Anfı> 


dabei bestimmen wir a,, aus der Bedingung 


(91, 91) = ale )=1; 
woraus 


folgt. Es ist klar, daß 9, dadurch eindeutig (bis aufs Vorzeichen) bestimmt ist. Es 
. seien die Elemente 9, (k < n) bereits konstruiert, so daß die Bedingungen 1 bis 3 
erfüllt sind. Dann kann man f, in der Form - 


In = b„1P1 +++ dpa + In 
mit 
(kp) =0 für k<n 
darstellen. Die Koeffizienten b,, und damit auch das Element A, werden eindeutig 
bestimmt durch die Bedingungen 
(Ans Pr) = Gen rn BR Pr) 
= (fa Pr) — bar (Pr 9) = 0. : 


Offensichtlich gilt dabei’ (h,; h.) > 0 (die Annahme (h,, h,) = 0 würde der linearen 
Unabhängigkeit des Systems (8) widersprechen). Wir setzen dann 


In 


Pan = Te 
VlRn, Ra) 
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Aus der induktiven Konstruktion geht hervor, daß sich A, und damit auch @, durch 
fr ++, fa ausdrücken lassen, d. h., es ist 


At ++ Sınfn WÜ a = —— + 0. 


Außerdem gilt 


und 


In = brıpı 4° + Dann (dr = YR,, Rh.) = 0), 


d. h., @, erfüllt die Bedingungen des Satzes. 


IT 


Der Übergang vom System (8) zum System (9), das den Bedingungen 1 bis 3 ge- 
nügt, heißt Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren. 

Es ist klar, daß die von den Systemen (8) und (9) erzeugten Teilräume überein- 
stimmen. Somit sind diese Systeme entweder gleichzeitig “end oder gleichzeitig 
. nicht vollständig. - 


Folgerung. In einem separablen unitären Raum R existieren orthonormierte 
Basen. 


“ Zum Beweis sei 91, % +++; %n, «-. eine abzählbare überall dichte Menge in R. In 
dieser Menge kann man ein vollständiges System {f,} Imear unabhängiger Elemente 
auswählen. Dazu braucht man nur in der Folge {y,} alle die Elemente y, wegzulassen, 
die als Linearkombination der Elemente y; mit i < k dargestellt werden können. 


Wenn wir auf das somit erhaltene vollständige System von linear unabhängigen 


Vektoren das Orthogonalisierungsverfahren anwenden, erhalten wir eine ortho- 
normierte Basis. 


Aufgaben 


1. Es ist ein Beispiel eines (nichtseparablen) unitären Raumes anzuführen, in dem keine 
orthogonale Basis existiert. Man beweise, daß in einem vollständigen (nicht notwendig sepa- 
rablen) unitären Raum eine orthonormierte Basis existiert. 

2. Man beweise, daß in einem vollständigen (nicht notwendig separablen) unitären Raum 
jede Folge von ineinandergeschachtelten nichtleeren beschränkten konvexen abgeschlossenen 
Mengen einen nichtleeren Durchschnitt besitzt (vgl. die Aufgaben auf 8. 74 und 8. 144). 


3.4.4. Die Besselsche Ungleichung. Abgeschlossene orthogonale Systeme. Wenn man 
im »-dimensionalen euklidischen Raum eine orthonormierte Basis eı, €, ..., & 
auswählt, kann man jeden Vektor ze R* in der Form 


x =) Cy6% ö (10) 
k=i . 
mit 
Cr = (®, er) (11) 
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darstellen. Wir wollen klären, wie die Darstellung (10) auf den Fall des unendlieh- 
dimensionalen euklidischen Raumes zu verallgemeinern ist. Dazu sei 


Y91> Pa» »++> Pn> ++ - } (12) 


"ein orthonormiertes System im unitären Raum R und f ein beliebiges Element aus R. 
Wir ordnen dem Element fe R die Folge der Zahlen 


hs k=1,2,..., : (13) 


die wir Koordinaten oder Fourierkoeffizienten von f bezüglich des Systems {p,} nennen, 
und die (vorläufig formale) Reihe 


| 2 Pk | (14) 


zu, die wir Fourierreihe des Elements f bezüglich des Systems {g,} nennen. _ 

Natürlich erhebt sich die Frage, ob die Reihe (14) konvergiert, d. h., ob die Folge 
ihrer Teilsummen (im Sinne der Metrik von R) gegen einen Grenzwert strebt, und 
ob dieser Grenzwert im Fall der Konvergenz mit dem Ausgangselement f über- 
einstimmt. - 

Um diese Fragen zu beantworten, betrachten wir zunächst folgende Aufgabe. Bei 
gegebenem rn sind die Koeffizienten &, (k=1,2,...,n) so zu bestimmen, daß 
der Abstand zwischen f und der Summe 


8 = Pr (15) 
k=1 


minimal wird. Dazu berechnen wir diesen Abstand. Da das System (12) orthonormiert 
ist, gilt 


sl = ( m Fam f -2 sun) = 


= ( ) Kun 2 (#2 r) + (& ae m) 
k=1 k=1 k=1 
= MR 2 a0 + 2 a 
k=1 k=1 


ED N 
k=1 k=1 


Offenbar wird das Minimum dieses Ausdrucks dann angenommen, wenn der letzte 
Summand gleich 0 ist, d. h., wenn 


%=% (k=1,2,...,n) (16) 
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ist. In diesem Fall gilt 


= — 202. | (1m) 


Wir haben also gezeigt, daß bei gegebenem n die n-te Partialsumme der Fourierreihe 
von f von allen Summen der Form (15) am wenigsten von f abweicht. Geometrisch 
kann man dieses Resultat in der folgenden Weise interpretieren. Das Element 


i er Pk 
k=1 


ist dann und nur dann zu allen Linearkombinationen der Form 


2 , 
2 BrPr 
k=1 


orthogonal, d.h. orthogonal zu dem von den Elementen 91, 93, ...; 9, erzeugten 
Teilraum, wenn die Bedingung (16) erfüllt ist. (Man weise das nach!) Somit stellt das 
soeben erhaltene Resultat eine Verallgemeinerung eines bekannten Satzes aus der 
Elementargeometrie dar: Die Länge des von einem gegebenen Punkt auf eine Gerade 
oder eine Ebene gefällten Lots ist kleiner als die Länge jeder Verbindungsstrecke 
dieses Punktes mit der Geraden bzw. der Ebene. 

Da stets |f — 8,|? > 0 ist, folgt aus Gleichung (17) 


Zei. 


Hier ist n heliebig, und die rechte Seite hängt nicht. von n ab. Each konvergiert 


die Reihe 5 c, und es ist 
k=1 


For sm. (18) 


Diese Ungleichung heißt Besselsche Ungleichung. Geometrisch besagt sie, daß die 
Summe der Quadrate von Projektionen des Vektors f auf paarweise orthogonale 
Richtungen das Quadrat der Länge des Vektors f nicht übersteigt. 


Wir führen nun folgenden wichtigen Begriff ein. 


Definition 1. Das orthonormierte System (12) heißt abgeschlossen, wenn für 
jedes f€ R die Gleichung 


Po (19) 


die sogenannte Parsevalsche Gleichung, gültig ist. 
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Aa der Identität (17) folgt, daß die Abgeschlossenheit des Systems (12) un 


gleichwertig ist, daß für jedes f€ R die Partialsummen der Fourierreihe 5 CnPn 
gegen f konvergieren. n=En 

Der Begriff der Abgeschlossenheit eines orthonormierten Systems hängt eng mit 
dem oben eingeführten Begriff der Vollständigkeit eines Systems zusammen. 


Satz 2. Ein orihonormiertes System in einem separablen unitären Raum ist genau 
dann vollständig, wenn es abgeschlossen ist. 


Beweis. Das System {9,} sei abgeschlossen; dann konvergiert für jedes [€ R 
_ die Folge der Partialsummen der Fourierreihe von f gegen f. Das bedeutet, daß die 
Linearkombinationen der Elemente des Systems {@,} überall dicht sind in R, d.h., 
das System {p,} ist vollständig. Umgekehrt sei das System {p,} vollständig, d.h., 
man kann jedes Element f € R beliebig genau durch eine Linearkombination 


% 
2 %Pr 
kl - 
von Elementen des Systems {p,} approximieren. Die Partialsumme 
n 
: 2 ErPr 


der Fourierreihe von f liefert dann aber eine mindestens ebensogute FERESEDABER 
für f. Folglich konvergiert die Reihe 


2 CxPk 


‚gegen -f, und es gilt die Parsevalsche Gleichung. 

Im vorhergehenden Abschnitt haben wir die Existenz vollständiger orthonormierter 
. Systeme in einem separablen unitären Raum bewiesen. Da für. orthonormierte 
Systeme die Begriffe der Abgeschlossenheit und der Vollständigkeit übereinstimmen, 
brauchen wir die Existenz abgeschlossener orthogonaler Systeme in R nicht mehr 
zu zeigen, und die im vorangegangenen Abschnitt angeführten Beispiele vollständiger 
orthonormierter Systeme sind zugleich Beispiele abgeschlossener Systeme. 

Wir haben bisher stets angenommen, daß die betrachteten orthogonalen Systeme 
normiert sind. Man kann die Begriffe des Fourierkoeffizienten, der Fourierreihe usw. 
aber auch für beliebige orthogonale Systeme formulieren. Es sei (p,} ein beliebiges 
orthogonales System. Dann kann man daraus das normierte System der Elemente 
%n = Pn|||P.)| konstruieren. Für jedes FE R güt nun 


(hy) = Il - (F: 9%) 


und 
oo 


PIRATEN n_ RN Pr 
n=1 


n=1 |pall n=1 
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mit 


a Cm un vB 9) (20) 
I@ali Io.II? i 


Die durch Formel (20) definierten Koeffizienten nennen wir Fourierkoeffizienten 
des Elements f bezüglich des orthogonalen (nicht normierten) Systems {p,}. Wenn 
wir in Ungleichung (18) die Beziehung c, = a, ||p,|| aus (20) einsetzen, erhalten wir 


Ziel < IN, | en) 


die Besselsche Ungleichung für beliebige orthogonale Systeme. 


3.4.5. Vollständige unitäre Räume. Der Satz von Riesz-Fischer. Von 3.4.3. an haben 
‚ wir separable unitäre Räume betrachtet, von jetzt an werden wir außerdem voraus- 
setzen, daß die betrachteten Räume vollständig sind. 

Es sei also R ein vollständiger separabler unitärer Raum und {p,„} ein orthonor- 
miertes System in R (das nicht notwendig vollständig sein muß). Aus der Bessel- 
schen Ungleichung folgt, daß Zahlen c,, 63, .-.,.%, ... nur dann Fourierkoeffizienten 
eines Elementes f€ R sein können, wenn die Reihe _ 


Pr 


konvergiert. Es zeigt ich, daß diese Bedingung in einem vollständigen Raum nicht 
nur notwendig, sondern auch hinreichend ist, und zwar gilt der folgende Satz. 


Satz 3 (Rıksz-FıscHar). Es sei {p,} ein beliebiges orthonormiertes System in einem 
vollsiändigen unitären Raum R. Ferner seien 


6,0 ern len 


Zahlen, für die die Reihe 
Paz . (22) 
k-1 

konvergent ist. Dann existiert ein Elemeni [€ R mit 


= (f; Pr) 
und 


ef = N. 
k=1 


Beweis. Wir setzen 


fa = 3 Pr» 
k=1 
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Dann gilt 
n+p 
Ifn2 Fe Fall Fr a1 Pn+ı +++ Cup Pn+p|® == y= 2. 
k=n+l 


Da die Reihe (22) konvergiert, folgt hieraus wegen der Vollständigkeit von R die 
Konvergenz der Folge {f,} gegen ein Element f€ R. Es ist nun 


kon) + - Ten 0.88) 


dabei ist der erste Summand rechts für n > i gleich c;, und der zweite strebt für 
n — oo wegen : 


fl If Fall- Ipill 


gegen Null. 
Die linke Seite der Gleichung (23) hängt nicht von n ab; daher erhalten wir r durch 


den Grenzübergang n — © 
8 


NB u. 
Nach Definition von f gilt 
F-Hhl>0 für no. 


Daraus folgt 
N Rn N 
un -Ler=(t- Kamt- Lam) > 
k=1 k-1 kml 
fürn — oo, und das bedeutet gerade “ 
Ze=6 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Abschließend geben wir noch den folgenden nützlichen Satz an. 


Satz 4. Ein orthonormiertes System {p,} in einem vollständigen separablen unitären. 
Raum ist dann. und nur dann vollständig, wenn in. R kein von. Null verschiedenes Element 
existiert, das zu allen Elementen des Sysiems {p„} orthogonal ist. 


Beweis. Das System {p,} sei vollständig und somit auch abgeschlossen. Wenn f 
orthogonal zu allen Elementen des Systems {g,} ist, sind alle Fourierkoeffizienten von 
/ gleich Null. Dann erhalten wir aus der Parsevalschen Gleichung 
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Umgekehrt sei das System {9,} nicht vollständig. Dann existiert in 2 ein Element 
g = 0 mit 


> 
k=1 


wobei c; = (g, 9,) ist. Auf Grund des Satzes von Rızsz-FıscHar gibt es ein Element 
fe Rmit 


Boa und-(Af) -2 0: 


Das Element f — gist dann aber orthogonal zu allen o,, und aus der Ungleichung 


WD=ZA<en 
folgt f — g = 0. Damit ist der Satz bewiesen. 


Aufgaben 


1. Es sei H ein vollständiger unitärer (nicht notwendig separabler) Raum, dann existiert in 
H ein vollständiges orthonormiertes System {p.} (vgl. rn 1 auf 8.151). Es ist zu zeigen, 
daß für jeden Vektor fe H die Entwicklungen. 


= 3 0 9)9 . IA = & (1,90)? 


gelten, wobei in den rechts stehenden Summen höchstens abzählbar viele von 0 verschiedene - 
Summanden vorkommen. 

2. Ein System {p,} von Vektoren eines unitären Raumes R heißt total, wenn in .R kein von 0 
verschiedener Vektor existiert, der zu allen ®, orthogonal ist. Satz 4 besagt dann, daß in einem 
vollständigen unitären Raum die Totalität eines Systems von Vektoren äguivalent ist mit 
dessen Vollständigkeit. Es ist zu zeigen, daß in nichtvollständigen Räumen totale, aber nicht- 
‚vollständige Systeme existieren können. 


3.4.6. Der Hilbertraum. Der Isomorphiesatz. Wir setzen die Betrachtung vollstän- 
diger unitärer Räume fort. Dabei werden wir uns, wie schon bisher, für unendlich- 
dimensionale Räume interessieren und nicht für endlichdimensionale, die.in den Vor- 
lesungen über lineare Algebra ausführlich behandelt, werden. Nach wie vor-werden 
wir dabei in der Regel die Existenz einer abzählbaren überall diehten Menge in 
den betrachteten Räumen voraussetzen. 


Definition 2. Ein unendlichtimennionelpr vollständiger unitärer Raum heißt 
Hilbertraum!).2) 


1) Nach dem berühmten deutschen Mathematiker D. Hınserr (1862—1943), der diesen Be- 
griff einführte. ; 

2) Anm. d, Übers.: In der Literatur werden häufig die vollständigen unitären Räume als 
Hilberträume bezeichnet. Die obige Definition schließt die endlichdimensionalen unitären Räume 
aus, die im folgenden auch euklidische Räume genannt werden. 
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Somit heißt eine Gesamtheit H von Elementen 9». „bekeiiger Natur Hilbert- 
raum, wenn sie folgenden Bedingungen (Axiomen) genügt: 


I. H ist ein unitärer Raum (d.h. ein linearer Baum mit Skalarprodukt). 
II. Der Raum H ist vollständig in der Metrik o(f, g) = |f - gl. 


II. Der Raum H ist unendlichdimensional, d. h., man kann in H für jedes n 
stets n linear unabhängige Elemente finden. 


Meist werden separable Hilberträume betrachtet, d.h. Räume, die noch ein 
zusätzliches Axiom erfüllen. 


IV. H ist separabel, d.h., in Z existiert eine bbaählhans überall dichte Teil- 
menge. 


Als Beispiel eines separablen Hilbertraumes kann der reelle Raum l, dienen. 

Im weiteren werden wir nur den separablen Fall betrachten, ohne das besonders zu 
betonen. 

Wir erinnern daran, daß zwei unitäre Räume R und R* isomorph heißen, wenn 
man zwischen ihren Elementen eine eineindeutige Beziehung herstellen kann, so daß 
mit . 

zart, yoy* (x, y& R;x*, y* € R*) 
auch 
a+tyoatty®, 
om <> ox* 
und i 
(©, y) > (e*, y*). 


gilt. Anders ausgedrückt ist ein Isomorphismus unitärer Räume eine eineindeutige 
Beziehung, die sowohl die linearen Operationen in diesen Räumen als auch das 
Skalarprodukt erhält. 

Bekanntlich sind zwei beliebige n- ‚dimensionale unitäre Räume zueinander 
isomorph, und somit ist ein solcher Raum isomorph zum Raum R" (3.4.2., Bei- 
spiel 1). Unendlichdimensionale unitäre Räume sind nicht notwendig zueinander 
isomorph. Zum Beispiel sind die Räume 1, und C?[a, b] nicht isomorph. Das ist etwa 
daraus ersichtlich, daß I, vollständig ist und O?[a, 5] Richt: £ 

Es gilt jedoch der folgende Sachverhalt. 


Satz 5. Zwei beliebige separable Hilberträume sind zueinander isomorph. 


Beweis. Wir werden zeigen, daß jeder Hilbertraum Z isomorph zum Raum 4, 
ist, womit der Satz bewiesen ist. Zu diesem Zweck wählen wir in Z ein beliebiges 
vollständiges orthonormiertes System {o,} und ordnen jedem Element fe H die Folge 
seiner Fourierkoeffizienten (cı, 03, ..., %n; -..) bezüglich des Systems {9,} zu. Diese 


Folge ist wegen )) cf? < © ein Element aus l,. Umgekehrt entspricht nach dem 
k=1 
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Satz von RıEsz-FiscHEr jedem Element (C1, Ca, = Gy...) aus I, ein Element fe 7, 
dessen Fourierkoeffizienten die Zahlen c,, 63, -.-; 1, -.. Sind. Die so zwischen den 
Elementen aus Hund I, hergestellte Beziehung ist eineindeutig. Aus 


F> (Eis Ca ++. 3 ns +++) 
und 
> (di, da, Rey dns ) 
lolgt dabei 
tg (a + dio + Apr re, Cm + dns ++.) 
und 
ofs> (&Cı5 KCys 2er, Kon ee)s 
d.h., die Summe zweier Elemente aus HZ geht in die Summe der zugeordneten. 
Elemente aus !, und das Produkt eines Elements aus Z mit einer Zahl geht in das. 


Produkt des zugeordneten Elements in I, mit derselben Zahl über. Schließlich folgt, 
mit’ Hilfe der Parsevalschen Gleichung die Beziehung 


Kr ad, | (24) 


n=i 


und zwar aus 


WD=Lo gg)= DEE 
und 


VHS t+en 


= (+4 


n=1 


it 


+2 and + Zt. 


n=1 


Somit ist die zwischen den Elementen der Räume H und 1, hergestellte Beziehung 
tatsächlich ein Isomorphismus. 


Der eben bewiesene Satz besagt, daß es bis auf Isomorphie nur einen (separablen) . 


Hilbertraum gibt (d.h., das System der Axiome I bis IV ist vollständig) und daß 
man den Raum I; als eine Realisierung des Bparshlen Hilbertraums ansehen kann, 


ebenso wie der R* mit dem Skalarprodukt 5 x;y; eine Realisierung des abstrakten 
i=1 
n-dimensionalen unitären Raumes darstellt. 


. Eine andere Realisierung des (separablen) Hilbertraumes kann man erhalten, 
indem man den Funktionenraum C?[a, b] nimmt und dessen Vervollständigung be- 
trachtet. Man kann leicht nachprüfen, daß die Vervollständigung R* jedes unitären. 
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Raumes R (in dem Sinne, wie wir die Vervollständigung eines metrischen Raumes in 
2.3. definiert haben) zu einem linearen unitären Baum wird, wenn man die linearen‘ 
Operationen und das Skalarprodukt von R stetig auf R* fortsetzt, d. h., wenn man für - 
Elemente x, ye R* 
&+y= lm (m, + 9%); ax = lim &2, 
>00 N>X 


. und 
(x, y) = lim (2, Yu) 
N>X! 

setzt, falls {x,}, {y„} = R approximierende Folgen für x bzw. y sind. (Die Existenz 
_ aller dieser-Grenzwerte und ihre Unabhängigkeit von der Wahl der Folgen {x,} und 
{y„} stellt man leicht fest.) Die Vervollständigung des Raumes C?[a, b] ist somit ein . 
vollständiger unitärer Raum, der offenbar unendlichdimensional und separabel, also 
ein Hilbertraum ist. In Kapitel 6 werden wir auf diesen Raum zurückkommen und 
zeigen, daß man die Elemente, die bei der Vervollständigung von C?[a, 5] zu diesem 
Raum hinzugefügt werden müssen, auch als Funktionen auffassen kann (und zwar 
als Funktionen, die im Lebesgueschen Sinne quadratisch’integrierbar und nicht mehr 
stetig sind). 


3.4.7. Teilräume. Orthogonales Komplement. Direkte Summe. In Übereinstimmung 
mit den allgemeinen Definitionen aus 3.3. nennen wir eine Menge Z im Hilbertraum H 
lineare Menge, wenn mit f,g& L auch «f + ßg& L ist für beliebige Zahlen & und £. 
Eine abgeschlossene lineare Menge heißt Teilraum. Wir führen einige Beispiele 
von Teilräumen im Hilbertraum an. 


1. Esseih ein beliebiges Element aus H. Dann bildet die Gesamtheit aller Elemente 
fe H, die zu h orthogonal sind, einen Teilraum in X. 


2. Es sei H=1, d.h. die Gesamtheit aller Zahlenfolgen (#,, #3 ..., 2, ...) mit 
3x2 < oo. Dann bilden die Elemente mit x, = x, einen Teilraum. 
% 


3. Es sei wiederum H =}, Dann bilden die Elemente x = (#1, %a; ++. , Ins +++) 
mit x, = 0 fürn = 2,4, 6,... (und x, beliebig für n = 1,3, 5,...) einen Teilraum., 


Der Leser möge nachprüfen, daß die in den Beispielen 1 bis 3 BuBSBeDeDen Mengen 
‚von Vektoren tatsächlich Teilräume sind. 

Jeder Teilraum eines Hilbertraumes ist entweder ein endlichdimensionaler uni- 
tärer Raum oder ebenfalls wieder ein Hilbertraum. Denn offenbar gelten die 
Axiome I. und II für jeden solchen Teilraum, und die Gültigkeit von Axiom IV ergibt 
sich aus dem folgenden Lemma. 


Lemma. Jede Teilmenge R’ eines separablen metrischen Raumes R ist separabel. 
Beweis. Es sei 


& &o, ..., Eins ... 
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eine abzählbare überall dichte Menge in R und 
= info(&.,n). 
ner‘ 2 
Zu beliebigen natürlichen Zahlen n und m gibt es daher einen Punkt n,,m, € R’ mit 


1 
En, Nn,m) < Un + a 


Es sei e> 0 und 1/m <e/3. Dann existiert 2 zu jedem n € R’ eine natürliche Zahl n, 
so daß 


€ 
e(E n> M)< gs 
und folglich 


w|Ip 


len» mm) <mt en 

m 3 3 

ist. Daraus folgt aber 0(n,9,m) < &, d.h., die höchstens abzählbare Menge {nm} 
{n,m =1, 2, ...) ist überall dicht in R’. 

Teilräume eines Hilbertraumes besitzen einige besondere Eigenschaften (die 
nicht für Teilräume eines beliebigen normierten Raumes gelten). Diese Eigenschaften 
hängen mit dem Vorhandensein eines Skalarproduktes und dem darauf beruhenden 
Begriff der Orthogonalität im Hilbertraum zusammen. 

Wenden wir das Orthogonalisierungsverfahren im Hilbertraum auf eine abzählbare 
überall dichte Menge eines Teilraums an, so erhalten wir folgeriden Satz. 


Satz 6. In jedem Teilraum M des Hilbertraumes H gibt es ein. orthonormiertes 
System (p„}, dessen linearer Abschluß mit M übereinstimmt. 


Es sei M ein Teilraum' von H. Dann bezeichnen wir mit 
M-=HOM : 


die Menge der Elemente ge H, die zu allen Elementen f € M orthogonal sind. Be 
wollen beweisen, daß M+ ebenfalls ein Teilraum von H ist. Offenbar ist M+ 
linearer Raum, da aus (9,)= (9g,N=0 auch (agı + 839, f) = 0 folgt. Zum 
Beweis der Abgeschlossenheit nehmen wir an, daß die Elemente g, zu M-+ gehören 
und gegen g konvergieren. Dann gilt für jedesf€ M 


N>XO 


und deshalb gehört g ebenfalls zu M*. Der un M'! heißt orihogonales 
ment des Teilraumes M. 


Aus Satz 6 erhält man leicht den folgenden Satz. 


11 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Satz 7. Ist M ein (abgeschlossener!) linearer Teilraum des Raumes H, so kann jedes 
Element f € H aufeindeutige Weise in der Frmf=h-+h mit he€Mundh' e M! dar- 
‚gestellt werden. 


Beweis. Wir zeigen zunächst die Existenz einer solchen Darstellung. Dazu wählen 
wir in M ein vollständiges ortbonormiertes System {p,} und setzen 


k=eiad, “lb: 
n=1 


Da die Reihe 5 6,2 (nach der Besselschen Ungleichung) konvergiert, ist h sinnvoll 


n=1 
“ definiert und gehört zu M. Nun setzen wir 


N"=f-—h. 
Offensichtlich ist dann für alle n 
(k,o)=0; 


und weil jedes Element ö aus M in der Form 
=D, RU 

i n=i 

darstellbar ist, erhalten wir 


oo 


W)-Luh) = 


a=1 


d.h.Y eM!. / 
- Wir nehmen jetzt an, daß außer der soeben konstruierten Darstellung f=h + W 
noch eine andere Darstellung 


i=h+h; hEeM, hYeM+, 
existiert. Dann gilt für alle 


(9) = (Pr) = > 


woraus 
h=h, h=h 
folgt. Damit ist‘der Satz bewiesen. 
‘ Aus Satz 7 ergeben sich einige nützliche Folgerungen. 


Folgerung 1. Das orthogonale Komplement des orihogonalen Komplemenis eines 
abgeschlossenen linearen Teilraumes M stimmt mit M_ überein. 
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Somit kann man von zueinander komplementären Teilräumen des Raumes Z 
sprechen. Wenn M und M* zwei solche sich komplementierende Räume und {p,}, 
[9’} vollständige orthonormierte Systeme in M bzw. M! sind, so ergibt die Ver- 
einigung der Systeme {p,} und {p,’} ein vollständiges orthonormiertes ER im 
ganzen Raum H. Daher gilt: 


Folgerung 2. Jedes orthonormierie Aa kann zu einem in H vollständigen ortho- 
normierten System erweitert werden. 


Ist das System {p,} endlich, so ist die Anzahl seiner Elemente gleich der Dimension 
des von {p,} erzeugten Teilraumes M und gleich der Codimension des Teilraumes M+. 
Somit erhalten wir eine weitere Folgerung: 


Folgerung 3. Das orihogonale Komplemeni eines n-dimensionalen Teilraumes 
besitzt die Codimension n und umgekehrt. 


Wenn jeder Vektor fE H inder Form f=h-+h,heM,h’eM+ (M+ ist das 
'orthogonale Komplement von M), darstellbar ist, sagt man, daß H die direkte Summe 
der zueinander orthogonalen Teilräume M und M+ ist, und schreibt 


H=MOM:. 


Es ist klar, daß der Begriff der direkten Summe sofort auf endlich oder sogar abzähl- 
bar viele Teilräume verallgemeinert werden kann. Und zwar sagt man, daß H die 
direkte Summe seinier Teilräume M,, M,,...., M,, ... ist, 

H=M®M&-- ®M.&®---, 


wenn 


1. die Teilräume M; paarweise orthogonal sind, d. h., wenn fürö + k jeder Vektor 
aus M; orthogonal zu jedem Vektor aus M, ist, 


2. jedes Element f€E Hin der Form 
I=h+tbk+- ++, hn € Mn» 


dargestellt werden kann, wobei im Fall unendlich vieler Teilräume M, die Reihe 
2 |r.|% konvergent sein soll. Wenn eine solche Darstellung des Elements f existiert, 


n D 
so ist sie eindeutig bestimmt, und es gilt 


IP = 2 IhalP, 


wie man leicht nachprüfen kann. 


Neben der direkten Summe von Teilräumen kann man auch eine direkte Summe 
endlich oder abzählbar vieler Hilberträume einführen. Und zwar wird die direkte 
Summe 2 zweier Hilberträume 7, und H, folgendermaßen definiert. Als Elemente 
des Raumes H nimmt man alle Paare (h,,h,) mit hh€ H, und h,€ H,, und das 


11* 
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Skalarprodukt zweier solcher Paare erklärt man durch 
(Os he) (hd) = (ia hr‘) + here) 

Die Paare der Gestalt (h,, 0) und die Paare der Gestalt (0, h,) bilden offenbar zwei 
zueinander orthogonale Teilräume in HZ; den ersten kann man auf natürliche Weise 
mit dem Raum H, und den zweiten mit dem Raum H, identifizieren. 

Analog wird die Summe endlich. vieler Räume definiert. Die Summe Y= 3/ & H, 
von abzählbar vielen Räumen H,, Hs, ..., H., -.. wird folgendermaßen erklärt: Die 
Elemente des Raumes H sind alle Folgen der Form 


h=(hufe Am): (MncH,) 
mit 
Ir. <, 


und als Skalarprodukt (h, g) von Elementen h und g aus 7 nimmt man die Reihe 


2 (fin In): 


Rn 


3.4.8. Charakteristische Eigenschaft unitärer Räume. Wir wollen folgende Frage 
untersuchen. R sei ein normierter Raum; welche zusätzlichen Bedingungen muß 
dann eine in R definierte Norm erfüllen, damit R zu einem unitären Raum wird, d.h., 
damit die Norm in R durch ein Skalarprodukt definiert werden kann. Oder, anders 
ausgedrückt, wie kann man unitäre Räume in der Klasse aller normierten Räume 
charakterisieren. Eine solche Charakterisierung liefert der folgende Satz. 


Satz 8. Ein normierter Raum R ist dann und nur dann ein unitärer Raum, wenn für 
je zwei Elemente f und. g die Gleichung 


IE+ gi + If — gie = 2Ulfll? + el?) (25) 
erfüllt ist. 


Beweis. Daf-+ gundf — g die Diagonalen eines Parallelogramms mit den Seiten 
f und g sind, drückt Gleichung (25) eine bekannte Eigenschaft des Parallelogramms 
im unitären ‚Raum aus: In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate der 
Längen seiner Diagonalen gleich der Summe der Quadrate der Längen seiner Seiten. 
‘ Somit ist die Notwendigkeit der Bedingung klar. 
Wir werden beweisen, daß sie auch hinreichend ist. Dazu setzen wir 


= ltr IF - a) (26) 


und zeigen, daß die Funktion (26) allen Axiomen eines Skalarproduktes genügt, 
sofern (25) erfüllt ist. Da sich für f=g 


= N = IP en 
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ergibt, erzeugt dieses Skalarprodukt gerade die im Raum R gegebene Norm. 


Zunächst ist aus (26) sofort ersichtlich, daß 


= 


165 


ist, d. h., Eigenschaft 1 eines Skalarproduktes ist erfüllt. Außerdem gilt wegen (27) 
auch Eigenschaft 4. Zum Nachweis von Eigenschaft .2 betrachten wir die Funktion 


dreier Vektoren 


@bgh)=4älf+gh)—(hh)— (sh), 


d.h . 
Sg) = IF +g + AP — IP +g — Ale — I + Alp 
HART HH 
und zeigen, daß diese identisch verschwindet. Wegen (25) gilt 
IF+g + AR = Alf + RP + 2 ge — ft AR — all. 
Das setzen wir in (28) ein und erhalten 
Of.) = + hg HF —glP 
If + AR — If — Alp —Ig + Ale + Ig — AI. 
Nun bildersr-dk kelikmetische Mikkel yoh (28) und (29): 


Bl, = lg + AH FR + + fi) 


(28) 


29) 


= > (ig -k+ MP + le <A) —Ie+ A — ig — hlP. 


Nach (25) ist hier der erste Summand gleich 
lg + AP + IP | 
und der zweite gleich 
— |g hl? — IP. 
Also gilt 
St,g,h)=d. 


Wir weisen schließlich Eigenschaft 3, die Homogenität des Skalarprodukts nach. 


Dazu betrachten wir die Funktion 


ale) = (ef, g) — elf, 9) 
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bei beliebigen festen f und g. Aus (26) folgt dann sofort 
IR ' 
p(0) = T (la? — IIgiP) = 0, 


außerdem ist 9(—1) = 0 wegen (-/,9) = —(f; N. Daher gilt für jede ganze Zahl n 
mfg) = ln HN, 
u ee En EEE Eat 77 
= In] sgn.n(f,g) = n(h, 9); 
d.h. p(n) = 0. Weiter ergibt sich für ganze Zahlen p und g mitg =0 


; 1 fi 
(24) =p (24°) = 2.lohe) - 2. (9), 
..\g g q g -49 
d.h. o(c) = 0 für alle rationalen Zahlen c. Da die Funktion 9 stetig ist, folgt endlich 
e()=0. = 
Somit haben wir gezeigt, daß die Funktion (f,g) alle Eigenschaften eines Skalar- 
produktes besitzt. ö 


: Beispiele 


& 


1. Wir betrachten den n-dimensionalen Raum R,”, in dem die Norm durch die 
Formel s 


el, = (& a)” 


definiert ist. Für p = 1 sind alle Axiome einer Norm erfüllt, jedoch ist RB," nur für 
p=2ein unitärer Raum. Wenn wir nämlich in R,? die beiden Vektoren 


= (11,0,0,...,0), 
g= (1, —1,0,0,...,0) 
betrachten, dann ist 
i+9=(23,0,0,...,0), 
T-9=(0,2,0,...,0) 
und daher 
= lie,=2r, rg, gl >= 2, 
so daß die Parallelogrammgleichung (25) für p + 2 nicht erfüllt ist. 


2. Wir betrachten den Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, »/2]. 
Für 
ft) = cost, gt) = sint 


\ 
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gilt dann 
If = IIell = 1 
und 


/-+gl= re z jooa + sin i| = f2, 


0sts 


If—gli= max |cost — sint| = 1. 
. ostsal2 


Hieraus folgt 


If + gl? + If — gl? + Ulf? + IglP). 


Somit kann man die Norm im Raum C[0, z/2] nicht mit Hilfe eines Skalarproduktes 
: erklären. Es:ist leicht zu sehen, daß auch der Raum C/e, b] der ARE Funktionen 
auf einem beliebigen Intervall [a, 5] kein unitärer Raum ist. 


3.4.9. Komplexe unitäre Räume. Neben den reellen können auch komplexe unitäre 
Räume eingeführt werden (d. h. komplexe lineare Räume mit einem Skalarprodukt). 
Jedoch können die in 3.4.1. formulierten Axiome 1 bis 4 in einem komplexen Raum 
nicht gleichzeitig gelten. Aus 1 und 3 folgt nämlich 


(Aw, Aa) = 4%, x), 
woraus wir für} =i 
(ie; ie) = —(&, ©) 


erhalten, d. h., die Skalarprodukte der Vektoren x und ix können nicht gleichzeitig 
positiv sein. Mit anderen Worten sind die Axiome 1 und 3 unvereinbar mit Axiom 4. 
Deshalb müssen die Axiome, mit deren Hilfe das Skalarprodukt definiert wurde, im 
komplexen Fall gegenüber dem reellen Fall etwas abgeändert werden. In einem kom- 
plexen Raum definieren wir das Skalarprodukt als (komplexwertige) Funktion zweier 


. Vektoren, die folgenden Bedingungen genügt: 


.@)=WR), 

2. (6 + 2,9) = (&,Y) + (& 9), 

3.(ie,y) =M&, y) 

4. (2,2) Z 0, wobei (z,2) > O ist fürx #0. 


(Wir haben also im 1. Axiom eine Korrektur vorgenommen, während die drei anderen 
Axiome ohne’ "Änderung beibehalten wurden.) Aus den Bedingungen 1 und 3 ergibt 
sich 


(©, 2y) = (Ay, x) = Ay, x) = Ma, Y). 
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Ein wohlbekanntes Beispiel eines komplexen n-dimensionalen unitäten Raumes ist 
der lineare Raum €” (3.1.1., Beispiel 2), wenn das Skalarprodukt der Elemente 
?= (2, Kay er, %n) und Yy = (A; Yay +.., Yn) 


durch die Formel 


(x, y) = 2 Cr 


definiert wird. Bekanntlich ist jeder n-dimensionale komplexe euklidische Raum iso- 
morph zu diesem Raum. 
Als Beispiele unendlichdimensionaler komplexer unitärer Räume können dienen 


1. der komplexe Raum /, aller Folgen 
© — (X, Eay ser Ins») 
von komplexen Zahlen, für die 
1? < oo 
n=1 


ist, mit dem Skalarprodukt 
@y) = pi %ufn; 


2. der Raum O?fa, 5] aller stetigen BER Funktionen auf dem Intervall 
In, b] mit dem SENarprodun® 


g) = fi (gl) di. 


In einem komplexen Raum wird die Länge (Norm) eines Vektors genau wie im 
reellen Fall durch die Formel 


Ill = Y(®, ©) 

definiert. Den Begriff des Winkels zwischen Vektoren führt man im komplexen 
(®,y) 
Ikell IIgil 
nicht Kosinus eines reellen Winkels sein kann). Jedoch der Begriff der Orthogonalität 
wird beibehalten: Zwei Sa orthogonal zueinander, wenn (x,y)= 0 
ist. 

Ist {o,} ein orthogonales Beten im komplexen unitären Saum R und fein be. 
liebiges Element aus R, so werden die Zahlen 


eu 
= par: (pn). 


Fall gewöhnlich nicht ein (da die Größe 


im allgemeinen komplex ist und daher 
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wie im reellen Fall Fourierkoeffizienten genannt, und die Reihe 
& AmPn 
Rn 


heißt Fourierreihe des Elements f bezüglich des Systems (o,}. Dabei gilt die Besselsche 
Ungleichung 


2 rl. 


Ist insbesondere das System {p,„} orthonormiert, so werden die Fourierkoeffizienten 
bezüglich dieses Systems durch die Formel 


= (F, Pr) : 
gegeben, und die Besselsche Ungleichung. nimmt die Gestalt 


lo? (hN 


an. Ein vollständiger separabler komplexer unitärer Raum unendlicher Dimension 
heißt komplexer Hilbertraum. Auch für komplexe Hilberträume gilt der Isomorphie- 
satz: 


Satz 9. Alle komplexen Hilberträume sind zueinander isomorph. 


Die einfachste Realisierung eines solchen Raumes ist der komplexe. Raum |,. 
Eine andere Realisierung des komplexen Hilbertraumes durch einen Funktionen- 
raum. werden wir in Kapitel 6 kennenlernen. 

Der Leser möge nachprüfen, daß alle Sätze, die für reelle unitäre Räume und ins- 
besondere Hilberträume gezeigt worden sind, (mit unbedeutenden Abänderungen 
wegen der abweichenden Definition des Skalarproduktes) auch für komplexe Räume 
gelten. = 


3.5. Topologische lineare Räume 


3.5.1. Definition und Beispiele. Die Angabe einer Norm ist nur eine der möglichen 
Arten, in einem linearen Raum eine Topologie einzuführen. Die Entwicklung der 
Theorie der Distributionen (von denen im nächsten Kapitel die Rede sein wird) und 
auch anderer Teilgebiete der Funktionalanalysis zeigte, daß in vielen Fällen: die Be- 
trachtung linearer Räume mützlich ist, in denen die Topologie nicht mit Hilfe einer 
Norm, sondern auf irgendeine andere Weise eingeführt wurde. 


Definition 1. Eine Menge E heißt topologischer linearer (oder auch linearer 
topologischer) Baum, wenn folgendes gilt: 


I. E ist ein (reeller oder komplexer) linearer Raum. 
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II. E ist ein topologischer Baum: 


Ill. Die Addition und.die Skalarmultiplikation in Z sind bezüglich der in # ge- 
gebenen Topologie stetig. Genauer besagt die letzte Bedingung: 


1. Wenn 2, = x + y, ist, dann gibt es zu jeder Umgebung U des Punktes 2, 
Umgebungen V und W von x, bzw.’y,, sodaß= + yfürze V,ye W zu U gehört. 


2. Wenn &g%, = Yy Ist, existiert zu jeder Umgebung U des Punktes y, eine Um- 
gebung Y des Punktes x, und eine Zahl e > 0, so daß «x für |a — = %ol <eundxze V 
zu U gehört. 


Aus diesem Zusammenhang zwischen den algebraischen DR und der 
Topologie in einem topologischen linearen Raum folgt, daß die Topologie in einen 
solchen Raum bereits vollständig durch das System aller Nullumgebungen bestimmt 
wird. Ist nämlich x ein Punkt des linearen topologischen Raumes EZ und U eine 
Umgebung des Nullpunktes in E, so ist die in den Punkt x verschobene Umgebung 
U + x eine Umgebung des Punktes x. Offenbar kann jede Kaebans eines bebebizpn 
Punktes x € E auch auf diese Weise erhalten werden. 


Aus der Stetigkeit der Addition und der Skalarmultiplikation in einem topo- 
logischen linearen Raum ergeben sich unmittelbar die folgenden Aussagen: 

1. Sind U, V’ offene M engen. in E, dann ist auch die Menge U +YV (d.h. die Ge- 
samtheit aller Elemente der Frme +y,zEe U, yeV) offen. 


2. Ist U offen, dann ist auch die Menge AU (d.h. de Gesamtheit aller Elemente 
der Form Az, x € U) für jedes A + 0 offen. 


3. Ist F eine abgeschlossene Menge in E, so ist auch.AF für jedes A abgeschlossen. 


Beispiele . 

1. Zu.den topologischen linearen Räumen gehören zunächst einmal alle normierten 
Räume, denn aus den Eigenschaften der Norm folgt sofort, daß die Addition und 
die Skalarmultiplikation in der durch die Norm erzeugten Topologie stetig sind. 

2. Wir definieren im Raum R* aller Zahlenfolgen x = (&, 23, .--, %, ---) folgen- 
dermaßen ein System von Nullumgebungen. Jeweils endlich viele natürliche Zahlen 
ky,..., k, und eine positive Zahl e > 0 bestimmen eine Umgebung U(kı,..., ne), . 
die aus allen Punkten x € R® mit 


| <&; ı—=1,2,...,r, 


“ besteht. Man prüft leicht nach, daß die Angabe dieses Systems von Nullumgebungen 
den Raum R” zu einem topologischen linearen Raum macht. (Neben R® kann man 
auch den Raum C* aller komplexen Folgen betrachten.) 


3. Es sei K[a, b] der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen!) auf. 
dem Intervall [e, b]. In K[a, b] definieren wir mit Hilfe des folgenden Systems von 


1) Das sind Funktionen mit Ableitungen beliebig hoher Ordnung. 
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Nullumgebungen eine Topologie. Jede natürliche Zahl m und jede positive Zahl 
> 0 bestimmen eine Nullumgebung U, die aus allen Funktionen @ mit 


p®la)l<e,;, k=0,1,2,...,m, 


besteht; dabei ist 9® die k-te Ableitung der Funktion p. 


Die Forderung, daß die Topologie in einem topologischen linearen Raum mit den 
darin erklärten linearen Operationen verträglich sein soll, legt der Topologie hin- 
reichend starke Einschränkungen auf. In einem topologischen linearen Raum E be- 
sitzen ein Punkt x und eine diesen Punkt nicht enthaltende abgeschlossene Menge stets 
disjunkte Umgebungen. 


Zum Beweis dieser Behauptung genügt es, den Punkt x=0 und eine beliebige 
ihn nicht enthaltende abgeschlossene Menge 7 zu betrachten. Wenn ir U=ENF 
setzen, gibt es wegen der Stetigkeit der Subtraktion eine Nullumgebung W mit 
W—-W U. Als eine solche Umgebung W kann man etwa den Durchschnitt zweier 
Nullumgebungen W, und W,.nehmen, für die x — y zu U gehört, falls € W, und 
y€ W, ist. Wir wollen nachweisen, daß der Abschluß der Umgebung W in Ü ent- 
halten ist. Dazu sei y € [W]. Dann enthält jede Umgebung des Punktes y, insbe- 
‚sondere also y + W, einen Punkt z aus W. Folglich gilt y+ze W, d.h. also 
yeW-WCU, was gerade behauptet worden war. Die Mengen W und Z\N[W] 
sind dann die gesuchten Umgebungen des Punktes 0 bzw. der Menge F. 


Ein topologischer Raum heißt separieri, wenn er dem ersten Trennungsaxiom 
genügt, d.h., wenn alle einpunktigen Mengen abgeschlossen sind. Offenbar ist ein 
linearer topologischer Raum dann und nur dann separiert, wenn der Durchschnitt 
‚aller Nullumgebungen keine von Null verschiedenen Elemente enthält. Topologische 
Räume, die dem ersten und dem dritten Trennungsaxiom genügen, haben wir 
in Kapitel 2 regulär genannt. Nach dem im vorhergehenden Absatz Gezeigten folgt 
dann, daß ein separierter linearer topologischer Raum regulär ist. 


In normierten Räumen spielt der Begriff der beschränkten Menge eine wichtige 
Rolle. Obwohl dieser Begriff dort mit Hilfe der -Norm eingeführt wird, kann man 
ihn auch in natürlicher Weise für beliebige topologische lineare Räume formulieren. 

Eine Menge M im topologischen Raum E nennen wir beschränkt, wenn für jede 
Nullumgebung U ein n > 0 existiert, so daßAU Do Mistfür A| >2n. . j 

Es ist klar, daß dieser Beschränktheitsbegriff für normierte Räume mit der Be- 
schränktheit bezüglich der Norm übereinstimmt (d.h. mit der Möglichkeit, eine 
gegebene Menge im Innern einer Kugel |l«]| < R unterzubringen). Ein Raum Z heißt 
lokalbeschränkt, weun in E wenigstens" eine nichtleere offene beschränkte Menge 
existiert. Jeder normierte Raum ist lokalbeschränkt. Der in Beispiel 2 angegebene 
Raum R® ist ein Beispiel eines nicht lokalbeschränkten Raumes (der Leser möge das 
beweisen). Se \ 
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; Aufgaben 


"1. E sei ein topologischer linearer Raum, dann sind die folgenden Behauptungen zu beweisen. 


a) Eine Menge M = E ist dann und nur dann beschränkt, wenn für jede Folge {x,} = M und 
jede Nullfolge fe,} von positiven Zahlen die Folge &,%, gegen Null strebt. 


b) Jede konvergente Folge {x,} < E ist eine beschränkte Menge. 


c) Wenn E lokalbeschränkt ist, erfüllt Z das erste Abzählbarkeitsaxiom. 
Gilt das erste Abzählbarkeitsaxiom im Raum R®? 


2. Wir sagen, daß eine Menge M in einem topologischen linearen Raum von der Nullumge- 


- bung U absorbiert wird, wenn eine Zahl » mit nV >M existiert. Man beweise, daß in einem 


lokalbeschränkten Raum ein Fundamentalsystem von Nullumgebungen existiert, die einander 
absorbieren, und gebe ein solches System in einem normierten Raum an. 


3.5.2. Lokalkonvexe Räume. Ein beliebiger topologischer linearer Raum kann 
Eigenschaften besitzen, die sehr stark von den gewohnten Eigenschaften unitärer 
oder normierter Räume abweichen. Die sogenannten lokalkonvexen Bäume bilden 
eine wichtige Klasse von Räumen, die allgemeiner sind als die normierten Räume, 
für die aber viele Eigenschaften dieser Räume erhalten bleiben. 


Definition 2. Ein topologischer linearer Raum heißt lokalkonvex, wenn darin 
jede nichtleere offene Menge eine nichtleere konvexe offene Teilmenge enthält. 

Wenn der Raum E lokalkonvex ist, gibt es zu jedem Punkt x € E und jeder Um- 
gebung U von x eine konvexe Umgebung V von x mit V CU. Es reicht aus, die 
Richtigkeit dieser Behauptung für den Punkt «= 0 nachzuweisen. Dazu sei U 
irgendeine Nullumgebung. Dann gibt es eine Nullumgebung Y mit V — vet. 
Da E lokalkonvex ist, enthält V eine nichtleere konvexe offene Teilmenge V’’< V. 
Es sei y € V’, dann ist 7’ — y eine konvexe Nullumgebung, die in U enthalten ist. 
‘ Jeder normierte Raum ist lokalkonvex. Denn jede nichtleere offene Teilmenge in 
einem normierten Raum enthält eine Kugel. Somit ist jeder normierte Raum lokal- 


beschränkt und lokalkonvex. Man kann zeigen, daß die Klasse der Räume mit diesen 


beiden Eigenschaften im wesentlichen auch nur die normierten Räume enthält. 
‚Ein topologischer linearer Raum E heißt normierbar, wenn die Topologie in # mit 

Hilfe einer Norm erklärt werden kann. Dann gilt folgender Satz: Jeder separierte 

lokalkonvewe und lokalbeschränkte topologische lineare Raum ist normierbar. 


r 


Aufgaben 


1. Man zeige, daß eine offene Menge U in einem topologischen linearen Raum genau dann 
konvex ist, wnın U-U=2U ist. ; 


2. E seiein linearer Raum. Eine Menge U E heißt symmetrisch, wenn mit zeU auch —xeU 


.. gilt. B sei das System aller konvexen symmetrischen Teilmengen des Raumes E, die mit ihrem 


offenen Kern (vgl. 3.2.1.) übereinstimmen. Dann ist die Gültigkeit folgender Behauptungen zu 

zeigen: " 

a) Das System B ist ein Erzeugendensystem von Nullumgebungen für eine I EDETERS 
‚separierte Topologie E (diese Topologie heißt offen-konver). 


3.5. Topologische lineare Räume 173 


b) Die offen-konvexe Topologie ist die gröbste aller lokalkonvexen Topologien, in der die 
linearen Operationen in E stetig sind. j 


‘e) Jedes lineare Funktional auf E ist bezüglich der offen-konvezen Topologie stetig. 


3.5.3. Abzählbar-normierte Räume. Eine für die Analysis sehr wichtige Klasse von 
topologischen linearen Räumen bilden die sogenannten abzählbar-normierten Räume. 
Um die entsprechende Definition formulieren zu können, benötigen wir erst noch 
einen weiteren Begriff. 

In einem linearen Raum Z seien zwei Normen || - |}, und || - ||, gegeben. Diese Normen 
heißen koordiniert, wenn jede Folge aus Z, die in der einen Norm gegen den Grenzwert 
x € E konvergiert und bezüglich der anderen Norm eine Fundamentalfolge bildet, 
auch in der zweiten. Norm gegen denselben Grenzwert x konvergiert. 


Die Norm ||-|, nennt man stärker als die Norm ||-|,, wenn eine Konstante c > O0 existiert, so 
daß Ile], = c |], für alle x € Z ist. - 

Wenn die erste Norm stärker als die zweite und die zweite stärker als die erste ist, heißen die 
beiden Normen äquivalent. Zwei Normen heißen vergleichbar, wenn eine von ihnen stärker als die 
andere ist. 


Definition 3. Ein linearer Raum E heißt abzählbar-normiert,. wenn in E ein 
abzählbares System paarweise koordinierter Normen |]-||, gegeben ist. Jeder abzähl- 
bar-normierte Raum wird zu einem topologischen linearen Raum, wenn man als 
erzeugendes Nullumgebungssystem die- Gesamtheit aller Mengen 


U. = la: € B, \ellı <& ..., IRllr En 


(r natürliche Zahl, e > 0) nimmt. 

Der Leser möge als Übung nachweisen, daß dieses System von Nullumgebungen 
tatsächlich in E eine Topologie definiert, in ‚der die Addition und die Skalarmulti- 
. plikation stetig sind. 

Jeder 'abzählbar-normierte Raum genügt dem ersten Abzählbarköitsäkiom; Ar 
man das System aller Nullumgebungen U,, durch das abzählbare Teilsystem aller 
Nullumgebungen U, ,„ ersetzen kann (ohne dabei die Topologie zu verändern). 
Darüber hinaus kann man die Topologie in einem abzählbar- normierten Raum auch 
mit Hilfe einer Metrik definieren, z. B. durch 


uni EM, zyen. a. 
n=1 1 + ie —Y Im ; 

Wir überlassen dem Leser den Nachweis, daß die Funktion o(x,y) alle Abstands- 
axiome erfüllt und translationsinvariant ist (d.h. o(@ +23,y-+2) = el, y), für 
%,y,2€ E) und daß die davon erzeugte Topologie mit der ursprünglichen über- 
einstimmt. Somit können wir von der Vollständigkeit eines abzählbar-normierten 
Baumes sprechen, wenn wir darunter die Vollständigkeit bezüglich der oben ein- 
geführten Metrik verstehen. Wir bemerken noch, daß eine Folge {x;} dann und nur 
dann Fundamentalfolge bezüglich der Metrik (1) ist; wenn sie Fundamentalfolge 
in jeder der Normen || - ||, ist, und daß sie genau dann in dieser Metrik gegen ein 
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Element x € E konvergiert, wenn sie in jeder Norm |j- |, gegen x konvergiert. Mit 

‚anderen Worten bedeutet die Vollständigkeit eines abzählbar-normierten Raumes, 
daß in ihm jede Folge konvergiert, die Fundamentalfolge bezüglich aller Normen 
+ I ist. 


Beispiele 
1. Ein wichtiges Beispiel eines abzählbar-normierten Ranmiei ist der oben be- 


trachtete Raum Kla, b] aller auf dem Intervall [&, b] unendlich oft differenzierbaren 
Funktionen, wenn man die Norm |} - |, in diesem Raum durch die Formel 


Ilm = ar a] 


en 


definiert. Offenbar sind alle diese Normen untereinander koordiniert und definieren 
in Ka, b] genau die oben beschriebene Topologie. 


. 2. Es sei 8 der Raum aller der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf der 
Zahlengeraden, die zusammen mit allen ihren Ableitungen im Unendlichen schneller 
‚als jede Potenz von 1/|t| gegen Null streben (d. h. die der Bedingung tf@(t) — 0 für 
| — © bei beliebig fixiertem % und q genügen). In diesem Raum definieren wir ein 
abzählbares System von Normen, indem wir 
lm = sup fo)» m=0,1,2,..., 
0<k.g<m 
—00<1<00 . 
setzen. Es läßt sich leicht nachprüfen, daß diese Normen untereinander koordiniert 
sind. Somit ist 8 ein abzählbar-normierter Raum. 


3. Einen wichtigen Spezialfall abzählbar-normierter Räume bilden die sogenannten 
abzählbar-Hilbertschen Räume. Es sei H ein linearer Raum, in dem ein abzählbares 
System (9, y), von Skalarprodukten gegeben ist. Dabei setzen wir voraus, daß die 


entsprechenden Normen |lpll, = Yo; 9), untereinander koordiniert sind. Wenn ein 
solcher Raum vollständig ist, heißt er abzählbar-Hilberischer Raum. 
4. Als konkretes Beispiel eines abzählbar-Hilbertschen Raumes kann der folgende 
Raum dienen. Es sei ® die Gesamtheit aller Zahlenfolgen {x,}, für die die Reihe 
x 
Dnka,? 
n=1 


bei beliebigem k > 0 konvergiert. Wenn wir 


oo 
elle = |} & mau? 
n=1 


setzen, erhalten wir in diesem Raum ein abzählbares System von Normen. Unschwer 
überzeugt mansich davon, daß diese Normen untereinander koordiniert sind, und daß 
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® im oben SngeBEngen Sinne vollständig ist. Offensichtlich kann man jede der Nor- 
men mit Hilfe des Skalarprodukts 


(2, Yr = n'&nYm. 
n=1 
definieren, 4 h., © ist ein abzählbar-Hilbertscher Raum. Er wird Raum der schnell 
fallenden Folgen genannt. 


. Wenn E ein abzählbar-normierter Raum ist, kann man annehmen, daß die darin 
erklärten Normen I - |x der Bedingung 


elle = Ielı für A<I & 
genügen. Denn sonst könnte man die Normen ||e|, durch die Normen 


elle“ = sup (Iellı, Ile +»; Meile) 


ersetzen, die in E dieselbe Topologie bestimmen wie das System der ursprünglichen 
Normen. Durch Vervollständigung des Raumes E.in jeder der Normen || - ||; erhalten 
wir ein System vollständiger normierter Räume E,. Dabei folgt aus der Beziehung (2) 
und der Koordiniertheit der Normen, daß die natürliche Einbettung 


ERDE, für k<il 


besteht. Somit kann man jedem abzählbar-normierten Raum E eine fallende Kette 
vollständiger normierter Räume 2 ’ 


Kons Dee DERD er, nHEo>#, 
i=1 


AuednEn, Man kann: zeigen, daß der Raum EZ genau dann vollständig ist, wenn 


E= N E, ist (Beweis!). So ist zum Beispiel der Raum Ka, b] der unendlich oft 
k=1 ’ 

differenzierbaren Funktionen auf dem Intervall [a, 5] der Durchschnitt der voll- 

ständigen normierten Räume D" (rn —0,1,2,...), dabei ist D” der Raum aller 


n-mal stetig differenzierbaren Funktionen mit der Norm { 


Alle = au oc) 


st<b 
O<kn 

Die Theorie der linearen normierten Räume ist in den dreißiger Jahren, hauptsächlich in den 
Arbeiten von BAnAcH, entwickelt worden. Damals war man der Ansicht, daß diese Klasse von 
Räumen umfangreich genug ist, um alle konkreten Bedürfnisse der Analysis zu erfüllen. In der 
Folgezeit wurde jedoch klar, daß das nicht so ist. Es zeigte sich, daß für eine Reihe von Problemen. 
solche Räume wie der Raum der unendlich oft differenzierbaren Funktionen, der Raum R® 
aller Zahlenfolgen und andere Räume wichtig sind, in denen die jeweils natürliche Topologie nicht, 
mit Hilfe irgendeiner Norm erklärt werden kann. Somit sind topologische, aber nicht normierte. 
lineare Räume durchaus keine „pathologischen“ Fälle. Vielmehr stellen einige dieser Räume 
genauso natürliche und wichtige Verallgemeinerungen des endlichdimensionalen euklidischen 

Raumes dar wie beispielsweise der Hilbertraum. 
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41. ‚Stetige lineare Funktionale 


. 4.1.1. Stetige lineare Funktionale in topologischen linearen Räumen. In 3.1. haben 

wir bereits Funktionale auf einem linearen Raum betrachtet. Unter den Funktio- 
“ nalen auf einem topologischen linearen Raum sind die stetigen Funktionale 
von grundlegendem Interesse. Wie üblich heißt ein Funktional f auf einem Raum Z 
stetig, wenn zu jedem e > 0 und jedem x, € E eine Umgebung U des Elementes x 
existiert, so. daß 


fa) —- Kal <e für eV. A) 


ist. Diese Definition bezieht sich insbesondere auch auf lineare Funktionale. 
Ist Z ein endlichdimensionaler topologischer linearer Raum, so ist jedes 

lineare Funktional auf Z automatisch stetig. Im allgemeinen folgt jedoch aus der 

Linearität eines Funktionals nicht dessen Stetigkeit. 


Wenn ein lineares Funktional f in einem Punktx< E Beng ist, so ist f überall u E 
stetig. 


Um das zu zeigen, nehmen wir an, daß y ein beliebiger Punkt in Z und. e > O ist, 
Wir wählen eine Umgebung U’ des Punktes x, so daß die Bedingung (1) erfüllt ist. 
Dann ist die verschobene Umgebung 


V=U+Wy-e) 


die gesuchte Een des Punktes % denn für jedesze V gilt. 2+%— yeUund 
folglich 


fe) - Il = Ife-y+e) - Mo) <e. 


Somit reicht es aus, die Stetigkeit eines linearen Funktionals in einem Punkt 
nachzuweisen, zum Beispiel im Punkt 0. 

Wenn E ein Raum ist, der. dem ersten Abzählbarkeitsaxiom genügt, kann man die 
Stetigkeit eines linearen Funktionals auf E mit Hilfe von Folgen formulieren: Ein 
Funktional f heißt stetig im Punkt x € E, wenn aus x, — x auch f(x,) — f(x) folgt. 
Der Nachweis der Gleichwertigkeit dieser Stetigkeitsdefinition mit der oben an- 
gegebenen (im Fall der Gültigkeit des ersten Abzählbarkeitsaxioms) wird dem Leser 
überlassen. 3 
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Satz 1. Für die Stetigkeit eines linearen Funktionals f auf E ist notwendig und 
hinreichend, daß eine Nullumgebung in E existiert, auf der | beschränkt ist. 


Beweis. Wenn das Funktional f im Punkt 0 stetig ist, existiert zu jedem & > O0 eine 
Nullumgebung, auf der 


Mel <e 
ist. Umgekehrt sei U eine Nullumgebung mit 
Fa) sC für zETD, 


und es sei e > 0. Dann ist en U eine Nullumgebung, auf der |f{®)| < e ist. 


Aufgabe. E sei ein topologischer linearer Raum; man zeige die Gültigkeit der folgenden Be- 
hauptungen: 


a) Ein lineares Funktional auf Z ist dann “und nur dann stetig, wenn eine offene Menge UCE 
und eine Zahl i mit id f{U) existieren; dabei ist f({U) die Menge aller Werte von f(x), zE U. 


b) Ein lineares Funktional ist an dann stetig, wenn sein Nullraum (x: f(x) = 0} in E abge- 
schlossen ist. 


c) Wenn jedes lineare Funktional ai E stetig ist, stimmt die Topologie in Z mit der offen- 
konvexen Topologie (vgl. Aufgabe 2 auf 8. 172) überein. 


d) Wenn E unendlichdimensional und normierbar ist, dann existiert auf B ein Ben „stetiges 
lineares Funktional (man nutze die Existenz einer Hamelhanıkı in E aus; vgl. die Aufgabe auf 
8. 127). 


e) In & existiere ein erzeugendes System von Nullumgebungen, dessen Mächtigkeit die algebra- 
ische Dimension des Raumes E (d.h. die Mächtigkeit einer Hamelbasis in E; vgl. die Aufgabe 
auf 8. 127) nicht übertrifft. Dann existiert in # ein nicht-stetiges lineares Funktional. 


f) Notwendig für die Stetigkeit eines linearen Funktionals / auf E ist die Beschränktheit von f 
auf jeder beschränkten Menge. Wenn Z dem ersten‘ Abzählbarkeitsaxiom genügt, ist diese 
Bedingung auch hinreichend. 


4.1.2. Lineare Funktionale auf normierten Räumen. Der betrachtete Raum Z sei 
jetzt normiert. Nach Satz 1 ist jedes stetige lineare Funktional f auf einer gewissen 
Nullumgebung beschränkt. Da in. normierten Räumen jede Nullumgebung eine 
Kugel enthält, ist f also auf einer gewissen Kugel beschränkt. Wegen der Lineari- 
tät des Funktionals ist das gleichwertig mit der Beschränktheit auf jeder Kugel, 
insbesondere auf der Einheitskugel ||| < 1. Umgekehrt folgt aus der Beschränkt- 
heit des Funktionals f auf der Einheitskugel wiederum nach Satz. 1 seine esolrauke. 
heit (da das Innere dieser Kugel eine offene Menge ist). 


Somit ist ein. lineares Funktional in einem normierten Raum dann und nur dann 
stetig, wenn seine Werte auf der Einheitskugel beschränkt sind. 


Es sei f ein stetiges lineares Funktional im normierten Raum, E. Die Zahl 


Il = sup I/@)|, (2) 
kelsı 


12 .Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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d.h. die kleinste obere Schranke der Funktionswerte [/(x)| auf der Einheitskugel des 
Raumes Z, nennen wir die Norm des Funktionals f. Wir vermerken die folgenden fast 
trivialen Eigenschaften von |[f}|: 


1: = sup nn 


das ergibt sich sofort aus der für x + 0 gültigen Beziehung 


vol _,{e\l. 
M = =) 


2. Für jedes xeE gilt 
Ka) = Iifil- Tell. z 8) 


Denn für + 0 gehört das Element — 
nition der Norm eines Funktionals 


al Mel! 
f m)- 


a si 
woraus (3) folgt. Für x = 0 steht rechts und links in (3) Null. 


pr A zur Binheitskugel und daher ist nach Defi- 


Aufgabe. Es sei C > 0 eine Zahl mit 
Ya) CO lei (4) 


für jedes x. Man weise die Beziehung |jfj = inf.C nach, wobei das Infimum über alle € genommen 
wird, die die Ungleichung (4) erfüllen. 


Wir betrachten jetzt Beispiele linearer Funktionale in normierten Räumen, 


1. Es sei @ ein fester Vektor im reellen »-dimensionalen euklidischen Raum R*. 
Dann stellt das Skalarprodukt = 


fa) = (@, a); weR*, 


offenbar ein lineares Hozikkisnal auf dem R” dar, Auf Grund der Schwarzschen Un- 
gleichung gilt 
(fa) = \®, @)| S |ell - all; j (5) 


folglich ist dieses Funktional beschränkt und somit auch stetig auf dem R". Aus 
Ungleichung (5) erhalten wir 


al] 


Be 
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Da die rechte Seite dieser Ungleichung nicht von x abhängt, folgt daraus 
Fa) 


su el = lalı, 


d.h. |/fl| s |ell. Für « en erhalten wir 


ka) = (a, a) = jalP, d.h. In = lall. 
Daher gilt sogar vo 


II = llall. 
2. Das bestimmte Integral 


I(&) = fe x{t) dt 


einer auf [e, b] stetigen Funktion x({f) stellt ein lineares Funktional im Raum C[a, b] 
dar. Dieses Funktional ist beschränkt, und seine Norm ist b — a. Denn es gilt Be 


II@)| = 


b 
Sat) at\ < max |etı)| (® — a) = rl (b — a), 


wobei für x = const die Gleichheit erreicht wird. 


3. Wir betrachten ein allgemeineres Beispiel. Es sei yo(£) eine feste auf [a, 5] stetige 
Funktion. Dann setzen wir für jede Funktion x{t) € C[a, b] 


b 
Fa) = [att) yolt) di. 
Dieses Funktional ist linear und wegen 


b 
IF@)| = < Ill [Iyn de (6) 


b 
[ro yo) di 


auch beschränkt. Auf Grund der Linearität und Beschränktheit ist F also stetig. 
Aus (6) ergibt sich eine Abschätzung der Norm von F: 


b 
FI < [Iyole)l de. 


(Man zeige, daß hier sogar die Gleichheit gilt!) 
4. Wir betrachten im Raum O[a, b] das schon in 3.1.5. erwähnte lineare Funktional 
6,8) = xl). , 


12* 
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Für eine Funktion z{t) ist der Wert dieses Funktionals gleich dem Funktionswert von 
<(t) im Punkt t,. Offenbar ist - 


to)! = iell; 


wobei für & = const die Gleichheit gilt. Hieraus ergibt sich sofort, daß die Norm des 
Funktionals ö,, gleich 1 ist. 


5. In einem beliebigen unitären Raum X kann man ebenso wie im BR” ein lineareg 
Funktional definieren, indem man für jedsze X 


FR) = (&, a) 

mit einem festen Element a € X setzt. Wie im R* ist die Beziehung 
Il = llelı 

auch hier leicht nachzuprüfen. 


Im weiteren werden wir nur stetige lineare Funktionale betrachten und das Wort 
„stetig“ der Kürze halber weglassen. 

Dem Begriff der Norm eines linearen Funktionals kann man folgende anschauliche 
Interpretation geben: Wir haben schon gesehen (3.1.), daß man jedem linearen 
Funktional eine Hyperebene Z zuordnen kann, die durch die Gleichung 

ie) =1 | 
bestimmt wird. Wir wollen den Abstand d dieser Hyperebene vom Punkt O be- 
rechnen. Nach Definition ist d = inf |le||. Aus der VORNE: 


Ke)=1 
Kal = If lei 
nn wir auf der Hyperebene f(«) = 1 die Abschätzung ||| = n 7 ‚ daraus folgt 


Andererseits kann man nach Definition der Norm von f zu jedem e> ) 


7 


ein Element x, mit fa) =1 and 


1> (fl — &) IR. 


finden; daher ist 


4 
x 


1 
d= inf ne 
en = Il — e 


Da & > 0 beliebig war, erhalten wir 


a: 
ar 


d.h., die Norm eines linearen Funktionals ist der reziproke Wert des Abstands der 
Hyperebene f(x) =1 vom Punkt 0. ö 


"41. Stetige lineare Funktionale 181 


4.1.3. Der Satz von Hahn-Banaeh in normierten Räumen. In 3.2. haben wir den 
Satz von Haun-BanacH allgemein bewiesen. Danach kann jedes lineare Funktio- 
nal, das auf einem Teilraum L des linearen Raumes Z definiert ist und dort der Be- 
dingung 

Kal sre)  . Ze ) 
genügt (p war dabei ein festes konvexes Funktional auf E), unter Beibehaltung 


dieser Bedingung auf ganz E fortgesetzt werden. Für normierte Räume kann man 
diesen Satz wie folgt formulieren. 


Es sei E ein reeller normierter Raum, L ein Teilraum von E ünd f, ein beschränktes 
lineares Funktional auf L. Dann kann dieses lineare Funktional zu einem beschränkten 
linearen Funktional f auf dem ganzen Raum E fortgeseizt werden unter Beibehaltung 
seiner Norm, d.h. 


 WFolauez = |flausr- 


Wenn nämlich _ 


Ifollausz = % 
ist, wird durch p(x) = K'||e|| offenbar ein konvexes Funktional auf E mit 
Ifo@)ll = Pa) 


für € L definiert, und durch Anwendung des (allgemeinen) Satzes von Haun- 
BanacH erhalten wir das gewünschte Resultat. 

Diese Form des Satzes von Haun-BanacH gestattet NE geometrische Inter- 
pretation. Die Gleichung 


ke)=1. = 


definiert im Teilraum L eine Hyperebene, deren Abstane vom Nullpunkt —— 


m 


trägt. Wenn wir das Funktional f, unter Beibehaltung seiner Norm zu einem Funk- 
tional auf ganz # fortsetzen, legen wir durch diese Hyperebene in L eine „große“ 
Hyperebene in E, wobei sich der Abstand ’zum Nullpunkt nicht verkleinert. 

Die komplexe Variante des Satzes von Hann-BanacH (3.2., Satz 4a) liefert ein 
komplexes Analogon des vorhergehenden Satzes: 


Es sei E ein komplexer normierter Raum und f, ein beschränktes lineares Funktional 
- auf einem Teilraum L — E. Dann existiert ein beschränktes lineares Funktional, fauf 
ganz E mit 


fe) = I); wel, | | 
flaue = Ifollausz - ' 


Aus dem Satz von Haun-BanAcH für normierte Räume ergibt sich folgende wich- 
tige Tatsache. 
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Folgerung. Es sei E ein normierter Raum. Dann. existiert für beliebige Punkte 
% = 2%, aus. E ein steliges lineares Funktional f mit Kx&,) + f{x2). Man sagt, daß ein 
derartiges Funktional die Punkte x, und x, trennt. 


Diese Behauptung ist-gleichbedeutend damit, daß für jedes x, + 0 ein Funktional f 
existiert, das x, und 0 trennt, d. h., für das f(&,) # 0 ist. Zur Konstruktion des ge- 
suchten Funktionals betrachten wir zunächst alle Elemente der Form Ax, und defi- 
nieren für diese Elemente ein Funktional /, durch die Gleichung fu(Ax,) = 4. An- 
schließend setzen wir f, (unter Benutzung des Satzes von Hauv-BAnAch) auf ganz E 
fort. Als Ergebnis erhalten wir ein stetiges lineares Funktional {mit fx) =1=+0. 


4.1.4. Lineare Funktionale auf abzählbar-normierten Räumen. Es sei E ein abzählbar- 
normierter Raum mit'den Normen || - |, (k=1,2,...). Dabei kann man ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit annehmen (vgl. S. 175), daß für jedes € E 


ei ses <siehs.: (9) 


ist, Es sei f ein stetiges lineares Funktional auf E, dann existiert in E eine Null- 
umgebung U, auf der f beschränkt ist. Nach Definition der Topologie in einem ab- 
zählbar-normierten Raum kann man eine natürliche Zahl k und ein e > 0 finden, so 
daß die Kugel B,, = {x: |elj. < e} ganz in U liegt. Dann ist f auf dieser Kugel 
beschränkt und damit bezüglich der Norm |[-|, beschränkt und Sub, Es existiert 
also eine Zahl € > 0, so daß 


Ma) Celle 


für alle x € E gilt. Andererseits ist offenbar auch jedes bezüglich einer Norm |||. 
beschränkte Funktional stetig auf E. Bezeichnen wir mit E* die Gesamtheit aller 
stetigen linearen Funktionale auf E und mit E,* die Gesamtheit aller bezüglich der 
Norm ||-|, stetigen linearen Funktionale auf E, so gilt also 

E*— U B*. ; (10) 


n=1 
Dabei folgt aus Bedingung (9), daß 
E*cH*oc.: cHh*c 


ist. Wenn f ein stetiges lineares Funktional auf E, d.h. fc E* ist, heißt die kleinste - 
: Zahl» mit f€ E,* die Ordnung von f. Nach Gleichung (10) ist also jedes stetige lineare 
Funktional auf E von endlicher Ordnung. 


Aufgaben 


1. Es ist zu beweisen, daß in einem abzählbar-normierten Raum zu je zwei Elementen x, + %, 
ein stetiges lineares Funktional existiert, das diese Punkte trennt. 
2. Dasselbe ist für einen lokalkonvexen Raum zu zeigen. 
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4.2. Der duale Raum 


4.2.1. Definition des dualen Raumes, Für lineare Funktionale kann man eine Addition 
und eine Skalarmultiplikation erklären. Es seien f, und f, zwei stetige lineare Funk- 
tionale auf einem linearen Raum E. Das Funktional 


fe) = hie) + ala), xeE, 


wird dann Summe von fı und f, genannt und mit fi + h bezeichnet. 
Das Funktional 


fa) = af), wEeB, 


heißt Produkt von f, mit der Zahl x und wird mit af, bezeichnet. 
Die Definitionsgleichungen von f, + f, und af, kann man auch wie folgt schreiben: 


(h+h)a)=he) +7) (ef) @) = efıl@): 


Offenbar sind die Summe fi + f, und das Produkt «f, ebenfalls lineare Funktionale. 
Ist_E ein topologischer Baum, so folgt außerdem-aus.der Stetigkeit der Funktionale 
fı und /, auch die Stetigkeit von fi + fs und ofı. 

Man prüft leicht nach, daß die so definierte Addition und Binlärkalipliketien 
allen Axiomen eines linearen Raumes genügen. Anders ausgedrückt, bildet die Ge- 
samtheit aller stetigen linearen Funktionale auf einem topologischen Raum E einen 
linearen Baum. m heißt dualer Raum von E und wird mit E* bezeichnet. 


Aufgabe. Die Gesamtheit aller nicht notwendig stetigen linearen Funktionale auf E heißt 
algebraisch dualer Raum und wird mit E# bezeichnet. Man gebe einen topologischen linearen 
Raum Z an mit 


E* —& E#. S 


Im dualen Raum E* kann man verschiedene Topologien einführen. Am wichtig- 
sten sind die starke und die schwache Topologie. 


4.2.2. Die starke Topologie im dualen Raum. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, 
und zwar sei der ursprüngliche Raum EZ normiert. Für stetige lineare Funktionale 
auf einem normierten Raum hatten wir den Begriff der Norm eingeführt: 


If = sup TT 
+0 A 


Diese Größe genügt allen Forderungen in der Definition eines normierten. Raumes. 
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Denn es ist 
1. | fl > 0 für jedes nicht Henke verschwindende Fanktional b 
2. ef = le If; 


3. |fı + fall = sup Ih) + hal 
z=+0 


lei : 
Sul) A el fall. 


De elle 


Im Fall eines normierten Raumes E kann man also den dualen Raum Z* in natür- 
licher Weise mit der Struktur eines normierten Raumes versehen. Die Topologie in E*, 
die der eingeführten Norm entspricht, heißt starke Topologie in E*. Wenn wir ber 
vorheben wollen, daß E* als normierter Raum betrachtet wird, werden wir an I-I} 
anstelle von £* schreiben. 

Wir konstatieren folgende wichtige Eigenschaft des dualen Raumes eines nor- 
mierten Raumes E. 


Satz 1. Der duale Raum (E*, ||.||) ist vollständig. 


Beweis. Es sei {f,} eine Fundamentalfolge linearer Funktionale. Dann gibt es 
zu jedem &> 0 ein N, so daß ||fn — In| < e ist für n,m > N. Hieraus erhält man 
u jedesxze E 


| In) — nl ln — ll» Tell < e lell; 
d. h. die Zahlenfolge {f,(&)} konvergiert für jedes x € E. Wir setzen 


f&) = lim f,(@) 


NIX 


und werden nachweisen, daß fein stetiges lineares Funktional darstellt. Die Linearität 
überprüft man unmittelbar: 


Hax + Py) = lim fu(o® + Py) 
N>X % 
= lim [ofu(@) + Bfnly)] = afte) + Bily) 

Zum Beweis der Stetigkeit von f gehen wir von der Ungleichung 

In) — Ima)l < e Il | 
aus. Lassen wir hier m -> oo streben, so erhalten wir 

fa) — nal Se le. 
Daraus folgt, daß das Funktional f — f, beschränkt und somit stetig ist. Dann ist 
aber auch = f, + (f — f,) stetig. Außerdem folgt aus der letzten Ungleichung die 


Beziehung |f — f,| Sefür» = N, d.h., {f„} konvergiert gegen f. Damit ist der Satz 
bewiesen. 


\ 
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. Wir möchten noch einmal betonen, daß dieser Satz unabhängig davon gültig ist, 
ob der ursprüngliche Raum vollständig war oder nicht.‘ 


‚Bemerkung. Der normierte Raum E sei nicht vollständig, mit E bezeichnen wir 
. seine Vervollständigung. Dann sind E* und (E)* isomorph. 


Das ergibt sich daraus, daß E eine überall dichte Teilmenge von # ist. Daher kann 
nämlich jedes stetige lineare Funktional f auf E stetig von E auf X fortgesetzt werden, 
und zwar auf genau eine Weise. Wenn wir diese Fortsetzung mit / bezeichnen, gilt 
offenbar f € (E)* und |/fl| = |jfl|. Dabei ist auch jedes Funktional aus (#)* die Fort- 
setzung eines Funktionals aus (E)* (und zwar die Fortsetzung seiner Einschränkung 
auf BE). Folglich stellt die Abbildung f — f eine isomorphe Abbildung des Raumes E* 
auf den Raum (#)* dar. 


Wir wollen jetzt die starke Topologie für den &adlen Raum eines beliebigen topo- 
logischen linearen Raumes definieren. Im dualen Raum eines normierten Raumes ist 
die Gesamtheit aller Funktionale mit 


Il <e 


eine N ullumgebung. Man betrachtet also die Gesamtheit aller Funktionale, für die auf 
der Einheitskugel in E die Bedingung |f{x)| < & gilt, als Nullumgebung im Raum Z*. 
Nehmen wir dabei alle möglichen z, so erhalten wir eine Basis von Nullumgebungen. 
Ist # jetzt ein nicht normierter topologischer linearer Raum, so hat man naturgemäß 
anstelle der Einheitskugel'in E eine beliebige beschränkte Menge A zu nehmen. Die 
Gesamtheit der linearen Funktionale mit 


f@)| <e für'alle weA 


nennt man danı Nullumgebung TU, , in E*. Variieren ii & und 4A, so erhalten wir 
eine Basis von Nullumgebungen in E*, 

Somit wird die starke Topologie in E* durch ein System von Nullumgebungen be- 
stimmt, die von e und einer beschränkten Menge A abhängen. Daß dieses System 
von Nullumgebungen den Raum E* tatsächlich zu einem topologischen linearen Raum 
macht, wollen wir hier nicht nachprüfen, obwohl das nicht schwer ist (siehe z. B. [9]). 

Im Fall eines normierten Raumes Z stimmen die mit Hilfe der Norm definierte 
und die eben beschriebene starke Topologie in E* offenbar überein. 

Wir bemerken noch, daß #* mit der starken Topologie stets separiert und lokal- 
konvex ist (unabhängig davon, wie die Topologie in E beschaffen war). Ist nämlich 
fo € E* und f, + 0, dann gibt es ein Element x, € Z mit fu(&,) = 0. Setzen wir nun 
e = |f{xo)]/2 und A = {xy}, so ist fo € U, d.h., E* ist separiert. Daß Z* mit der 
starken Topologie ein lokalkonvexer Raum ist, ergibt sich einfach daraus, daß die 
Umgebungen U, für jedes e > 0 und jede beschränkte Menge A < E in E* konvex 
sind. Die starke Topologie in #* werden wir mit dem Symbol 5 bezeichnen. Wenn wir 
besonders hervorheben wollen, daß E* mit der starken Topologie betrachtet wird, 
werden wir (E*, b) anstelle von Z* schreiben. 
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4.2.3. Beispiele dualer Räume - 
1. E sei der (reelle oder komplexe) n-dimensionale Eineare Raum. Wir wählen in & 
irgendeine‘ Basis &,...,e,. Dann ist jeder Vektor x€ E eindeutig in der Form 


RT 
x = )) x;e, darstellbar. Wenn nun f ein lineares Funktional auf E ist, gilt offenbar 
i-1 
N 


IO= x He)a. | ZZ: 
ne 
Also wird ein lineares Funktional eindeutig durch seine Werte auf den Basisvektoren 
&3 ++. , &, bestimmt. Diese Werte können dabei beliebig vorgegeben werden. 

Wir definieren nun lineare Funktionale g,, ..., 9, indem wir 


1 für i=j, 
(e;) = 
911e:) wi a 


setzen. Diese Funktionale sind offensichtlich linear unabhängig, und es gilt g,(@) = x;. 
Daher kann man Formel (1) in der Gestalt 
flo) = 3 fleı) gi) 


i= 


schreiben. Somit bilden die Funktionale g,, ..., 9„ eine Basis im Raum E*, d.h., E* 
ist ebenfalls der n-dimensionale lineare Raum, Die Basis g,, ..., 9, in #* nennt man 
dual zur Basis &,,...,„m#. 


Verschiedene Normen in E induzieren verschiedene Normen in #*. Wir geben 
einige Beispiele von Paaren einander entsprechender Normen in E und E* an (und 
empfehlen dem Leser, die zugehörigen Beweise sorgfältig durchzuführen): 


n 12 n 1/72 : 
a) |] = (2 a)" »  Ifl= (Zr) ; 
n Ip n 1/q 
b) Iel= {2 Kr) ‚» IMi= (Zune) » 
er 1<p<o; 
p 4 
Oi = sup ll, IMN= 2 I; 
d) |ell = > wi» Ir = sup Ifil. 
1<i<n 
In diesen Formeln sind «,, ..., x, die Koordinaten eines Vektors x € E bezüglich 


der Basis e,,....,e, und fi, »-., f„ die Koordinaten eines Funktionals f € E* bezüglich 
der dualen Basis 9, ...,m 
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Aufgabe. Man beweise, daß alle aufgezählten Normen im »-dimensionalen Raum ein und 
dieselbe Topologie definieren. 


2. Wir betrachten den Raum c, aller Nullfolgen x = (Kı5 gs ern; Ks o..) mit der 

Norm ||e}| = sup |x,|. Dann werden wir zeigen, daß der dazu duale Raum, (co*, ||) 
n 

dem Raum I, aller absolut-summierbaren. Folgen [ = (fi; fa; ---; In, .-.) mit der Norm 


f|= > \fn| gsometrisch-isomorph ist. 


Eine balebıge Folge f € I, definiert im Raum c, ein beschränktes lineares Funktional 
7 dureh die Formel 


Wegen |f(«)| < Ep /„| gilt dabei |] <$ If. = If. Um auch, die umgekehrte 
Abschätzung zu Schalten. betrachten wir in Di die Vektoren 

e = (1,0,0,...,0,0,...), 

& = (0,1,0,...,0,0,...), 


euere ernennen. 


Burner neue 


In 


und setzen damit «D = > ——- e, (im Fall fu, = 0 setzen wir = =0). Dann 
n=1 If n 
ist ME co, a] < 1 und 


2 fang a 
fa)=,% Tr Ifal; 
a1 |fnl n—1 


woraus sich lim 2) -2 al = |fll ehe Also ist ||| > 2: [/.|, und zusammen 
N 1 n—1 
mit der oben gen entgepangetten Ungleichung folgt 


= 


II = Kl = Il. 


n=1 


1l 


Auf diese Weise haben wir eine isometrische lineare Abbildung f— f des 
Raumes I, in den Raum c,* erhalten. Es muß noch gezeigt werden, daß das Bild 
von L, bei dieser. Abbildung mit ganz c,* übereinstimmt, d. h., daß jedes Funk- 
tional ? € cy* in der Form (2) mit f= {f,} €, darstellbar ist. Dazu schreiben wir 


jedes x = {x,} € e, in der Form x = I) x,e,; die rechts stehende Reihe konvergiert 
n=1 
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n=1 n>N 
das Bunzhonal FE co* stetig ist, gilt (a) = F &„f(e,). Es muß ee nur noch die 


ns Ken) 


Bedingung = ! Fan)! <. oo nachgewiesen werden. Wenn wirc® — ee). €, setzen, 
—1 


a1 [fen)| 


dabei wegen l» — } Enen|| = sup ja. >0 für N — 00 gegen das lement x. Da 


. ergibt sich wegen =” € c, und |] < 1 


a ” fa); RE . 
2 ke) =. —— Io) = Fam) = |ifll. 
ni n=1 |f{en)| 


Daraus folgt 3} |F(e,)| < ©, denn N war beliebig. 
n-1 - 


8. Es ist nicht schwer- zu zeigen, daß der zu !, duale Raum 1,* dem Raum m der 
beschränkten Folgen x = {x,} mit der Norm |je|| = sup |e,| isometrisch-isomorph ist. 
R a ” 


4. Es sei p > 1 und l, der Raum aller Folgen x = {x,} mit 
© 1/p 
BI=($ mr)" <&. 
n=1 


Man kann beweisen, daß der dazu duale Raum 1,* dem Raum I, 2 + Re — 1, iso- 
Dp 


metrisch-isomorph ist. Jedes lineare Funktional auf I, ist dabei von der Form 


Der Beweis beruht auf der ee der Hölderschen Ungleichung. 


5. Wir wollen jetzt die Struktur des dualen Raumes eines Hilbertraumes klären. 


Satz 2. H sei ein reeller Hilbertraum. Jedes stetige lineare Funktional f auf H läßt 
sich mit einem eindeutig bestimmten x, € H in der Form __ 


fa) = (88%),  zEcH, (3) 


darstellen, wobei ||fil = |vo|| ist. Umgekehrt definiert Formel (3) für jedes € H ein 
steliges lineares Funktional f mit |fi| = |xoll. Somit definiert Gleichung (3) einen iso- 
metrischen Isomorphismus f — x, zwischen den Räumen H* und H. 


Beweis. Offenbar definiert Formel (3) für jedes x, € H ein lineares Funktional 
auf H. Wegen |f(x)| = |(z, &0)| < |\e|| |&o]] ist dieses Funktional stetig, und wegen 
fo) = lol gilt If = lol). 

Wir wollen zeigen, daß auch jedes stetige lineare Funktional {auf H in der Form (3) 
darstellbar ist. Wenn f = 0 ist, können wir x, = 0 setzen. Es sei also f-+0 und 
H, = {x: f(x) = 0} der Kern des Funktionals f. Wegen der Stetigkeit von f ist H, 
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ein abgeschlossener linearer Teilraum von HZ. In 3.1.6. wurde gezeigt, daß die Co- 
dimension des Kerns eines beliebigen linearen Funktionals gleich 1 ist. Deshalb folgt 
nach-3.1.6., Folgerung 3, daß das orthogonale Komplement H,*. des Teilraumes H, 
eindimensional ist. Also existiert ein (von Null verschiedener) zu Z, orthogonaler 
Vektor y,, so daß jeder Vektor x € H eindeutig in der Form = y-+ Ay, mityc ZH, 
darstellbar ist. Offenbar kann man dabei annehmen, daß Iiyoll = = 1 ist. Setzen wir 
nun &, = f(Yo) Yo, so gilt für jedes xzceH 


<=y-iy yeH, 
f&) = Ayo); 
(2, 0) = MY, %) = Af(yo) (Yo Yo) = Aflyo) 


Damit ist f(x) = (x, x.) für alle x € H. Dabei ist x, eindeutig bestimmt. Ist nämlich 
f&) = (#20), z€E DH, so folgt (,0%, —- 2%) = 0 für alle ze HZ. Setzt man. hier 
2 = &g — % , 80 ergibt sich x, = x, . Damit ist der Satz bewiesen. 

Bemerkungen 

1. E sei ein nicht vollständiger unitärer Raum und der Hilbertraum F seine 
Vervollständigung. Da die Räume Z* und H* isometrisch-isomorph sind (vgl. die 
Bemerkung auf 8. 185) und H* isometrisch-isomorph zu H ist, gilt die folgende Be- 
hauptung: Der duale Raum E* eines nicht vollständigen unitären Raumes E ist der 
Vervollständigung H von E isometrisch-isomorph. 


2. Satz 2 gilt auch für komplexe Hilberträume (der Beweis ist nen derselbe, 
wenn man 4 = f(yo) yo durch x, = f(yı) Y, ersetzt). Es besteht nur ein Unterschied 
zwischen dem komplexen und dem reellen Fall. Und zwar ist. die Abbildung, die dem 
Element z,€ 7 das Funktional f(x) = (x, %,) zuordnet, jetzt ein antilinearer 
isometrischer Isomorphismus, d. h., dem Element Ax, entspricht das Element Af. 


6. In den ‚Beispielen 1 bis 5 wurden normierte Räume betrachtet. Jetzt wollen wir 
einen abzählbar-normierten Raum untersuchen. ® sei der Raum aller Folgen x = {x,} 
von reellen Zahlen, für die 


© 1/2 
bl (Ewa) <o, Bald... 
n=1 
ist. Diese Normen ergeben sich aus den Skalarprodukten 


—= Sn Yyn; k=1,2,... 
i 


Der Raum © ist mit dem Skalarprodukt (-, -), ein unitärer Raum, ©, sei dessen Ver- 
vollständigung. Es ist leicht zu sehen, daß man 8; und den Hilbertraum aller Folgen 
x = {x,} mit |el|, < oo identifizieren kann. Nach Satz 2 sind ©, und sein dualer 
"Raum 8,* isometrisch-isomorph. Bei diesem Isomorphismus wird jedem stetigen 
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linearen Funktional f € ®,* eine Folge / = {f,} mit 
© 1/2 
In-(2, ) < 
n= & 


f@) = (&, Dr = > nf, lcd 


. zugeordnet, und umgekehrt bestimmt jede solche Folge ein Element aus ®,*. Defi- 
nieren wir hier das Funktional f€ ®,* nicht mit Hilfe der Folge {/,}, sondern durch 
die Folge (9,}, 9u = u FR so ist 


- oo " © 1/2 
= ag und = (Erin). 


Daher kann man ®,* und: den Hilbertraum aller Folgen {g,} mit 
> u <X0, { ” (4) 


n=1 


in dem das Skalarprodukt durch die Formel 
(GO, g9) = Ing, 0g,® 
n=1 


erklärt ist, identifizieren. Wegen d* = JB, ist ®* der Raum aller Folgen {g.} 
k— 
für. die ein k existiert, so daß die Bedingung (4) erfüllt ist. Der Wert eines solchen 


Funktionals {g,} wird für jedes Element x = {x,} € ® durch den Ausdruck 2 uf 
gegeben. in 
Ist also der Raum ® Durchschnitt einer fallenden Kette von Hilberträumen 


BB DBB2+ DD, ö=NG®,, 
k=1 
dann ist ®* die Vereinigung der wachsenden Kette der Hilberträume 
BFcDd*tc- CD», = UB*. 
k-1 


Hier ist es zweckmäßig, die Bezeichnung ®,* = &_, einzuführen und den Raum I, 
"mit ©, zu bezeichnen. Dann erhalten wir eine in beiden Richtungen unendliche Kette 
von Hilberträumen 


cd cd cd cd,c-- ad,c-., 


in der 8,* = ©_, für jedes k = 0, +1, +2, ... ist. 
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4.2.4. Der biduale Raum. Die stetigen linearen Funktionale auf einem topologischen 
linesren Raum EZ bilden selbst wieder einen topologischen linearen Raum, den zu E 
dualen Raum (E*, b). Somit kann man auch vom Raum E** aller stetigen linearen 
Funktionale auf Z* sprechen, der bidualer Raum von E genannt wird. 


Jedes Element x, aus E definiert ein stetiges lineares Funktional auf Z*, und zwar 


durch die Gleichung 


vd = Ta), BE | (5) 


wobei f ganz E* durchläuft. Durch Gleichung (5) wird jedem f € E* eine Zahl y,,(f) 
zugeordnet, d.h. ein Funktional y,, auf E* erklärt. Wegen 


vulahı + Bl) = ohıleo) + Bfelao) = elf) + Bya,(te) 


ist dieses Funktional linear. 

Jedes solche Funktional ist auch stetig auf Z*. Zum Beweis sei € > 0 beliebig. 
Dann betrachten wir in Z* die Nullumgebung U, ,, wobei A eine beschränkte Menge 
ist, die den Punkt x, enthält. Nach Definition von U, , gilt 


N = Ifao)l <e für FED, 


Das bedeutet aber, daß das Funktional y,, im Nullpunkt und somit im ganzen Raum 
E* stetig ist. Fr 

Also haben wir eine Abbildung des Raumes E auf eine gewisse Teilmenge des 
Raumes E** erhalten. Diese offenbar lineare Abbildung von E in E** wird kanonische 
Abbildung des Raumes E in seinen. bidualen Raum genannt und mit x bezeichnet. 
Wenn es hinreichend viele lineare Funktionale auf E gibt (wenn E zum Beispiel 
normiert oder wenigstens lokalkonvex und separiert ist), ist diese Abbildung umkehr- 
bar eindeutig. Denn dann existiert zu je zwei verschiedenen Punkten x,’ cE 
ein Funktional f € E* mit f(x’) + f(«”’), so daß y,. und y,, verschiedene Funktionale 
auf Z* sind. Gilt darüber hinaus x(E) = E**, so heißt der (separierte lokalkonvexe) 
Raum E halbreflexiv. Im Raum E** (dem zu (Z*,b) dualen Raum) kann man die 
starke Topologie einführen, die wir mit 5* bezeichnen wollen. Ist der Raum E halb- 
reflexiv und die Abbildung m: E — E** stetig, dann heißt Z reflexiv. Man kann 
zeigen, daß die Abbildung m! immer stetig ist. Daher stellt die kanonische Abbildung 
n:E — E** im Fall eines reflexiven Raumes E einen Isomorphismus zwischen den 
topologischen linearen Räumen E und E** — (E**, b*) dar. 

Da jetzt jedes Element aus # auch als Element des Raumes E** angesehen werden 
kann, verwendet man für die Werte des Funktionals f € E* anstelle der Schreibweise 
f(x) günstiger die symmetrische Bezeichnung 


fe) = (2). i (6). 


Bei festem f € E* können wir (f, x) dann als Funktional auf E und bei festem x als 
Funktional auf Z* (wobei x als Element aus Z** interpretiert wird) auffassen. 
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Ist E normiert (and sind somit auch die Räume E*, E** normiert), so ist die kano- 
nische Abbildung von E in E** ein isometrischer Isomorphismus. 


Zum Beweis betrachten wir ein beliebiges Element x aus Z mit der Norm ||e]. 
Wenn wir die Norm seines Bildes in 2** mit |x||, bezeichnen, müssen wir die Gleich- 


. heit |e]| = |iell, zeigen. Ist f ein beliebiges von Null verschiedenes Element aus E*, so 
gilt 
‚x 
KO dh ee. 
a) 
Da die linke Seite der letzten Ungleichung nicht von f abhängt, ergibt sich 
Io > sup EN = I. 


M 2 


Andererseits findet sich nach dem Satz von Haun-BanacH zu jedem ©,CE ein 
von Null verschiedenes lineares Funktional f, mit. 


Io zo) =|Ifoll- Iwoll- | (7) 


(Zur Konstruktion eines solchen Funktionals kann man etwa ka)=& +0 für 
alle Elemente der Form x = ax, setzen und dieses Funktional unter Beibehaltung 
der Norm auf ganz E fortsetzen.) Aus (7) folgt dann 


IGol 
nn kl. 


d.h. |e|| = |\e|, was zu beweisen war. Somit ist ein normierter Raum E isometrisch 
zur linearen Menge ı{E) in &** (die im allgemeinen nicht vollständig ist). Wenn 
.man E mit n(Z) identifiziert, kann man auch sagen, daß E — E** ist. 

Da die kanonische Abbildung z: #E — E** für normierte Räume eine Isometrie 
ist, stimmen die Begriffe der N und Reflexivität für normierte Räume 
überein. 

Weil der dnale Raum eines normierten Raumes vollständig ist, muß jeder.reflexive 
normierte Raum E vollständig sein. 

Die endlichdimensionalen euklidischen Räume und die Hilberträume stellen 
einfachste Beispiele reflexiver Räume dar (für sie gilt sogar Z = E*). 

Der Raum c, aller Nullfolgen ist ein Beispiel eines vollständigen nicht reflexiven 
Raumes. Wie wir oben, gezeigt haben (4.2., Beispiel 2), ist der Raum /, aller absolut 
konvergenten Reihen dual zu 1 00; während. der Raum m aller beschränkten Folgen 
dual zu /, ist. 

Der Raum Ola, b] der stetigen Funktionen auf dem Intervall [«, 3] ist ebenfalls 
nicht reflexiv. Wir werden jedoch diese Behauptung hier nicht beweisen.!) 


lee = sup - 
JeE* 


1) Man kann sogar die folgende schärfere Aussage beweisen: Es gibt keinen normierten Raum, zu 
‚dem C[e, b] der duale Raum ist. 
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Als Beispiel eines reflexiven Raumes, der nicht mit seinem dualen Raum über- 
einstimmt, kann. der Raum 4, für 1<p, p +2, dienen (hier gilt 2,* = l,, wobei 
1p +1/g=1ist, und We ,* 5). 


Aufgabe. Man beweise, daß ein abgeschlossener Teilraum eines reflexiven Raumes re- 
flexiv ist. ’ 


4.3. Die schwache Topologie und die schwache Konvergenz 


4.3.1. Die schwache Topologie und die schwache Konvergenz in einem topologisehen 
linearen Raum. Wir betrachten einen topologischen linearen Raum E und die Ge- 
samtheit aller stetigen Funktionale auf Z. Sind },, -:., f„ endlich viele stetige Funk- 
tionale und ist & eine positive Zahl, so ist die Menge 


elkal<si=h2,..n A) 


offen in E und enthält den Nullpunkt, d. h., sie ist eine Nullumgebung. Der Durch- 
schnitt zweier solcher Umgebungen enthält stets eine Menge der Form (1), und daher 
bilden alle Mengen der Form (1) eine Basis von Nullumgebungen für eine gewisse 
Topologie in Z. Diese Topologie heißt schwache Topologie im Raum E. Die schwache 
Topologie in E ist die schwächste Topologie, in der noch alle linearen Funktionale 
stetig sind, die in der ursprünglichen Topologie dieses Raumes stetig waren. 

Offenbar ist jede im Sinne der schwachen Topologie offene Menge auch in der 
ursprüngliche Topologie des Raumes Z offen. Jedoch ist die Umgekehrung allgemein 
nicht richtig (die Mengen der Form (1) brauchen keine Basis von Nullumgebungen 
für die ursprüngliche Topologie zu bilden). In der in 2.5. verwendeten Terminologie 
bedeutet das, daß dieschwache Topologie des Raumes E schwächer als die ursprüng- 
liche Topologie ist. Dadurch wird die für sie verwendete Bezeichnung gerechtfertigt. 

Wenn in Z hinreichend viele stetige lineare Funktionale existieren (z.B. wenn # 
normiert ist), dann erfüllt die schwache Topologie in # das Hausdorffsche Trennungs- 
axiom. Man kann auch leicht nachweisen, daß die Addition und die Skalarmulti- 
plikation in E bezüglich der schwachen Topologie dieses Raumes stetig sind. 

Sogar im Fall eines normierten Raumes braucht die schwache Topologie in # 
nicht dem ersten Abzählbarkeitsaxiom zu genügen. Folglich läßt sich diese Topologie 
im allgemeinen nicht mit Hilfe von konvergenten Folgen beschreiben. Trotzdem 
stellt die Konvergenz, die durch diese Topologie definiert wird, einen wichtigen Be- 
griff dar. Man nennt sie schwache Konvergenz. Im Unterschied dazu heißt die Kon- 
vergenz, die durch die ursprüngliche Topologie des Raumes E definiert wird (die 
Normkonvergenz, falls E normiert ist), starke Konvergenz. 

Der Begriff der schwachen Konvergenz läßt sich auch folgendermaßen formu- 
lieren: Eine Folge {x,} von Elementen aus E heißt schwach konvergent gegen x, € E, 
wenn für jedes stetige lineare Funktional 9(z) auf E die Zahlenfolge {p(x,)! gegen 
o(z,) Konvergiert. 


13 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Zum Beweis nehmen wir der Einfachheit halber x, = O an, und wir setzen p(x,) — 0 
für jedes € E* voraus. Dann gibt es zu jeder schwachen Nullumgebung 


U = eilela)l <ei=1,2....M 


ein N mit € U für alen>N (dazu braucht man nur N, so zu wählen, daß , 
oa.) <e fürn N, ist, und anschließend N = max N, zu setzen). Wenn um- 
gekehrt zu jeder schwachen Nullumgebung U ein N mit ©,e U für allen > N 
existiert, ist die Beziehung lim o(x,) = 0 offenbar für jedes feste € E* erfüllt. 


5 N—>X i 

Da jede schwache Topologie eines Raumes Z schwächer als dessen starke Topo- 

‚logie ist, konvergiert jede stark konvergente Folge auch schwach. Das Umgekehrte ist 
allgemein nicht richtig (siehe Beispiele unten). i 


4.3.2. Die schwache Konvergenz in normierten Räumen. Wir wollen den Begriff der 
schwachen Konvergenz für normierte Räume ausführlicher untersuchen. 


Satz 1. Zu jeder schwach konvergenien Folge (x.} in einem normierten Raum existiert 
eine Konstante C mit 


ls C. 


‚Anders ausgedrückt: Jede schwach konvergente Folge in einem normierten Ra ist 
beschränkt. \ 


Beweis. Ist die Folge {x,} auf einer Kugel S[f,, &] beschränkt, so ist sie auch auf 
der Kugel S[0, 2] = {g: |gj| < e} beschränkt. Denn für jedes g € 8[0, e] gilt o +g 
ES[f„e] und (9%) = (fo + 9%) — (fü, &). Dabei ist. die Zahlenfolge (fo, ©.) 
wegen der schwachen Konvergenz der Folge {x,} beschränkt. Wenn aber |(9,2,)| Ss C 
für alle g € S[0, &] ist, ergibt sich aus der isometrischen Einbettung von E in Z** 


C 
eu = —; 
& 


d.h., die Normen; |e,!| besitzen eine gemeinsame obere Schranke. Ist nun die Folge 
fx,} nicht beschränkt, so ist sie auch auf jeder Kugel in E* nicht beschränkt. Wenn 
wir also eine Kugel B, — E* hernehmen, gibt es einen Index n, und ein Element 
fe B, mit |(f,®,,)| > 1. Auf Grund der Stetigkeit von (f, x) in Abhängigkeit von f 
ist die Ungleichung |(f, x,,)| > 1 sogar für alle f aus einer abgeschlossenen Kugel 
B, < B, erfüllt. Analog können wir einen Index n, und in B, eine abgeschlossene 
Kugel B, finden, so daß für alle f € B, die Ungleichung |(f, &,,)| > 2 erfüllt ist, usw. 
Allgemein können wir zu jedem % einen Index Mr und eine Kugel B, < B;., finden, 
so daß 


ä (han) >k für feB, 
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ist. Dabei kann man annehmen, daß die Radien der Kugeln Bı. für k — oo. gegen 
Null streben. Da der Raum Z* vollständig ist, existiert ein Element /, das zu allen B, 
gehört (Cantorscher Durchschnittssatz!). Dann gilt aber 


IF 2m) > k 


für alle k, was der schwachen Konvergenz der Folge {z,} widerspricht. 


Bemerkung. Beim Beweis der Normbeschränktheit der Folge {x,} haben wir nur ausgenutzt, 
daß die Zahlenfolge (f, x,) für jedes fe E* beschränkt ist. Somit existiert zu einer Folge {x,}; 
für die alle Zahlenfolgen (f, x,), f < #* beschränkt sind, eine Konstante O mit |e,|| < ©. Diese 
Aussage läßt sich verallgemeinern: Jede schwach beschränkte (d.h. in der schwachen Topologie 
beschränkte) Teilmenge Q eines normierten Raumes E ist stark beschränkt (d. h. in einer hinreichend 
großen Kugel enthalten). Um das zu zeigen, nehmen wir an, daß es eine Folge x,} = Q mit 
el > © für n — oo gibt. Da Q schwach beschränkt ist, muß auch die Menge {x,} schwach be- 
schränkt sein. Das bedeutet aber, daß diese Menge von jeder schwachen Nullumgebung absorbiert 
wird. Insbesondere gibt es also zu jedem fe E* en N mit &,} = Ne: \(, )| < 1}, d.h. mit 
((f, &)| < N für alle n. Nach der obigen Bemerkung widerspricht das jedoch der Voraussetzung 
2.11 > ©- 

Die schwache Beschränktheit einer Menge Q bedeutet, daß jedes stetige lineare Funktional 
auf Q beschränkt ist. Damit erhalten wir folgendes wichtige Resultat: Eine Teilmenge Q eines . 
normierten Raumes ist genau dann beschränkt, wenn jedes Funktional f e E* auf Q beschränkt ist. 


In konkreten Fällen ist der folgende Satz zum Nachweis der schwachen Konver- 
genz einer Folge recht nützlich. 


Satz 2. Eine Folge (x„} von Elementen eines normierten Raumes E ist schwach 
konvergent gegen x € E, wenn 

1. die Zahlen ||x,|| durch eine gemeinsame Konstante M beschränkt sind, 

2. f(x,) > fx) gilt für jedes f aus einer Menge A, deren lineare Hülle überall dee in 
E*F ist: 


Beweis. Nach Bedingung 2 und nach Definition der Operationen zwischen linearen 
Funktionalen gilt 


Aa) > PR) 


für jede Linearkombination 9 von Elementen aus A. Nun sei @ ein beliebiges 
Element aus E* und {p,} eine gegen p konvergente Folge von Linearkombinationen 
von Elementen aus 4. Dann wollen wir zeigen, daß p(x,) — Y(x) strebt, 

* Dazu wählen wir ein M mit h 


mlSM m=1,2,.) wd ISM .. 


und schätzen die Differenz |p(x,) — p(x)! ab. Wegen p, — » existiert zu jedem e > 0 
ein K, so daß |p — gı|| < e ist für k > K. Daher gilt 


plan) — pla)l = Iplen) — Plan] + Iprlen) — Eule] + Ira) — Pla)l 
SeM+eM + |prlan) — Prla)l. 


13* 
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Nach Bedingung 2 strebt hier 9,(x,) — P,(&) für n — oo. Folglich strebt p(x,) — Ei 
für n — 00, und zwar für jedes p € E*. 


Beispiele. Wir wollen sehen, welche Bedeutung der Begriff der schwachen Kon- 
vergenz in konkreten Räumen besitzt. 


1. Im endlichdimensionalen euklidischen Raum R" stimmt die schwache Konver- 
genz mit der starken überein. Um das zu zeigen, betrachten wir eine orthonormierte 
Basis e,, ...,e, im R” und eine Folge [x;}, die schwach gegen ein Element x konver- 
giert. Es sei ; - 


= LyMe, + 2, den 
und 
z—= ale +++ 2Me,. 


Dann folgt _ 
2,9 == (& &) ug (x, e) Ze am, 
m) = (ip &) >) = aM, 
d. h., die Folge {x,} konvergiert koordinatenweise gegen x. Damit gilt aber auch 


n 


12 

(2, X) = (£ (u — =) —0, 

i=1 ’ 

d.h., die Folge {a„} ist stark konvergent gegen x. Da aus der starken Konvergenz 

stets die schwache Konvergenz folgt, ist die Gleichwertigkeit der beiden Konvergenz- 
begriffe im R” bewiesen. 


. 2. Die schwache Konvergenz in l,. Hinreichend für die schwache Konvergenz einer 
beschränkten Folge {x,} gegen ein Element « sind hier die Bedingungen 


(& e;) = 2. > a0) = (z, €), i= 1, 2, ..., 
dabei ist 
RR RE ER PRR EN 


Denn die Linearkombinationen der Elemente e; sind überall dicht im Raum 1, (der, 
wie wir sahen, mit seinem dualen Raum übereinstimmt), und daher ergibt sich die 
Behauptung aus Satz 2. 

Somit bedeutet die schwache Konvergenz einer beschränkten Folge (a,} in L, daß 
die Zahlenfolge x,;® der Koordinaten dieser Vektoren für jedes i = 1,2, ... konver- 
giert. Anders ausgedrückt: Die schwache Konvergenz stimmt mit der koördinaten- 
weisen Konvergenz überein (unter der Bedingung der Beschränktheit). 

Unschwer ist zu schen, daß in I, die schwache Konvergenz nicht mit der starken 
Konvergenz übereinstimmt. Dazu zeigen wir, daß die Folge e&,, &, ...,&n, ... in l; 
schwach gegen Null konvergiert. Jedes stetige lineare Funktional / auf l, läßt sich 
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als Skalarprodukt f(x) = (x,a) der Vektoren z€-l, mit einem festen Vektor 
@ = (G1, 4, ...) aus |, schreiben, daher ist 


Men) = &- 


Für jedes @ € I, gilt nun a, > 0 fürn — oo. Daraus folgt 


lim f{e,) = 0 

RAR 
für jedes stetige lineare Funktional auf l,. Im Sinne der starken Topologie besitzt 
die Folge {e,} jedoch keinen Grenzwert. 


Aufgab en 

1. In einem Hilbertraum H konvergiere die Folge {x,} schwach gegen x; dabei gelte |[«,|] — |ke]] 
für n — oo. Es ist zu beweisen, daß die Folge {z,} dann auch stark gegen x konvergiert, d. h., 
daß ||e, — z} — 0 strebt. 

2. Man beweise, daß die Behauptung von Aufgabe 1 auch dann noch gilt, wenn die Bedingung 
!ezl| > |el| durch die Bedingung |, < Iel| für alle n oder die Bedingung lim |x,!| = |e|| 
ersetzt wird. n>0 

3. H sei ein (separabler) Hilbertraum und Q eine beschränkte Teilmenge von H. Dann kann die 
Topologie in Q, die durch die schwache Topologie des Raumes H induziert wird, mit Hilfe einer 
Metrik definiert werden. 

4. Man zeige, daß jede abgeschlossene konvexe Teilmenge eines Hilbertraumes in der 
schwachen Topologie abgeschlossen ist. (Insbesondere ist also jeder abgeschlossene iineare Teil- 
raum eines Hilbertraumes schwach abgeschlossen.) Man gebe ein Beispiel einer abgeschlossenen 
Menge in einem Hilbertraum an, die nicht schwach abgeschlossen ist. 


3. Die schwache Konvergenz im Raum C[a, b] der steigen Funktionen. Die Folge 
{z,(6)} von Funktionen aus C[a, 5] konvergiere schwach gegen die Funktion «{f). 
Dann ist die Folge {x„(f)} in der Norm von C[a, b] beschränkt. Zu den auf C[e, 5] 
definierten Funktionalen gehören insbesondere die Funktionale ö,, die durch die 
Gleichung 6, (2) = x(f,) definiert waren (siehe 4.1.2., Beispiel 4). Für jedes solche 
Funktional bedeutet die Bedingung 


6,,(&n) > 64(2) 
gerade 
Zn(to) > &öo) - 
Ist also eine Folge {x,(t)} schwach konvergent, so besitzt sie folgende Eigenschaften: 

a) Sie ist gleichmäßig beschränkt, d. h., es gilt |x,(!)| se für allen = 1,2,... und 
asisb 

b) Sie konvergiert in jedem Punkt. 

Man kann zeigen, daß diese beiden Bedingungen nicht nur notwendig, sondern 
auch hinreichend für die schwache Konvergenz einer Folge {2,()} in C[e, 5] sind. 
Anders ausgedrückt, stimmt die schwache Konvergenz in C[a, 5] (bei beschränkten 
Folgen) mit der punktweisen Konvergenz überein. 
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Offenbar stimmt diese Konvergenz nicht mit der Normkonvergenz in C[e, b], 
d.h. mit der gleichmäßigen Konvergenz stetiger Funktionen, überein. (Man gebe 
ein entsprechendes Beispiel an.) : 


4.3.3. Die schwache Topologie und die schwache Konvergenz im dualen Raum. 
In 4.2.2. haben wir im dualen Raum die sogenannte starke Topologie eingeführt. 
Dazu hatten wir die Gesamtheit aller Mengen der Form 


UV,.={f: fe) <s, x€c 4}, 


wobei A eine beliebige beschränkte Menge in E und e eine beliebige positive Zahl 
waren, als Basis von Nullumgebungen genommen. Wenn wir hier anstelle von be- 
schränkten Mengen nur alle endlichen Teilmengen A CE betrachten, erhalten 
wir die sogenannte schwache Topologie im dualen. Raum E*. Da jede endliche Menge 
. ACE auch beschränkt ist (während die Umkehrung allgemein nicht richtig ist), 
ist die schwache Topologie des Raumes E* schwächer als die starke Tepalbein Im 
allgemeinen stimmen diese beiden Topologien nicht überein. 

Die in E* eingeführte schwache Topologie definiert in diesem Ban eine Kon- 
vergenz, die als schwache Konvergenz von Funktionalen bezeichnet wird. Die schwache 
Konvergenz von linearen Funktionalen stellt einen wichtigen Begriff dar, der in 
vielen Fragen der Funktionalanalysis eine wesentliche Bolle spielt. Insbesondere ist 


das in der Theorie der sogenannten Distributionen der Fall, die in 4.4. behandelt 


werden. 

Die schwache Konvergenz einer Folge [p„} von linearen Funktionalen ist offenbar 
gleichbedeutend mit der Konvergenz der Folge in jedem fixierten Punkt aus E. 
Mit anderen Worten heißt eine Folge {pn} schwach konvergent gegen p € E*, wenn 
für jedes x € E die N 


Pula) > Pla) 


erfüllt ist. Trivialerweise ist auch im dualen Raum jede stark konvergente Folge 
schwach konvergent (aber nicht umgekehrt). 
Es sei # (und folglich auch E*) ein Banachraum. Dann gilt der folgende zu Satz 1 
analoge Satz. 
Satz 1*. Ist {f„} eine schwach konvergente Folge linearer Funkfionale auf einem 
Banachraum, so existiert eine Konstanie C mit 
[fall s(, Nn = 1, 2,2. 


! 
! 


Anders ausgedrückt: Jede schwach konvergente Folge von Elementen aus dem dualen 
Raum eines Banachraumes ist bezüglich der Norm beschränkt. 


* Der Beweis unterscheidet sich nicht vom Beweis von Satz 1. 


Der folgende Satz ist vollkommen analog zu Satz 2 
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Satz 2*. Eine Folge linearer Funktionale 9) aus E* konvergiert schwach gegen 
p € E*, wenn 
1. diese Folge beschränkt ist, d. h. 


IalIs0,;, n=12,... 


2. die Beziehung (@,, 2) — (g, x) für alle ne x einer Menge IN ist, deren 
lineare Hülle in E überall dicht liegt. 


Der Beweis 1äßt sich genauso führen wie der Beweis von Satz 2 


Wir wollen nun ein Beispiel betrachten. E sei der Raum Of[e, 5] der stetigen 
Funktionen!) und & die ö-Funktion (siehe 4.1.2., Beispiel 4); d.h. 


pe) = (0). 


Ferner sei {p,„(f)} eine Folge von stetigen Funktionen, die den folgenden Bedingungen 
genügt: 


1.946) = 6 für > I, a) 20; 
R 


b 
2; Fi ni). 


Dann ergibt sich für jede stetige Funktion «{f) auf [a, 5] mit Hilfe des Mittelwert- 
satzes i 


ICE ed = Tu 20) at = 210) für no. 


—1/n 


Der Ausdruck 


b 
[pr =) di 


stellt dabei ein lineares Funktional auf Ce, b] dar. Somit kann man die ö-Funktion 
im Sinne der schwachen Konvergenz linearer Funktionale auf O[e, 5] als Grenzwert 
einer Folge „gewöhnlicher“ Funktionen darstellen. 


Bemerkung. Den Raum E* der linearen Funktionale auf einem Raum E können 
wir auf zwei Arten betrachten, entweder als dualen Raum des ursprünglichen Raumes 
E oder als Grundraum des zu E* dualen Raumes #**. Damit können wir in E* auf 
zwei Arten eine schwache Topologie einführen. Einmal können wir in #* als dem zu 
E dualen Raum mit Hilfe aller endlichen Systeme von Elementen aus # Umgebungen 
definieren. Zum anderen können wir in E* als dem Grundraum mit Hilfe des Raumes 
E** Umgebungen erklären. Im Fall eines reflexiven Raumes liefert das, wie nicht 


> 


1) Wir nehmen dabeian, daß 0 ea, 5] ist. Man kann natürlich anstelle des Bunkieg ti= g auch 
jeden anderen Punkt nehmen. 
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anders zu erwarten, genau dasselbe. Wenn .Z jedoch nicht reflexiv ist, erhält man auf 
diese Weise zwei verschiedene Topologien in E*. Um möglichen Mißverständnissen 
aus dem Wege zu gehen, wollen wir die schwache Topologie im Raum der Funk- 
tionale E* (d.h. die in £* mit Hilfe von E definierte Topologie) als w*-Topologie 
bezeichnen, während wir die schwache Topologie im Grundraum E* (d.h. die mit 
Hilfe von E** definierte Topologie) weiterhin einfach schwache Topologie oder 
 w-Topologie nennen werden. Offensichtlich ist die w*-Topologie in #* schwächer als 
die w-Topologie des Raumes E* (d.h., in der schwachen Topologie gibt es nicht 
weniger offene Mengen als in der w*-Topologie). 


4.3.4. Besehräukte Mengen im dualen Raum. In vielen Anwendungen des Begriffes 
der schwachen Konvergenz von linearen Funktionalen spielt der folgende Satz eine 
wichtige Rolle. 


Satz 3. Ist E ein separabler normierter linearer Raum, so enthält jede beschränkte 
Folge von stetigen linearen Frunktionalen auf E eine in der w*-Topologie konvergente 
Teilfolge. 


Beweis. Wir wählen in E eine überall dichte Menge (x,, &, ..., &, ...). Ist. {@,} 
eine (in der Norm) beschränkte Folge linearer Funktionale auf E, so ist die Zahlen- 
folge 

9), Pl); .. Pn(&ı); a 


beschränkt. Daher kann man eine Teilfolge 


Id, md, 


auswählen, so daß die Zahlenfolge 


Ama) PR); +, lan); +». 

konvergent ist. Ferner kann man aus der Folge {p,®} eine Teilfolge 
9,9, den 

auswählen, so daß die Zahlenfolge 
ya), PR), ... 9x2), -.- 

konvergent ist. Wenn wir diesen Prozeß fortsetzen, erhalten wir ein System 
MD,p de nd; een 


9®, pm, ee m®, eg 


von Folgen (von denen jede eine Teilfolge der vorhergehenden Folge ist), wobei 
(9®} in den Punkten z,, &,, ..., %; konvergent ist. Nehmen wir nun die Diagonal- 
folge x 
Id, 
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so erhalten wir eine Teilfolge der ursprünglichen Folge {p,}, für die die Zahlenfolge 


Pa); ya) 


in jedem Punkt x, konvergent ist. Dann konvergiert aber die Folge 9, ®(x), 9,®(&), ... 
(nach Satz 2*) auch für jedes x € E. Damit ist der Satz bewiesen. 

Dieser Satz besagt zusammen mit Satz 1*, daß im dualen Raum E* eines separablen 
Banachraumes E die beschränkten Mengen und nur diese in der w*-Topologie ab- 
zählbar-präkompakt sind. Wir werden zeigen, daß die beschränkten Mengen hier 
sogar präkompakt und nicht nur abzählbar-präkompakt sind. Dazu beweisen wir 
zunächst folgenden Satz. 


Satz 4. E sei ein separabler normierter Raum, und $* sei die Einheitskugel des zu E 
dualen Raumes E*. Dann kann die in 8* durch die w*-Topologie von E* erzeugte 
Topologie mit Hilfe der Metrik 

re - (2) 
erklärt werden; dabei ist |x,} eine fixierte abzählbare überall dichte Menge in der Einheits- 


kugel S des Raumes E. 


Beweis. Es ist klar, daß die Funktion o(f, g) alle Eigenschaften eines Abstandes 
besitzt. Außerdem ist sie translationsinvariant, 


ef+hg+h=elhg). 


_ Deshalb brauchen wir nur die Äquivalenz der beiden Nullumgebungssysteme nach- 
zuweisen, die in S* einmal durch die w*-Topologie des Raumes #* und zum anderen 
durch die Metrik (2) definiert werden. Dazu müssen wir zeigen, daß &) jede Kugel 


..=reE<c 


den Durchschnitt von 8* mit einer w*-Nullumgebung enthält und daß b) jede w*- 
Nullumgebung in E* den Durchschnitt von 8* mit einer Kugel Q, enthält. 

Zunächst wollen wir a) zeigen. Dazu wählen wir ein N mit 2X < e/2 und betrach- 
ten die w*-Nullumgebung 


v= Vase? = jr IF <r)| < rZ k=1,2,..., a. 
Für jedes [€ 8* n Y folgt dann 
N © 
o(f; 0) =, 2 I + B3 Ze ( )| 
n=1 n=N+1 


N © 
Kar+ SZ 2"<e, 


E 
zZ — 
2 ni n=N+1 
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d.h. 8*n V <.Q,. Somit ist die Behauptung a) bewiesen. Zum Beweis von b) sei 
U = Voss Ih) <$; k= 1,2, ...,m) 


eine w*-Nullumgebung in E*. Dabei kann man dann |y.| <1, k=1,2,...., m, 
annehmen. Da die Menge {x,} überall in 8 dicht ist, gibt es Indizes n,,...., nn, mit 
Ye — &n| < 6/2 für k=1,2,...,m. Wir setzen.nun N = max (n,,...,n,) und 
& = 2-(N+0)$, Dann ergibt sich für jedes F€ $* nQ, aus der Ungleichung 


Zar) <e 
ni ä 
die Beziehung F &.)| < 2”e, insbesondere also 
j ö 
If &n,)| < 2"e < 2%: = = 


Folglich erhalten. wir für alek=1,2,. 
Br Ye — Rn] 
ö 
< = + 1A ya — &u,|| < 6. 


Somit gilt A*nQ, <= U, was zu zeigen war. 


Es ist klar, daß sich dieses Resultat automatisch auf eine beliebige Kugel und 
damit auf jede beschränkte Teilmenge M < E* überträgt. 

Wir haben gezeigt (Satz 3), daß man aus jeder beschränkten Folge in E* eine w*- 
konvergente Teilfolge auswählen kann. Anders ausgedrückt: Jede beschränkte Teil- 
menge M im dualen Raum E* eines separablen normierten linearen Raumes ist 
abzählbar-präkompakt bezüglich der w*-Topologie. Auf Grund des letzten Satzes 
bildet aber jede solche Menge einen metrisierbaren topologischen Raum, und für 
metrische Räume stimmen Kompaktheit und abzählbare Kompaktheit überein. 
Somit erhalten wir das folgende Resultat. 


Satz 3*. Jede beschränkte Menge M im dualen Raum E* eines separablen normierten 
Raumes ist präkompakt in der w*-Topologie. 


Wir werden jetzt zeigen, daß jede abgeschlossene Kugel des Raumes (#*, 5) in der 
w*-Topologie abgeschlossen ist, falls # ein separabler normierter linearer Raum ist. 
Jede Translation im Raum E* führt die Klasse der (bezüglich der w*-Topologie) 
abgeschlossenen Mengen in sich über. Also brauchen wir nur zu beweisen, daß jede 
Kugel der Form 8,* = {f: |f| s e} in der w*-Topologie abgeschlossen ist. 

Dazu sei /, € 8,*. Nach Definition der Norm eines Funktionals gibt es einen Punkt 
& — c 


x € E mit ||el| = 1 und.fu(@) = & > c. Dann bildet die Menge U = !f: f{x) > 


eine w*-Umgebung des Funktionals f,, die kein Element der Kugel S,* enthält. Rn 
ist die Kugel $,* in der w*-Topologie abgeschlossen. 


4.4. Distributionen _ 203 


Aus-der bewiesenen Behauptung und aus Satz 3* ergibt sich der folgende Satz. 


Satz 5. Jede abgeschlossene Kugel im dualen Raum eines separablen normierten 
Raumes ist kompakt in der w*-Topologie. 


Die oben angeführten Resultate über beschränkte Mengen in dualen Räumen können von 
normierten Räumen auf beliebige lokalkonvexe Räume übertragen werden. Siehe dazu etwa [52]. 


4.4. Distributionen 


4.41. Erweiterung des Funktionsbegriffs. In den verschiedenen. Problemen der . 


Analysis wird der Terminus ‚Funktion‘ verschieden allgemein aufgefaßt. Manchmal 
werden stetige Funktionen betrachtet, im anderen Fragen muß man voraussetzen, 
daß man es mit ein- oder mehrmals differenzierbaren Funktionen zu tun hat, usw. 
Jedoch in einer Reihe von Fällen erweist sich der klassische Funktionsbegriff als 
unzureichend, welbst wenn er im. weitesten Sinne verstanden wird, d.h. als Vor- 
schrift, die jedem Wert x aus dem Definitionsbereich dieser Funktion eine gewisse 
Zahl y = f(x) zuordnet. Dazu geben wir zwei wichtige Beispiele an. 

1. Eine Massenverteilung auf der Zahlengeraden kann auf bequeme Weise mittels 
der Dichte dieser Verteilung angegeben werden. Wenn jedoch Punkte auf der Zahlen- 


geraden existieren, die eine positive Masse tragen, kann die Dichte dieser Verteilung - 


offenbar nicht durch eine „gewöhnliche“ Funktion beschrieben werden. 


2. Bei Anwendung der Analysis auf gewisse Probleme stellt man fest, daß manche 
Operationen nicht immer ausführbar sind. zum Beispiel kann man eine Funktion; 
die (in einigen Punkten oder überall) keine Ableitung besitzt, nicht (im üblichen Sinne) 
differenzieren. Natürlich kann man Schwierigkeiten dieser Art aus dem Wege: gehen, 
indem man sich etwa nur auf .die Betrachtung von analytischen Funktionen be- 
schränkt. Aber eine solche Einschränkung des zugelassenen Funktionenbereichs ist 
in vielen Fällen nicht sehr wünschenswert. 


Es zeigt sich jedoch, daß man derartige Schwierigkeiten überwinden kann, indem 
man den Funktionsbegriff nicht einengt, sondern wesentlich erweitert und die so- 
genannten Distributionen einführt. Als Grundlage für die Einführung der ent- 
sprechenden Definitionen dient der oben betrachtete Begriff des dualen Raumes. 

Wir betonen noch einmal, daß die Einführung von Distributionen keineswegs 
durch das Streben nach möglichst weiter Ausdehnung der Begriffe der Analysis, 
. sondern durch konkrete Aufgaben, hervorgerufen wurde. Im Prinzip wurden in der 
Physik schon ziemlich lange Distributionen benutzt, jedenfalls noch bevor die streng 
mathematische Theorie der Distributionen entstand. . 

Ehe wir zu den exakten Definitionen übergehen, wollen wir den Grundgedanken 
erläutern, der zu den Distributionen führt. 

Es sei. f eine feste lokalintegrierbare Funktion auf der reellen Achse, d.h., f sei 
auf jedem beschränkten Intervall integrierbar. Außerdem sei p eine stetige Funktion, 
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die außerhalb eines gewissen endlichen Intervalls verschwindet (solche Funktionen 
werden wir im weiteren finit nennen). Jeder solchen Funktion » kann man mit Hilfe 
der fixierten Funktion f die Zahl 


(9) = |) ode eb) 


zuordnen (hier wird wegen der Finitheit von o(x) tatsächlich nur über ein endliches 
Intervall integriert). Anders ausgedrückt, kann man die Funktion f als Funktional 
(und zwar als lineares, wegen der Grundeigenschaften des Integrals) auf einem ge- 
wissen Raum von finiten Funktionen betrachten. Jedoch stellen die Funktionale der 
Gestalt (1) nicht alle Funktionale dar, die man auf einem solchen Raum einführen 
kann. Wenn wir zum Beispiel jeder Funktion » ihren Wert im Punkt O0 zuordnen, 
erhalten wir ein lineares Funktional, das nicht in der Form (1) darstellbar ist. Somit 
“werden die Funktionen f(x} auf natürliche Weise in eine größere Menge eingebettet, 
und zwar in die Gesamtheit aller linearen Funktionale auf den finiten Funktionen. 
Den Bereich der Funktionen p kann man verschieden wählen. Zum Beispiel könnte 
man alle stetigen finiten Funktionen nehmen. Wie jedoch im weiteren klar wird, ist 
es vernünftig, von den zulässigen Funktionen p neben der Stetigkeit und der Finitheit 
auch noch hinreichend starke Glattheitsbedingungen zu verlangen. 


4.4.2. Der Raum der Grundfunktionen. Wir kommen jetzt zu den. exakten Defini- 
tionen. Wir betrachten die Gesamtheit K aller finiten, unendlich oft differenzier- 
baren Funktionen auf der reellen Achse.!) Die zu X gehörenden Funktionen bilden 
einen linearen Raum (mit der üblichen Addition und Skalarmultiplikation von Funk- 
tionen). In diesem Raum kann man zwar keine Norm im Sinne der oben entwickelten 
Theorie einführen, jedoch läßt sich in natürlicher Weise ein Konvergenzbegriff 
erklären. 

Eine Folge {p,} von Elementen aus K heißt konvergent gegen die Funktion ge K, 
wenn a) ein Intervall existiert, auf dessen Komplement alle o, identisch verschwin- 
den!) und wenn b) die Folge der k-ten Ableitungen?) {9,®} (k =0,1,2, ...) auf diesem 
Intervall gleichmäßig gegen 9® konvergiert. 

Den linearen Raum K mit der oben definierten Konvergenz werden wir Grund- 
raum und seine Elemente Grundfunktionen oder Testfunktionen nennen. 


Es ist nicht schwer, die Topologie i in X zu beschreiben, die der in K erklärten Konvergenz 
entspricht. Diese Topologie wird durch das folgende Nullumgebungssystem erzeugt. Eine Null- 
umgebung besteht aus allen Funktionen von K, die für alle x den DES HU Ben 


IPla)l < yo), ..., mE) < Ymlz) 


1) Dabei kann das Intervall, auf dessen Komplement die Funktion ? rn, für ver- 
schiedene p e K verschieden sein. 
2) Unter der nullten Ableitung versteht man üblicherweise die Funktion selbst. 
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genügen, wobei Yg .., Ym endlich viele positive stetige Funktionen sind. Der Nachweis, daß diese 
Topologie tatsächlich der oben beschriebenen Konvergenz entspricht, wird dem Leser über- 
lassen. 


. Aufgabe. Mit K,, bezeichnen wir den Teilraum von K, der aus allen Funktionen 9 e K mit 
o(z) = 0 für |x| > m besteht. Der Raum X, wird zu einem abzählbar-normierten Raum, wenn 
wir die Normen i 


pl = sup PR) » »r=0,1,2,.. 
0sksn ” 


eis 


einführen. Man beweise die folgende Aussage: Die in K,, durch diese Normen erzeugte Topologie 


(bzw. Folgenkonvergenz) stimmt mit der Topologie (bzw. Konvergenz) überein, die in X„, durch 
die oben beschriebene Topologie (Konvergenz) des Raumes K induziert wird. Ottenbar ist 


KLcRc-c . cz undK= Ü En Man zeige, daß eine Menge Q = K dann und nur 
-1 

dann beschränkt bezüglich der in K eingeführten Topologie ist, wenn ein m existiert, so daß Q 

eine beschränkte Teilmenge des abzählbar-normierten Raumes K, ist. Schließlich sei 7 ein 


lineares Funktional auf K,und man beweise, daß die folgenden vier Aussagen gleichwertig sind: 
a) Das Funktional 7 ist bezüglich der Topologie des Raumes K stetig. 

- b) Das Funktional 7 ist auf jeder beschränkten Menge @ < K beschränkt. 

c) Ausp, e K und 9, — 0 (im Sinne der in K erklärten Konvergenz von Folgen) folgt 7(9,) — 0. 


d) Für jedes m ist die Einschränkung 7, des Funktionals T auf den Teilraum EnZK ein 
stetiges Funktiönal auf Ky. 


4.4.3. Distributionen 


Definition 1. Jedes stetige lineare Funktional 7'(p) auf dem Grundraum K heißt - 


Distribution (auf der reellen Achse —oo < x < oo) Die Stetigkeit ist dabei so zu 
verstehen, daß 7(o,) — 7(p) strebt, wenn die Folge 9, im Grundraum K gegen 
konvergiert. 


Wir vermerken zunächst erst einmal, daß jede lokalintegrierbare Funktion durch 
die Gleichung 


oo 


T,(p) = [ fe) pa) de | (2) 


oo 


ein stetiges lineares Funktional auf K, d.h. eine Distribution definiert.t) Derartige 


_ Distributionen werden wir im weiteren regulär nennen, während wir alle verbleiben- 


3) Anm. d. Übers.: Sind f, und /, zwei lokalintegrierbare Funktionen, so gilt 
T,(@)=T,(g fürallepgeK 


genau dann, wenn die Menge {x: f(x) # fa(x)} das Lebesguesche Maß. Null hat. Anders aus- 
gedrückt: T,, = Typ, gilt genau dann, wenn f, äquivalent zu f, ist. Identifiziert man Funktionen, 
die sich nur auf einer Menge vom Maß Null unterscheiden, so erhält man eine eineindeutige Zu- 
ordnung zwischen den Distributionen des obigen Typs (den regulären Distributionen) und den 
lokalintegrierbaren Funktionen. Hiervon wird später Gebrauch gemacht. Man: vergleiche hierzu 
die Ausführungen in 4.4.5. 


N 
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den Distributionen, die also nicht in der Form (2) darstellbar sind, singulär nennen 
werden. > 


Wir wollen einige Beispiele singulärer Distributionen anführen. 


1. Die ö-Funktion. Die Gleichung, 


definiert ein stetiges Iineares Funktional auf K, also gemäß unserer oben eingeführten 
Terminologie .eine Distribution. Dieses Funktional schreibt man gewöhnlich in der 
Form 


[3 


[ee] 


[ ö) pa) de. .@ 


x 


Dabei versteht man unter ö(x) eine „Funktion“, die für x = 0 verschwindet und im 
Punkt x = 0 unendlich wird, und zwar so, daß 


ft) de —=1 


"ist, Wir haben die ö-Funktion schon in 4.1. als Funktional auf dem Raum aller 
stetigen Funktionen über einem Intervall betrachtet. Die Betrachtung der ö-Funktion 
als Funktional auf K besitzt jedoch bestimmte Vorzüge, z. B. kann man dann den 
Begriff der Ableitung für die ö-Funktion erklären. 


2. Die verschobene 6-Funktion. Es sei 


T(p) = pda). 
Dieses Funktional schreibt man in Analogie zur Bezeichnungsweise (3) auch in der 
Form j 


[se —.a) ol) de. (4) 


3. Die Ableitung der 6-Funktion. Jedem 9 € K ordnen wir jetzt die Zahl —9’(0) 
zu. Später werden wir klären, warum man dieses Funktional natürlicherweise als 
Ableitung des Funktionals aus dem ersten Beispiel ansieht. 


4. Wir betrachten die Funktion 1/x. Sie ist auf keinem Intervall integrierbar, das 
den Nullpunkt enthält. Jedoch für jedes 9 € K existiert der Hauptwert des Integrals 


N pie) de 
% ! 
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und ist endlich. Es gilt nämlich 


© b Fu " A 
% x 0% er 


dabei ist (a, b) das Intervall, außerhalb dessen p verschwindet. Das erste der rechts 
stehenden Integrale existiert hier im gewöhnlichen Sinne (unter dem' Integral steht 
. eine stetige Funktion), während das zweite Integral im Siune des Hauptwertes exi- 
stiert. Somit erzeugt 1/x ein Funktional auf K, d.h. eine Distribution. 
Man kann beweisen, daß alle Distributionen aus den Beispielen 1 bis 4 heul 
sind (d.h. sich nicht in der Form (2) mit irgendeiner lokalintegrierbaren ur Eion f 
darstellen lassen). 


4.4.4. Operationen im Bereich der Distributionen. Für Distributionen, d.h. für stetige 
lineare Funktionale auf K, sind eine Addition und eine Skalarmultiplikation erklärt. 
Im Fall regulärer Distributionen (die ja auch als gewöhnliche Funktionen aufgefaßt 
werden können) stimmt diese Addition mit der gewöhnlichen Addition von Funk- 
tionen überein. Genauso verhält es sich auch mit der Skalarmultiplikation. 

Wir wollen im Raum der Distributionen einen Konvergenzbegriff einführen, und 
zwar nennen wir eine Folge {p,} von Distributionen konvergent gegen f, wenn für 
jedes € K die Beziehung 


(In 9) > (fh, p) 


erfüllt ist. Anders ausgedrückt: Wir definieren die Konvergenz einer Folge von 
Distributionen als punktweise Konvergenz in jedem Element aus. K. Den Raum der 
Distributionen mit dieser Konvergenz bezeichnen wir mit K*. 

Ist & eine unendlich oft differenzierbare Funktion, so läßt sich das Produkt von & 
mit einer Distribution f in natürlicher Weise durch die Formel 


(@f, 9) = (f, ap) 


definieren (der rechts stehende Ausdruck besitzt wegen ap€ K einen Sinn). Alle 
diese Operationen, die Addition, die Skalarmultiplikation und die Multiplikation mit 
einer unendlich oft differenzierbaren Funktion, sind stetig. 

Ein Produkt zweier Distributionen führen wir nicht ein. Sinnvollerweise müßte 
diese Operation nämlich stetig sein und für zwei reguläre Distributionen mit der 
üblichen Multiplikation von Funktionen übereinstimmen. Man kann aber 20; 
daß es ein solches Produkt nicht geben kann. 

Wir werden jetzt für Distributionen eine Differentiation erklären und deren 
Eigenschaften untersuchen. 
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lineare Operatoren 


Zunächst sei 7’ eine reguläre Distribution, die durch eine stetig differenzierbare 


Funktion f erzeugt wird, 


-f I) p 


Als deren Ableitung möchte man natürlich das durch die Formel 


T(o) = . dx. 


definierte Funktional “= erhalten. 
X 


Definition: 


Definition 2. Ist 7 eine Distribution, so heißt das durch die ee 


Te) 


definierte Funktional Ableitung v 
linear und stetig ist, d. h..eine Dis 
„dritte und noch höhere Ableitun, 


Wenn wir die Distribution mit 


on T. Es ist klar, daß das so definierte Funktional 
bribution darstellt. Analog definiert man die zweite, 
en. 


dem Symbol f bezeichnen, so werden wir die Ab- 


leitung f (die wir in dem gerade erklärten Sinne verstehen) mit dem üblichen Symbol f 
bezeichnen. 

Aus der Definition der Ableitung. einer Distribution ergibt sich unmittelbar’ die 
Gültigkeit der folgenden Aussagen: 


1. Jede Distribution besitzt Ableitungen beliebig hoher Ordnung. 


2. Konvergiert die Folge {f„} von Distributionen gegen die Distribution f (im Sinne 
der Konvergenz von Distributionen), dann konvergiert die Folge {f,'} der Ableitungen 
gegen die Ableitung f von f. Das gleiche gilt auch für die Ableitungen beliebiger 
Ordnung. Das ist gleichwertig damit, daß man jede konvergente Reihe von Distribu- 
tionen beliebig oft gliedweise differenzieren kann. 
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Wir wollen einige Beispiele betrachten. 


1. Ist f eine differenzierbare Funktion mit stetiger (oder stückweise stetiger) Ab- 
leitung, so ist nach dem oben Gesagten klar, daß die Ableitung von f im Sinne der 
Distributionen mit der gewöhnlichen Ableitung übereinstimmt.!) 


2. Es sei 


ifürz>0, 
Ka). 1 für x <0. 0) 


Diese Funktion wird Heaviside-Funktion genannt, sie definiert das lineare Funk- 


tional 
X 
— [ Pla) de 
9 . 
Nach Definition der Distributionsableitung ergibt sich daraus 


= he) Fe) de = Hl0) 
(da im Unendlichen verschwindet). Somit erhält man als Ableitung der Heaviside- 
Funktion (5) gerade die d-Funktion. 


3. Ist feine Funktion, die in den Punkten x,, &,, ... Sprünge der Höhe A,, he, .. 
besitzt und in allen anderen Punkten differenzierbar ist, so ergibt sich die Distribu- 
tionsableitung von / nach den Beispielen 1 und 2 offenbar als Summe von f’ (in den 
Punkten, in denen diese Ableitung existiert) und eines Ausdrucks der Form 


2 h,ölx = 2). 


4. Die Ableitung der ö-Funktion im Sinne der Distributionen ist das Funktional, 
das jeder Funktion 9 aus K den Wert —o’(0) zuordnet. Das ist aber gerade jenes 
Funktional, das wir schon „Ableitung der ö-Funktion‘“ genannt hatten. 


5. Wir betrachten die Reihe 


2 sinnz 


(6) 


n=1 Y/7 


Ihre Summe ist eine Funktion mit der Periode 2r, die im Intervall [—x, x] die 
Gestalt 


— für 0<e<a, 
le — für —rz <2<0, 
L 0 für z=0 


1) Anm. d. Übers.: Man vergleiche die Fußnote auf 8. 205. 


14 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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besitzt. Die verallgemeinerte Ableitung dieser Funktion ergibt die Distribution 


tr N ö(® — 2kz) M 


k=—-o 


(wenn wir sie auf eine beliebige finite Funktion anwenden, erhalten wir immer nur 
endlich viele von Null verschiedene Summanden). Andererseits erhalten wir durch 
gliedweise Differentiation der Reihe (6) die divergente Reihe 


x 


N cosne. 
ni 


Im Sinne der Konvergenz von Distributionen ist diese Reihe jedoch konvergent 
(und zwar gegen den Ausdruck (7)). Mit Hilfe der Distributionen ist es also möglich, 
der Summe einer im gewöhnlichen Sinne divergenten Reihe einen ganz bestimmten 
Sinn zu geben. Genauso verhält es sich auch mit vielen divergenten Integralen. 
Diesem Umstand begegnet man oft in der Quantenfeldtheorie und in einigen anderen 
Gebieten der theoretischen Physik. Im übrigen entsteht eine ähnliche Situation schon 
bei der Lösung von elementaren Aufgaben der mathematischen Physik mit Hilfe 
der Fourierschen Methode. So tauchen etwa bei der Lösung der Gleichung 
2 2 . 
- =? - (die zum Beispiel die Schwingungen einer Saite beschreibt) trigonome- 
trische Reihen auf, die nur im Sinne der Theorie der Distributionen zweite Ableitungen 
nach x und t besitzen und somit dieser Gleichung nur im Sinne der Distributionen 
genügen. 


4.4.5. Bemerkungen zum Raum der Grundfunktionen. Wir haben die Distributionen 
als lineare Funktionale auf einem gewissen Raum definiert, und zwar auf dem Raum 
K der finiten unendlich oft differenzierbaren Funktionen. Man hätte den Grundraum 
aber auch anders wählen können. Wir wollen die Gründe untersuchen, warum gerade 
der Raum K als Raum der Grundfunktionen genommen wurde. Derartige Über- 
legungen kann man auch in den anderen Fällen anstellen. 

Durch die scharfen Forderungen, daß jedes Element aus K finit und beliebig oft 
differenzierbar sein sollte, haben wir erstens einen umfangreichen Raum von Distribu- 
tionen erhalten (eine Einschränkung des Grundraumes führt offenbar zur Vergröße- 
rung des dualen Raumes). Und zweitens konnten auf diese Weise die Grundopera- 
tionen der Analysis (Grenzübergang, Differentiation) auf Distributionen übertragen 
werden. Dabei ist der Raum K der Grundfunktionen aber auch nicht zu eng. In X 
gibt es hinreichend viele Elemente, um etwa mit ihrer Hilfe die stetigen Funktionen 
zu trennen. Darunter ist folgendes zu verstehen. Es seien fı und f, zwei verschiedene 
steige (und somit auch lokalintegrierbare) Funktionen auf der reellen Achse. Dann 
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existiert eine Funktion € K mit 


Shte) oe) de + | Ile) pie) de. 8) 


Um das zu zeigen, setzen wir f{x) = fi(®) — fs(«). Ist f(x) = 0, so existiert ein Punkt 
-%, mit f({&o) == 0. Dann ändert aber f(x) in einem ganzen Intervall (x, ß), das den 
Punkt x, enthält, sein Vorzeichen nicht. Nun betrachten wir die Funktion 


1 
e-da-e) für 
Po 2 für a <e<Pß, 


0 sonst. 


Diese Funktion gehört zu X, denn sie verschwindet außerhalb des Intervalls («, ß), 
und sie besitzt Ableitungen jeder Ordnung. (Man zeige die Existenz der Ableitungen 
in den Punkten z= x und x = f!) Außerdem ist p(x) im Intervall (x, $) positiv, 
woraus offenbar 


oo 


8 
[te ve) da = | ie) Pla) da + 0 


folgt. Somit haben wir gezeigt, daß der Raum K ausreicht, um je zwei stetige Funk- 
tionen zu trennen.!) 


4.4.6. Die Bestimmung von Distributionen aus ihren Ableitungen. Differential- 
gleichungen in der Klasse der Distributionen. Differentialgleichungen sind eines der 
Hauptanwendungsgebiete der Theorie der Distributionen. Zugleich haben Aufgaben, 
die mit solchen Gleichungen zusammenhängen, auch in bedeutendem Maße die Ent- 
wicklung .dieser Theorie stimuliert. Hauptsächlich wird diese Theorie auf partielle 
Differentialgleichungen angewendet, die wir aber hier nicht betrachten wollen. Wir 
werden hier nur einfache Fragen berühren, die sich auf die Lösung gewöhnlicher 
Differentialgleichungen mit Hilfe von Distributionen beziehen. 
Wir beginnen mit der einfachsten Gleichung dieser Form, 


y=f«) 


(f(&) ist hier eine gewöhnliche Funktion oder eine Distribution), d. h., wir wollen eine 
Distribution aus ihrer Ableitung bestimmen. Zunächst sei f(x) = 0. 


}) Diese Behauptung kann man auf wesentlich allgemeinere Funktionen als die stetigen Funk- 
tionen ausdehnen. Dazu benötigen wir aber den Begriff der Lebesgue-Integrierbarkeit, von 
dem erst im folgenden Kapitel die Rede sein wird. [Anm. d. Übers.: Man vergleiche hierzu die 
Fußnote auf S. 205.] 


14* 
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Satz 1. Nur die Konstanten sind Lösungen der Gleichung 
y=o0 i el) 
(in der Klasse der Distributionen). 
Beweis. Gleichung (9) bedeutet, daß für jede Grundfunktion ge K 
(y,P) = (% e)=0 i (10) 


ist. Mit K® bezeichnen wir die Gesamtheit aller der Grundfunktionen, die als 
Ableitung einer Grundfunktion dargestellt werden können. Offenbar ist K® ein 
linearer Teilraum von K. Setzen wir (x) = —p’(x), so durchläuft 9, den Raum K®, 
wenn » den Raum K durchläuft. Gleichung (10) definiert also ein Funktional y auf 
Ka. 


Eine Grundfunktion gehört nun genau dann zu K ©, wenn 
[ pe) de = 0 (11) 


ist, d.h., X® ist der Kern des Funktionals f 9(x) de. Denn aus o(&) = y’(x) folgt 


x oo 


[ra de= ye)| =0. | (12) 
Umgekehrt ist 
via) = [ pl) di (13) 


- eine beliebig: oft differenzierbare Funktion mit y’(x) = p(x), und diese Funktion ist 
finit, wenn (11) erfüllt ist. 

Nach den Resultaten, aus 3.1.6. kann man also eine beliebige Grundfunktiong € K 
in der. Form 


pamtem (MEk®) 


darstellen, wobei 9, eine feste Grundfunktion ist mit 9, € K® und 
f ola)de=1. 
Daku braucht man nur 
oo 
c= [pl@)de und gie) = pa) — opola) 


zu setzen. Somit ist das Funktional y durch die Angabe seines Wertes für die Grund- 
funktion g,(x) bereits eindeutig auf ganz K bestimmt. Setzen wir also (Y, 9) = &, 
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so erhalten wir 
x ü oo 

(49) = (pP) + ey, 9) = a | Pla) de = | aple).de, 

d. h., die Distribution y ist identisch mit der Konstanten «.!) Das war aber gerade zu 


beweisen. 


„Hieraus folgt, daß f — 9 = const ist, wenn die beiden Ditäibukienen R und g die 
Gleichung f=g erfüllen. 
Jetzt betrachten wir die Gleichung 


y=i@), (14) 
in der f(x) eine beliebige Distribution ist. 
Satz 2. Gleichung (14) besitzt für jedes f € K* eine Lösung, die ee zu K* gehört 
Diese Lösung bezeichnet man natürlicherweise als Integral der Distribution f. 
Beweis, Gleichung (14) besagt, daß für jede Grundiunktion o 
Wo) =Ww—-r)= (he in 


gilt. Diese Gleichheit bestimmt den Wert des Funktionals y auf allen Grundfunk- 
tionen 9, aus K®: 


Jetzt benutzen wir die oben erhaltene Darstellung 


P=9 7 69 


für Elemente aus K. Belzdn wir (Y, @0) = 0, so ist das Funktional y auf ganz K er- 
klärt, und zwar ist 


Dieses Funktional ist linear und wie man leicht überprüfen kann, und erfüllt 
außerdem Gleichung (14). Denn es gilt für aleoe K 


Wwp) = (y —p') = ( [ro ) = (hp). 


Somit existiert für jede Distribution f(x) eine Lösung der Gleichung 
y=lß) 


d. h., jede Distribution besitzt ein Integral. Nach Satz 1 ist dieses Tnteen durch die _ 
Funktion fix) bis auf einen kohstanten: Summanden eindeutig bestimmt. 


1) Anm. d. Übers.: Vgl. die Fußnote auf 8.205. 
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Die erhaltenen Resultate lassen sich leicht auf Systeme linearer Differential- 
gleichungen 1. Ordnung übertragen. Wir beschränken uns hier auf die Angabe der 
entsprechenden Resultate und lassen die Beweise weg. 

Wir betrachten ein homogenes System von n linearen Differentialgleichungen 
1. Ordnung 


n 
yi = 2 ale) Yk > i=1,2,...,n, (16) 


mit beliebig oft differenzierbaren Koeffizienten a;,(x). Ein solches System besitzt 
eine gewisse Anzahl .von „klassischen“ Lösungen (d.h. von Lösungen, die selbst 
gewöhnliche Funktionen sind und die darüber hinaus noch beliebig oft differenzierbar 
sind). Man kann zeigen, daß es in der Klasse der Distributionen keine weiteren 
Lösungen des.Systems (16) gibt. 

Für das inhomogene System der Form 


VL wet fi | (17) 
ki 


mit unendlich oft differenzierbaren Koeffizienten a;, und beliebigen Distributionen f; 
existiert stets eine Lösung in der Klasse der Distributionen, und diese ist bis auf eine 
beliebige Lösung des homogenen Systems (16) bestimmt. 

Sind im System (17) nicht nur die a,,,sondern auch.die f; ‚, gewöhnliche“ Funktionen, 
so sind alle in K* existierenden Lösungen dieses Systems ebenfalls gewöhnliche Funk- 
tionen. 


4.4.7. Einige Verallgemeinerungen. Bisher haben wir Distributionen einer reellen 
Veränderlichen betrachtet, d. h. Distributionen auf der reellen Achse. Auf der Grund- 
lage derselben Überlegungen kann man auch Distributionen auf einer beschränkten 
Menge, etwa auf einem Intervall oder einem Kreis, Distributionen mehrerer Ver- 
änderlicher, Distributionen eines komplexen Arguments usw. einführen. Außerdem 
ist die oben angegebene Definition der Distributionen auf der reellen Achse bei weitem 
nicht die einzig mögliche. Wir wollen ganz kurz einige der erwähnten eypen von 
Distributionen betrachten. 


a) Distributionen. mehrerer Veröndericher, Wir betrachten im n-dimensionalen 
Raum die Gesamtheit K” aller Funktionen o(&,, &, «-., %), die außerhalb eines 
(jeweils von p abhängigen) Quaders 

4, <,<shb, i=12,...,n 


verschwinden und für die sämtliche partiellen Ableitungen nach allen Argumenten 
existieren. Die Menge K* bildet einen linearen Raum (mit der gewöhnlichen Addition 
und Skalarmultiplikation von Funktionen). Analog wie im eindimensionalen Fall 
kann man in diesem Raum eine Konvergenz einführen: p, konvergiert gegen 9,9, —9 
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wenn alle‘ Funktionen 9, außerhalb eines gemeinsamen Quaders , <sxı, sb, 
?=1,2,...,n, verschwinden und wenn in diesem Quader 


T r n 

et (fu) 
Or 0" Or er NV 

gilt, und zwar gleichmäßig für jedes fixierte r»-Tupel (a, ..., &,) von nichtnegativen 

ganzen Zahlen. 

Jedes stetige lineare Funktional auf K* heißt Distribution von n. Veränderlichen. 
Jede lokalintegrierbare Funktion f(x) von n Veränderlichen läßt sich gleichzeitig 
auch als Distribution interpretieren. Der Wert des entsprechenden Funktionals wird 
durch die Formel 


(bo) = He) via)de (@= (a... u), da = dan. den) 


gegeben. Wie auch im Fall » = 1 bestimmen verschiedene stetige Funktionen ver- 
schiedene Funktionale (d. h. stellen verschiedene Distributionen dar).!) 

Für Distributionen von n Veränderlichen werden die Begriffe des Grenzüberganges, 
der Ableitung usw. analog wie im Falle einer Veränderlichen eingeführt. Zum Beispiel 
werden partielle Ableitungen einer Distribution durch die Formel 


fie Fple 
(a a) = (me, 
te Ö%,, m ar On,” 
definiert. Daraus ist ersichtlich, daß jede Distribution von » Veränderlichen partielle 
Ableitungen beliebiger Ordnung besitzt. 


b) Komplexe Distributionen. Als Grundfunktionen nehmen wir jetzt die unendlich 
oft differenzierbaren, finiten, komplexwertigen Funktionen auf der reellen Achse. 
Die Funktionale auf dem Raum K dieser Grundfunktionen bezeichnen wir dann als 
komplexe Distributionen. Wir erinnern daran, daß in einem komplexen linearen Raum 
lineare und antilineare Funktionale existieren. Die ersten genügen der Bedingung 

(hp) = af, 9) | 
(« komplexe Zahl), die zweiten der Bedingung 

(ap) = Alf, p). 
Ist f(x) eine gewöhnliche komplexwertige Funktion auf der reellen Achse, so kann 
man ihr auf zwei Arten ein lineares Funktional auf K zuordnen: 


Goı= Stade Ä (18), 
und —_ 


92 = [ Ha) pie) de. | (18), 


1) Änm. d, Übers.: Die Fußnote auf 8. 205 läßt sich sinngemäß übertragen. 


S 
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Derselben Funktion f(x) kann man auch zwei antilineare Funktionale zuordnen, und 
zwar 


und 


RES EIOLTOL u 18) 
(hp) = ai ie) (18), 


Der Wahl einer dieser vier Möglichkeiten entspricht jeweils eine bestimmte Art der 
Einbettung des Raumes der „gewöhnlichen“ Funktionen in den Raum der Distribu- 
tionen. Die Operationen für komplexe Distributionen werden ganz analog definiert, 
wie das oben für reelle Distributionen beschrieben wurde. j 


c) Distributionen auf einem Kreis. Manchmal ist es günstig, Distributionen auf einer 
beschränkten Menge zu betrachten. Als sehr einfaches Beispiel betrachten wir Di- 
stributionen auf einem Kreis. Als Raum der Grundfunktionen nehmen wir die Ge- 
samtheit aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem Kreis, dabei 
sollen die Addition und Skalarmultiplikation in der üblichen Weise erklärt sein. Eine 
Folge {p,(x)} von Funktionen aus diesem Raum nennen wir konvergent, wenn für 


" jedesk = 0,1, 2, ... die Folge der Ableitungen {p,®(z)} auf dem ganzen Kreis gleich- 


mäßig konvergiert. Da hier die Menge der Argumente (der Kreis) beschränkt ist, 
entfällt die Forderung der Finitheit der Grundfunktionen automatisch. Lineare 
Funktionale auf diesem Raum nennen wir Distributionen auf dem, Kreis. 

Jede gewöhnliche Funktion auf dem Kreis kann man auch als periodische Funk- 
tion ansehen, die auf der reellen Achse gegeben ist: Wenn man diese Auffassung auf 
die Distributionen bezieht, kann man Distributionen auf einem Kreis auch als 
periodische Distributionen ansehen. Dabei ist unter einer periodischen. Distributien 
(mit der Periode «) natürlich ein Funktional f zu verstehen, das der Bedingung 


(te), te — a) = (fie), gie) 


für jede Grundfunktion g genügt: Als Beispiel einer periodischen Distribution kann 
die Distribution 


& cosne = 423 öl — 2kr) 
n=1 k=—-0 , 


- dienen, die bereits oben erwähnt wurde. 


d) Andere Grundräume. Oben haben wir Distributionen auf der reellen Achse als 
lineare Funktionale auf dem Raum .K der unendlich oft differenzierbaren finiten 
Funktionen definiert. Jedoch die Wahl dieses Grundraumes ist nicht die einzig 
mögliche. Zum Beispiel könnte man anstelle des Raumes K der finiten Funktionen 
den größeren Raum S, nehmen. Dieser Raum besteht aus allen beliebig oft differen- 
zierbaren Funktionen o(x) auf der reellen Achse, die zusammen mit ihren Ableitun- 
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gen schneller als jede Potenz von 1/[e| fallen. Genauer gesagt, soll eine Funktion 
px) zum Grundraum 8. gehören, wenn für je zwei Zahlen 2,9 =0,1,2,... eine 
Konstante C, , (die von p, q und abhängt) mit 


OR <G, -m<a<m, (19) 


existiert. Die Konvergenz in $. wird folgendermaßen erklärt: Eine Folge {p„(z)} 
heißt konvergent gegen o(x), wenn die Folge {p,®{z)} für jedes g = 0,1,... auf 
jedem endlichen Intervall gleichmäßig gegen p(x) konvergiert und wenn man die 
Konstanten C,, in den Ungleichungen 


aro,@a)| < Opa 


unabhängig von n wählen kann. Dabei erhält man einen etwas kleineren Raum von 
Distributionen als im Fall des Raumes K. Zum Beispiel definiert die Funktion 


fa) = e® 


ein stetiges lineares Funktional auf K, aber nicht auf 8. Die Wahl von S, als 
Grundraum ist zum Beispiel bei der Betrachtung der Fouriertransformation von 
Distributionen zweckmäßig. 

Wie die Entwicklung der Theorie der Distributionen zeigte, ist es allgemein nicht 
notwendig, sich ein für allemal auf einen bestimmten Grundraum festzulegen. Viel- 
mehr ist es günstig, ihn zweckentsprechend in Abhängigkeit vom betrachteten Pro- 
blemkreis zu varlieren: Dabei besteht die wesentliche Forderung allein darin, daß es 
einerseits „hinreichend viele“ Grundfunktionen gibt (um mit ihrer Hilfe die „‚ge- 
wöhnlichen“ Funktionen oder genauer die regulären Funktionale zu trennen) und 
daß andererseits diese Grundfunktionen hinreichend glatt sind. 


Aufgabe. Man beweise, daß man den Raum S% zu einem abzählbar-normierten Raum machen 
kann, wenn man etwa 


plan = 2 sup (UHR 
p+g=n -w<e<o 
Dzi<p 
0<jzq 


setzt. Ferner zeige man, daß eine im obigen Sinne konvergente Folge auch bezüglich der Topologie 
konvergiert, die durch diese Normen definiert wird. 


4.5. Lineare Operatoren 


4.5.1. Definition und Beispiele linearer Operatoren. Es seien E und Bi zwei lineare 
topologische Bäume. Eine Abbildung 


y=4Ax (wcE,yecH,) 
aus E in E,, die der Bedingung 
Alaxı + PX) = Ar + PA, 
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genügt, nennen wir linearen Operator. Die Gesamtheit D, aller Elemente ze E, für | 
die die Abbildung A definiert ist, heißt Definitionsbereich von A. Im allgemeinen 
setzen wir nicht voraus, daß D, = E ist. Jedoch werden wir stets annehmen, daß D, 
eine lineare Menge ist, d. h., daß mit x,y € D, auch ax + By € D, ist für alle «, ß. 

Ein Operator A heißt stetig im Punkt x, € D,, wenn zu jeder Umgebung V des 
Punktes y, = Ax, eine Umgebung U des Punktes x, existiert, so daß Ax € 7 für 
allexe UnD, ist. Ein Operator A heißt stelig, wenn er in jedem Punkt ze D, 
stetig ist. Sind Z und Z, normierte Räume, so ist diese Definition mit der folgenden 
gleichwertig: Ein Operator A heißt stetig, wenn zu jedem e > 0 ein ö > 0 existiert, 
so daß 

4x’ — Ar’|| <e 
ist für alle x’, x’ € D, mit 
I’ al <0. 

Der Begriff des linearen Funktionals, der am Anfang dieses Kapitels eingeführt 
wurde, ist ein Spezialfall eines linearen Operators. Und zwar ist ein lineares Funk- 
tional ein linearer Operator, der den gegebenen Raum Z in die reellen Zahlen R! 
abbildet. Die Definitionen der Linearität und der Stetigkeit eines Operators gehen 


für Z, = R! in die entsprechenden Definitionen über, die früher für Funktionale 
gegeben wurden. 


Beispiele linearer Operatoren 
1. E sei ein topologischer linearer Raum, und es sei 


Ax=x fürallexzeR. 


Ein solcher Operator, der jedes Element des Raumes in sich überführt, heißt 
identischer Operator. 


2. E, und E, seien beliebige topologische lineare Räume, und es sei 
02 =0 fürallxweE. 
(Eier ist O das Nullelement des Raumes Z,.) Dann heißt 0 Nulloperator. 


3. Die allgemeine Gestalt eines linearen Omperators, der einen endlichdimensionalen 
Raum in einen endlichdimensionalen Raum überführt. A sei ein linearer Operator, der 
den n-dimensionalen Raum R” mit der Basis e,, ..., e, in den m-dimensionalen Raum 
ER” mit der Basis f,, ..., /m überführt. Für einen beliebigen Vektor & des R” gilt dann 


und wegen der Linearität des Operators A 


Az = 3 x;Ae;. = 
ii 
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Somit ist der Operator A. bestimmt, wenn man weiß, in welchen Raum er die 
Basisvektoren e,,...,e, abbildet. Wir stellen die Vektoren Ae; als Linearkombination 
der Basisvektoren fi, ..., f dar, 


m 
4e; = }, Ailr- 


Hieraus ist ersichtlich, daß der Operator A durch die Koeffizientenmatrix |je;;|| 
bestimmt ist. Das Bild des’ R” im Raum R" bildet dort einen linearen Teilraum, 
dessen Dimension offenbar gleich dem Rang der Matrix |\a,;||, also keinesfalls größer _ 
als.» ist. Wir bemerken, daß jeder lineare Operator auf einem endlichdimensionalen 
Raum automatisch stetig ist. 


4..H sei ein Hilbertraum und ZH, ein Teilraum von Z. Wir zerlegen Z in die direkte 


‘ Summe des Teilraumes 4, und seines orthogonalen Komplements, d. h., wir stellen - 


jedes Element h € H in der Form 
h=ht+th, (heH,k LH) 

dar. Da diese Darstellung eindeutig ist, können: wir 
Ph=h 


setzen. Diesen Operator P bezeichnet man üblicherweise als orthogonalen Projektor 
oder kurz Orthoprojektor von H auf H,. Die Linearität und die Stetigkeit prüft man 
mühelos nach. 


5. Im Raum der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, 5] betrachten wir den. 
durch die Formel 


5 
vi) [Ks de dd - 6) 
a 

definierten Operator, K(s, t) ist dabei eine fixierte stetige Funktion zweier Veränder- 
licher. Die Funktion y(t) ist für jede stetige Funktion @(s) wieder stetig, so daß der 
Operator (1) den Raum. der stetigen Funktionen tatsächlich in sich überführt. Die 
Linearität des Operators (1) ist trivial. Um von seiner Stetigkeit reden zu können, 
muß man zunächst erst einmal angeben, welche Topologie in diesem Funktionenraum 
betrachtet wird. Dem Leser wird empfohlen, die Stetigkeit des Operators zu be- 
weisen, wenn a) der Raum (fe, b], d.h. der Raum der stetigen Funktionen mit der. 
Norm |lpl|l = max |p(f)|, und wenn b) der Raum O?fa, bj betrachtet wird, d.h., wenn 

d 1/2 


Ilpll = | [eo a) ist, 
a 
‘6. In demselben Raum der stetigen Funktionen betrachten wir den Operator 


ve = pt) PR); 


220 4. Lineare Funktionale und lineare Operatoren 


wobei o,(f) eine fixierte stetige Funktion ist. Die Linearität dieses Operators ist 
trivial. (Man zeige seine Stetigkeit bei den im vorhergehenden Beispiel angegebenen. 
Normierungen.) 


7. Eines der wichtigsten Beispiele von linearen Operatoren bildet der Ditferen- 
tiationsoperator. Man kann ihn in verschiedenen Räumen betrachten. 
a) Zunächst betrachten wir den Operator 
Di= fl 
im Raum C[e, b] der stetigen Funktionen. Dieser Operator (den wir als Abbildung 
aus Ca, b] in C[e, B] ansehen) ist offenbar nicht auf dem ganzen Raum der stetigen. 
Funktionen definiert, sondern nur auf’der linearen Menge aller stetig differenzier- 


baren Funktionen. Der Operator D ist linear, aber nicht stetig. Das ist beispielsweise 
daraus ersichtlich, daß die Folge 


sin nt 
i 


Me) = 


(in der Metrik des Raumes C[a, b]) gegen 0 konvergiert, während die Folge 


\ 


Do,{t) = cos nt 


nicht konvergiert. 


b) Den Differentiationsoperator kann man auch als Operator aus dem Raum D;, 
. der auf [e, 5] stetig differenzierbaren Funktionen mit der Norm 


Soll = max |p(£)| + max |o’(öl 


in den Raum Ola, 5] auffassen. In diesem Fall ist der Operator D linear und stetig 
und bildet ganz D, auf ganz Ola, b] ab. 

c) Den Differentiationsoperator als Operator aus D, in C[a, b] aufzufassen. ist 
"nicht immer zweckmäßig, obwohl wir damit einen stetigen linearen Operator er- 
halten, der auf dem ganzen Raum definiert ist. Denn man kann diesen Operator im 
allgemeinen nicht zweimal auf eine Funktion aus D, anwenden. Dazu ist es günstiger, 
den Differentiationsoperator in einem noch kleineren Raum als D, zu betrachten, 
und zwar im Raum D,, der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf dem 
Intervall [a, b]. Die Topologie in D, erklären wir dabei durch das abzählbare Normen- 
system ö 
lol = sup (el, e’Ol +. Pal). 

n,t 

Der Differentiationsoperator führt den ganzen Raum D,, in sich über und ist, wie 
man leicht nachprüfen kann, stetig auf diesem Raum. 


.d) Die unendlich oft differenzierbaren Funktionen wiederum sind eine sehr enge 
Klasse. Eine Möglichkeit, den Differentiastionsoperator in einem wesentlich größeren 
Raum zu betrachten, so daß er dabei aber noch stetig bleibt, bieten die Distribu- 


{ 
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- tionen... In 4.4. haben wir bereits gesagt, wie die Differentiation von Distributionen 
erklärt ist. Aus dem dort Gesagten folgt offenbar, daß die Differentiation ein linearer 
Operator im Raum der Distributionen ist. Dieser Operator ist in dem Sinne stetig, 
daß aus der Konvergenz einer. Folge {f„(£)}} von Distributionen gegen eine Distribution 
f{t) die Konvergenz der Folge aller Ableitungen gegen die entsprechenden Ableitungen 
von ft) folgt. 


4.5.2. Stetigkeit und Beschränktheit. Ein linearer Operator aus E in EZ, heißt 
beschränkt, wenn er auf ganz E definiert ist und jede beschrärikte Menge wieder in eine 
beschränkte Menge überführt. Zwischen der Beschränktheit und der Stetigkeit eines 
linearen Operators besteht ein enger Zusammenhang, und zwar gilt folgende Be- 
hauptung. 

I. Jeder sietige lineare Operator ist beschränkt. 


Zum Beweis nehmen wir an, daß eine beschränkte Menge M. — E existiert, deren 
Bild AM — E, nicht beschränkt ist. Dann findet man in E, eine Nullumgebung P, 
so daß keine der Mengen AM /n in V enthalten ist. Dann existiert aber eine Folge 
%, € M, für die keines der Elemente Ax,[n zu V gehört. Die Folge {Ax,/n} kon- 
vergiert also nicht gegen Null in Z,. Andererseits gilt x,[n —0 in E,!) und das 
widerspricht der Stetigkeit des Operators A. 


1. Ist A ein beschränkter linearer Operator von E in E, und genügt E dem ersten 
Abzählbarkeitsaxiom, so ist A stetig. 


‚Zum Beweis nehmen wir an, daß A nicht stetig ist. Dann gibt es eine Nullum- 
gebung Vin E&, und eine Nullumgebungsbasis (U,} in E, so daß für jedes r ein Element 
x, € U,„ln mit Ax, nV existiert. Die Folge x, ist dann in E beschränkt (sie strebt 
sogar gegen 0), während die Folge Ax, in E, nicht beschränkt ist (da sie in keiner der 
Mengen nV enthalten ist). Also kann A nicht beschränkt sein. Damit haben wir die 
Kontraposition der Behauptung bewiesen. 

Also ist in Räumen, die dem ersten Abzählbarkeitsaxiom genügen (zu denen ins- 
besondere alle normierten und abzählbar-normierten Räume gehören), die Stetigkeit 
eines Operator gleichbedeutend mit seiner Beschränkiheit. 

Alle Operatoren, die in den Beispielen 1 bis 6 des vorhergehenden Abschnitts an- 
geführt wurden, sind stetig. Da alle dort betrachteten Räume dem ersten Abzähl- 
barkeitsaxiom genügen, sind alle dort aufgezählten Operatoren auch beschränkt, 

Sind E und E, normierte Räume, so kann man die Beschränktheit eines Operators 
A von E in E, auch folgendermaßen formulieren: Ein Operator A heißt beschränkt, 

“wenn er jede Kugel in eine beschränkte Menge überführt. Auf Grund der Linearität 
kann diese Bedingung wiederum so formuliert werden: Ein Operator A ist beschränkt, 
wenn eine Konstante C existiert, so daß für ale/€ E 


las € li 


1) Vgl: 3.5.1., Aufgabe 1. 
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ist, Die kleinste Zahl ©, die dieser Ungleichung genügt, heißt Norm des Operators A 
und wird mit ]|4|| bezeichnet. 


Satz 1. Für jeden: beschränkten Operator A, der einen normierten Raum in einen 
normierten Raum abbildet, gıli & 
5 5 haalı 5 
Id] = sup dell = sup (2) 
lels1 20 el 
Beweis. Setzen wir & = Bun del, so gilt wegen der Linearität von A die Gleich- 
heit Izl= 


een 
Iejs1 z+0 ||| 


Daher ist für jedes Element x #0 
Az 
Iell 


bzw. 
Az] <« |ell. 


Daraus ergibt sich 


Al=infO<o. 


Andererseits existiert zu jedem e > 0 ein Element x, + 0 mit 


_ 4a, 


a—e< 
Ikezll 


bzw. : 
2) ml S Ar SC lee. 
Daber gilt 

s—-e<infl=|äl 
und damit auch 

= |Al; 
denn e war beliebig. Folglich ist ||A|| = o. 


4.5.3. Summe und Produkt von Operatoren 


Definition 1. A und B seien zwei lineare Operatoren, die aus dem linearen Raum E 
in den linearen Raum Z, abbilden. Als ihre Summe A + B bezeichnen wir den 
“ Operator C, der dem Element x € E das Element 


y=Ax+BxeH, 
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zuordnet. C ist für alle Elemente aus dem Durchschnitt D an D, der Definitions- 
gebiete von A bzw. B definiert. 

Man prüft leicht nach, daß © = A + B ein linearer Operator ist und daß Ü stetig 
ist, falls A und B stetig waren. 

Sind Z und EZ, normierte Räume und die Operatoren A und B beschränkt, so ist 
auch A + B beschränkt; dabei gilt 


IA + BI < IlAll + BI & 
Das ergibt sich aus der für jedes x gültigen Beziehung 
I(A.+ B) xl = ||dx + Ball < All + Ball 
= (All + IIBII) Iell- 


Definition 2. A sei ein linearer Operator, der aus dem Raum E in den Raum #, 
abbildet, und B sei ein linearer Operator, der aus E, in E, abbildet. Als Produkt 
BA der Operatoren A und B wird der Operator © bezeichnet, der dem Element 
x €. E das Element 


= B(Ax) 


aus E, zuordnet. Der Definitionsbereich D. des Operators € = BA besteht aus allen 
x€ D,, für die Ave D; gilt. 


Offenbar ist der Operator BA linear. Er ist auch stetig, wenn A und B stetig sind. 


Aufgabe. Es ist zu beweisen, daß D. eine lineare Menge ist, wenn D, und D, lineare Mengen 
sind. 


Sind A und B beschränkte Operatoren zwischen normierten Räumen, so ist auch 
der Operator BA beschränkt, und dabei gilt 


1341 = IB] - All. | (4) 
. Das ergibt sich aus der Beziehung 
BAR) Ss IB - Awll  IBl- All Iell- (8) 


Die Summe und das Produkt von drei und mehr Operatoren werden induktiv 
definiert. Beide’ Operationen sind assoziativ. 

Als Produkt kA eines Operators A mit der Zahl k wird der Operator definiert, der 
jedem Element x das Element kAx zuordnet. 

Die Gesamtheit £(E, E,) aller stetigen linearen Operatoren von Z in HE, (E und #, 
fixierte topologische lineare Räume) bilden bezüglich der oben eingeführten Addition 
und Skalarmultiplikation einen linearen Raum. Sind Z und EZ, normierte Räume, 
so ist auch £(E, E,) ein normierter Raum (mit der oben angegebenen Definition der 
Norm eines Operators). 
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Aufgabe. Z sei ein normierter und E, ein vollständiger normierter Raum. Dann gelten die 
Zolgenden beiden Aussagen: 


a) Der normierte Raum £ = E,) ist alkndie, 


: b)Ist Ace L£/ B, E,) und = [A| < 00, so konvergiert die Reihe z u Bebeh. einen Operator 
' k= 
AcL(E, 3). und es ist ' 


All = 


24, = 2 |4;ll. (6) 
B=1 = 


4.5.4. Der Umkehroperator, Umkehrbarkeit. Es sei A ein Operator aus # in H,, 
D, der Definitionsbereich von A und R, der Wertebereich von A. 


Definition 3. Der Operator A heißt umkehrbar (invertierbar), wenn die Gleichung 
Az=y 
für jedes ye€ R, genau eine Lösung besitzt. 


Ist A umkehrbar, so kann man jedem ye€ R, in eindeutiger Weise ein Element 
x € D, zuordnen, und zwar die Lösung der Gleichung Ax = y. Der Operator, der 
diese Zuordnung vermittelt, heißt Umkehroperator von A (inverser Operator von A) 
und wird mit A-! bezeichnet. 


Satz 2. Der Umkehroperator A-! eines linearen Operators A ist ebenfalls linear. 


Beweis. Wir stellen zunächst fest, daß DA-!, d.h. der Wertebereich des Opera- 
:tors A, eine lineare Menge ist. Sind y,, 4, € R,, so müssen wir die Beziehung 


AYaıyı + 0%) = Ar'yı + dy, (7) 


nachweisen. Dazu setzen wir y, = Ax, und y = Ax,, dann gilt wegen der Linearität 
von A 


Alaızı nn &9%g) == KıYyı + Koya. (8) 
Nach Definition des Umkehroperators ist 
Ay, Aly=%. 


Daraus ergibt sich nach Multiplikation dieser Gleichungen mit &, bzw. %, und an- 
schließender Addition 


Ay, + Aly, = aı0ı + Aptn. 
Andererseits folgt aus (8) und aus der Definition des Umkehroperators 
ok + Oi, = AMoıyı + &sYo). 
Das ergibt zusammen mit der vorhergehenden Gleichung 


AM ayı + 9) = m AT'yı + os A'y. 
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Satz 3 (Satz von BanachH über den Umkehroperator). A sei ein eineindeutiger 
beschränkter linearer Operator des Banachraumes E' auf den Banachraum E,. Dann ist 
der Umkehroperator A"! beschränkt. 


Zum Beweis benötigen wir folgendes Lemma. 
Lemma. M sei eine überall dichte Teilmenge eines Banachraumes E. Dann kann man 
jedes von Null verschiedene Element y € E in eine Reihe 


yaytyttyt 


= 


mit y„€ M und |y,| = entwickeln. 


‘ Beweis. Die Elemente y, konstruieren wir sukzessiv. Wir wählen zunächst ein yı 
= [m 
W-nls (9) 


n 


Das ist möglich, da Ungleichung (9) eine Kugel vom Radius —- um den Punkt y 


beschreibt, in der es ein Element aus M geben muß (M war de dicht in E). 
Nun wählen wir en „eM mit |y — yı — Yal| < |yll/4, anschließend ein y mit 
y — Yyı — Ya — Yıl| S |y||/8 usw. Allgemein wählen wir y, so, daß 

Iy = Yyı =  — yull S Iyll/2 


ist. Eine sölehe Wahl ist stets möglich, da M überall dicht ist in EZ. Auf Grund der 
Wahl der Elemente y; gilt 


—0 für nm, 


RR 
vr 
k=1 


d. h., die Reihe 3) y, konvergiert gegen y. Wir schätzen noch die Normen der Ele- 
k=1 


mente y, ab, es ist 


£ 


li -y+yYlsig -Yl+ pls 3 Iyll/2; . 

lila t+yı -y+y - ls Nm -Yl+y— yls3lald 
und schließlich ; 

IYall = Iyn + nit tm -YytYy- NM Yn-ill 


ul ae 1 ea En Ense ae 2 


IA 


Damit ist das Lemma bewiesen. 


Beweis von Satz 3. Wir betrachten im Raum E, die Menge M‘, aller Elemente y 
mit ||A-!y]| = k& |jyll. Jedes Element des Raumes E, liegt dann in einer Menge M,, 


15: Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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d.h, es ist E, = U M;.. Nach dem Satz von Baıze (2.3.3.) ist wenigstens eine der 
k=1. 


‚Mengen M,, etwa M,, dicht in einer gewissen Kugel B. Im Innern der Kugel 3 wählen 
wir einen Kreisring, in dessen Zentrum ein Punkt aus M, liegt. Dieser Kreisring P 
sei die Gesamtheit aller Punkte 2 mit  < je — Yı| <s, 0 <ß <o,y € M,„. Wenn 
wir den Kreisring P so verschieben, daß sein Zentrum mit dem Koordinatenanfangs- 
punkt zusammenfällt, erhalten wir den Kreisring P, = %:0 <Pß <!kl| <a}. 

Wir wollen zeigen, daß in P, eine gewisse Menge M , dicht liegt. Dazuseize Pn 7, 
dann ist 2 — y,€ P, und 


AH = yo) = Az + IA yol <a - + |yoll) 


< alle — yal + 2 ol) = le — Yıl ( + Zw 


Ir — goll 


<alk-yıl ( „=lal). (10) 


Die Größe n ( + a) hängt dabei nicht von z ab. Setzen wir!) 


wein 2 


so gilt z — y, € My auf Grund von (10). Da M„ dicht in P ist, liegt M„ folglich dicht 
nP,. 
Wir zeigen jetzt, daß M, sogar in E, dicht liegt. Esseiy € E, von Null verschieden. 
Dann kann man } stets so wählen, daß ß < |Ay|| < «a ist, d.h. Ay zu P, gehört. Da 
M, in P, dicht liegt, gibt es eine Folge y, € My, die gegen Ay konvergiert. Die Folge 
« 4,|A konvergiert dann gegen y. Da y, zu My, gehört, liegt offenbar auch y,/A in My 
für jede reelle Zahl A + 0. Somit ist M,; dicht in Z, \ {0} und folglich auch in &,. 
Ist y € E, ein von Null verschiedenes Element, so kann man es nach dem gezeigten 
Lemma in eine Reihe 


y-yTtyt tat 
nach Elementen aus My entwickeln, wobei |y;| S —, m ist. Die Reihe der Urbilder 


% = An Yr der Elemente yı konvergiert i im Raum E a Grund der Ungleichung 
3 
[ad = 1A << 


gegen ein gewisses Element x € E. Dabei aA 
lei = 2% zul & 3N yll 2 = 831 Il. 
%=1 x=1 2 


1) Die Klammern [ ] bedeuten den ganzen Teil der Zahl. 
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Wegen der Konvergenz der Reihe 5 %, und der Stetigkeit des Operators A ist 
n=1 


Ar = A (& =) Sm ==, 
n=1 n=1 n=1 
woraus x = A-!y folgt. Dabei gilt 


‚M4yl = llell = 3X Ilyli; 


und da dich Abschätzung für jedes y 7 0 richtig ist, EN: A! beschränkt sein. Damit 
ist der Satz bewiesen. 


Aufgaben 

1. E und E, seien normierte Räume. Ein linearer Operator aus E in E, (dessen Definitions- 
gebiet D, HE eine lineare Menge ist) heißt abgeschlossen, wenn aus den Bedingungen x, e D, 
&n>%, Ar, > yfolgt, dßxeD, und Ax = y ist. Man zeige, daß jeder beschränkte ee 
abgeschlossen ist. 


2. Wir betrachten das direkte Produkt 2x E, der Räume E und E,. Das ist der lineare nor- 
mierte Raum aller Paare [x, y], ze Z,y e Z,, mit der Norm |j[x, y]|| = Il + Ilyliı (I|- [| und ||-|, sind 
die Normen in £ bzw. E,). Einem Operator A kann man dann die Menge G=(&,yl:xeD, 
y= Ax} = Ex E,, den sogenannten Graphen von A, zuordnen. Man zeige, daß @, eine lineare 
Menge m Ex E, bildet, die genau dann abgeschlossen ist, wenn der Operator A abgeschlossen 
ist. Weiter Beige man, daß im Fall von Banachräumen E und E, ein auf ganz E definierter 
abgeschlossener Operator auch beschränkt ist (Satz vom abgeschlossenen Graphen). 


Hinweis. Man wende Satz 3 auf den Operator P:[x, Ax] — x an, der G/, in E abbildet. 


3. E und E, seien vollständige abzählbar-normierte Räume, und A sei ein stetiger linearer 
Operator, der E auf E, abbildet. Man beweise, daß dann der Umkehroperator AT stetig ist. Ferner 
formuliere und beweise man den Satz vom abgeschlossenen Graphen für abzählbar-normierte 
Räume. 


Wir betrachten die Menge £(E, E,) aller beschränkten linearen Operatoren A, die 
den Banachraum E in den Banachraum Z, abbilden, £(E, E,) ist ebenfalls ein 
Banachraum. Mit 9£(E, E,) bezeichnen wir die Menge aller Operatoren aus .£/(E, E,), 
die E auf ganz E, abbilden und einen beschränkten Umkehroperator besitzen. Diese 
Menge ist offen in /(E, E,). Es gilt folgender Satz. 


Satz 4. Es sei A,€ GL(E,E,) und AA ein beliebiger Operätor aus Z(E, E,) mit 
1 
4A] < . 
IAot 
A=4A, + AA gehört zu GL (E, E,). 
Beweis. Wir halten y € E, fest und betrachten die durch die Formel 
Ba = Ayıy — Ast AAR 


definierte Abbildung B des Raumes Z in sich. Aus der Bedingung !AAl| < || As"! 
folgt, daß B eine Kontraktion ist. Wegen der Vollständigkeit von E eh dann 
genau ein Fixpunkt x der Abbildung B, 


x = Be = Ayty — Ay AAz, 


Dann existiert der Operator (A, + AA)! und ist beschränkt, d. h., 


15* 
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woraus sich 
. Ar= Aw +Adr=y 


“ ergibt. Ist Aw’ = y, so ist x’ ebenfalls ein Fixpunkt der Abbildung B, und daher 
folgt x = x’. Somit hat die Gleichung Ax = y für jedes y € E, genau eine Lösung. 
Also besitzt A einen Umkehroperator 4-1, der auf ganz E, definiert ist. Nach Satz 3 
ist der Operator A-! beschränkt, was zu beweisen war. 

Satz 5. Es sei E ein Banachraum, I der identische Operator auf E und A ein. be- 
schränkter linearer Operator von E in sich mit ||A|| = 1. Dann existiert der Operator 


(I — AJ, er ist beschränkt und in der Form 
F.- AP= 2 Ar (11) 
darstellbar. 


Beweis. Die Existenz und Beschränktheit des Operators (T — A)! ergibt sich 
aus Satz 4 (außerdem zaleh das such aus den unten angeführten Überlegungen). 


Wegen |JAl| < 1 ist a 1A® < 2 1alf < oo. Der Raum E ist vollständig, daher 
folgt aus der Kohversens der Reihe 2 4*, daß die, Summe der Reihe B> 4% ein 


k=0 
beschränkter linearer Operator ist, Für eis n gilt nun 


. n an 
a — A) Ar= SV AMT — A)=I1— A. 
k=0 k=0 
Daraus erhalten wir durch den Grenzübergang n — oo 
T-NSA=-NAT-N-I, 
: k=0 LO. 
dabei haben wir ||A"*!|| < ||A|l**" — O0 ausgenutzt. Hieraus folgt aber 
[6°] 
(T-Ay1= AR, 
k=0 
was zu zeigen war. 


Aufgabe. A sei ein beschränkter linearer Operator des Banachraumes E auf den Banachraum 
E,. Man beweise, daß eine Konstante & > 0 existiert, so daß alle Operatoren B «e Z(E, E,) mit 
4 — Bll< « den Raum E auf ganz E, abbilden (BAanAch). 


4.5.5. Adjungierte Operatoren. Es seien EZ und E, zwei topologische lineare Räume, 
und A sei ein stetiger linearer Operator von E in E,. Weiter sei g ein stetiges lineares 
Funktional auf E,, d.h. ge E,*. Wie man leicht nachprüfen kann, ergibt die .An- 
wendung des Funktionals g auf die Elemente y = 4x ein stetiges lineares Funktional 
fix) = g(Ax) auf E. Das Funktional f ist somit ein Element des Raumes E*. Jedem 
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Funktionalg € E,* haben wir also ein Funktional f € E* zugeordnet, d. h., wir haben 
einen Operator erhalten, der #,* in E* abbildet. Dieser heißt adjungierier Operator 
des Operators A und wird mit 4* bezeichnet. 

Wenn wir den Wert eines Funktionals f auf einem Element x mit dem Symbol 
(f, x) bezeichnen, erhalten wir (g, Ax) = (f, x) oder 

(9 Ax) = (4* ‚®). 

Diese Gleichung kann man als Definitionsgleichung des adjungierten Operators 
ansehen. 


Beispiel. Der adjungierte Operator im endlichdimensionalen Fall. Der Operator A 
möge den »-dimensionalen Raum R” in dem m-dimensionalen Raum R” abbilden, 
und (a;,) sei die Matrix von A. 

Die Abbildung y = Ax kann man in Form des Gleichungssystems 

Yy = 2 4%; i=1,2,..,m, 
und das Funktional f(x) in der Form 
fa) = fe; 
ji 


schreiben. Aus der Gleichheit 


m m n Rn m 
fa) = g Ar) = N gy = DI; = N UL 9; 
ii je a 


erhalten wir dann f; = ) gia;;. Wegen f = A*g folgt hieraus, daß dem Operator A* 
a i 
die zur Matrix von A transponierte Matrix entspricht. 


Die folgenden Eigenschaften des adjungierten Operators ergeben sich unmittelbar 
aus der Definition: 

1. Der Operator A* ist linear. 

2.(A + B)* = A* + B*. 

3. (kA)* = kA* für jede Zahl k. 

Ist A ein stetiger Operator aus E in Z,, so ist A* ein stetiger Operator aus (E,*, b) 
in (E*, b). (Man beweise das!) Sind EZ und E, Banachräume, so kann diese Aussage 
folgendermaßen präzisiert werden. 


Satz 6. Ist A ein beschränkter linearer Operator eines Banachraumes E in einen 
Banachraum Ey, so gilt 


14* = |All- 
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"Beweis. Auf Grund der Eigenschaften der Norm eines Operators gilt 


I(A*g, @)| = I(g, Aw)| S Ilgll- IA Iell- 
Daraus folgt ||A*g]| < ]/Al] - Iigl] bzw. 
Ars |All. | (12) 


Jetzt sixe HE und Ar = 0. Setzt man y, = we 2) € By, so ist offenbar |\yol| = 1- 


Nach der Folgerung aus dem Satz von Hamn-BanacH existiert ein Funktional g 
mit |gl| = 1 und (9,40) = 1, d.h. (g, Ax) = ||Az|l. Aus der Beziehung 


aall= A) = Aal 
< J4*gll- Heil <1A*] gl» ell = 1A*- lei 


erhält man dann Al = WEN Zusammen mit der Ungleichung (12) ergibt sich 
daraus 


IA*] = Ill; 


was zu zeigen war. 


Aufgabe. E und E, seien reflexive Banachräume und A € £(E, E,). Man zeige, daß 4** = A 
ist. A 


4.5.6. Adjungierte Operatoren im Hilbertraum. Selbstadjungierte Operatoren. Wir 
wollen den Fall untersuchen, daß A ein beschränkter linearer Operator in einem 
(reellen oder komplexen) Hilbertraum ist. Nach dem Satz über die allgemeine Form 
eines linearen Funktionals im Hilbertraum ist die Abbildung 7, die jedem ye€ HZ das 
lineare Funktional 


Wen 


zuordnet, ein onen (oder antilinearer Isomorphismus, wenn 7 komplexer 
Raum ist) von 7 auf den dualen Raum Z7*. A* sei.der zu A adjungierte Operator. 
“Dann ist klar, daß die Abbildung A* = r14*r einen beschränkten linearen Operator 
in H darstellt. Auch sieht man leicht, daß 


(Aw, y)= (®, Ay) 


für jedes y € H gilt. Da ||A|| = IA*| ist und r und 7”! isometrische Abbildungen sind, 
gilt JA*] = lIAll. 

Alles bisher Gesagte ist selbstverständlich auch für einen endli chdimensionalen, 
reellen oder komplexen, au LENEChen Raum gültig. 
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Wir wollen folgende Vereinbarung treffen. Ist R ein Hilbertraum (oder ein end- 
lichdimensionaler euklidischer Raum), so bezeichnen wir den oben definierten Ope- 
“ rator A* als adjungierten Operator von A. Dabei ist also Ä* wie A ein Operator, der 

R in sich abbildet. 

Man muß betonen, daß sich diese Definition von der Definition des adjungierten 
Operators im Fall eines beliebigen Banachraumes E unterscheidet, denn danach 
wirkt der adjungierte Operator A* im dualen Raum E*. Manchmal nennt man den 
Operator Ä* im Unterschied zu 4* auch hermitesch-adjungiert. Um jedoch die Ter- 
minologie und die Bezeichnungsweise nicht zu komplizieren, werden wir einfach A* 
anstelle von A* schreiben und diesen Operator adjungierten Operator nennen. Dabei 
werden wir natürlich berücksichtigen, daß der adjungierte Operator im Hilbert- 

raum (bzw. im euklidischen Raum) stets nur in diesem Sinne zu verstehen ist. 3 

- Offenbar kann man den zu A adjungierten Operator A* jetzt durch die Gleichung 


Az, y) = (x, A*y) für allex,yeR 
y 


_ definieren. Da die Operatoren A und A* in demselben Raum wirken, ist die Gleichheit 
A = A* möglich. Durch diese Eigenschaft wird eine wichtige Klasse von Operatoren 
im Hilbertraum (bzw. im euklidischen Raum) charakterisiert. 


Definition 4. Ein beschränkter linearer Operator in; einem Hilbertraum (eukli- 
dischen Raum) R heißt selbstadjungiert, wenn A = 4* gilt, d. h., wenn 


(Aw,y) = (m, Ay) 
für allew, ye Rist. _ 


Wir erwähnen die folgende wichtige Eigenschaft des zu A adjungierten Operators 
A*. Ein Teilraum R, eines Hilbertraumes (euklidischen Raumes) R heißt invariant 
bezüglich des Operators A, wenn für allexe R, auch Ax € R, ist. Ist nun der Teil- 
raum R, invariant bezüglich A, so ist sein orthogonales Komplement R," invariant 
bezüglich A*. Denn für jedesy € R,! undallexe R, gilt 


(®, A*y) = (Az, y) = 0 


wegen Axe R,. Für einen selbstadjungierten Operator A ist also das orthogonale 
Komplement eines beliebigen invarianten Teilraumes ebenfalls ein invarianter Teil- 
. raum bezüglich A. 


Aufgabe. Man beweise, daß für beschränkte lineare Operatoren A und .B in einem Hilbert- 
raum (euklidischen Raum) folgende Gleichheiten gelten: . 


(A + BB)* = &4* -+ BB*, 
- (AB)* = B*A*, 
(Ar) = A, 
I*=I (I ist der identische Operator). 
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4.5.7. Das Spektrum eines Operators. Die Besolvente.t) In der Operatorentheorie 
kann man schwerlich einen wichtigeren Begriff als den Begriff des Spektrums an- 
geben. Zunächst wollen wir diesen Begriff im endlichdimensionalen Fall betrachten. 

Es sei A. ein linearer Operator im »-dimensionalen Raum C*. Eine Zabl A heißt 
Eigenwert des Operators A, wenn die Gleichung 


Ax = 4% 


eine von Null verschiedene Lösung besitzt. Die Gesamtheit. aller Eigenwerte heißt 
Spektrum des Operators A. Die verbleibenden Werte A, für die der Operator A — AI 
also umkehrbar ist, nennt man regulär. Der Umkehroperator (4 — AI}! ist dabei 
auf ganz CO” definiert und, wie jeder Operator in einem endlichdimensionalen Raum, 
beschränkt. Somit existieren im endlichdimensionalen Raum zwei Möglichkeiten: 


1. Die Gleichung Ax = Ax besitzt eine von Null verschiedene Lösung, d. h., A ist ein 
Eigenwert von A. Dabei existiert der Operator (A — AI)-! nicht. 


2. Der Umkehroperator (A. — Al)! existiert, er ist auf dem ganzen Raum definiert 
und beschränkt, d. h., A ist ein regulärer Punkt. 
. Wenn jedoch A ein Operator in einem unendlichdimensionalen Raum Z ist, gibt 
es noch eine dritte Möglichkeit, und zwar die folgende: 

3. Der Operator (A — AI)! existiert, d. h., die Gleichung Ax = 4x besitzt nur die 
triviale Lösung, aber dieser Operator ist nicht auf ganz E erklärt (und möglicher- 
weise unbeschränkt). 


Wir führen folgende Terminologie ein. Ist A ein Operator in einem (komplexen) 
Banachraum, so..nennen wir die Zahl A regulär für A, wenn der Operator 
R,= (A — AI), die sogenannte Resolvente von A, auf ganz E definiert und folglich 
(Satz 3) auch beschränkt ist. Die Gesamtheit der verbleibenden Werte A heißt 
Spektrum von A. Zum Spektrum gehören alle Eigenwerte von. A, denn wenn 
(A -Al)z = 0 ist für ein x =# 0, existiert (4 — AI)-! nicht. Die‘ Gesamtheit aller 
'Eigenwerte heißt Punktspektrum. Der verbleibende Teil des Spektrums, d.h. die 
Gesamtheit aller A, für die (4 — AI}-! existiert, aber nicht auf ganz E. definiert ist, 
heißt stetiges Spektrum. Somit ist jede komplexe Zahl 4 für den Operator A entweder 
regulärer Wert oder Eigenwert oder ein Punkt des stetigen Spektrums. Die Möglich- 
keit, daß.ein Operator noch stetiges Spektrum besitzen kann, ist der wesentliche 
Unterschied der Operatorentheorie im unendlichdimensionalen Raum gegenüber 
dem endlichdimensionalen Fall. 

Es sei A ein beschränkter Operator in einem Banachraum E. Der Punkt 2 sei 
regulär, d..h. der Operator (4 — AT)! auf ganz E definiert und beschränkt. Dann 
ist für hinreichend kleines ö auch der Operator (A —(A+6)I = auf ganz E definiert 
und beschränkt (Satz 4), d.h., der Punkt A + ö ist ebenfalls regulär. Somit bilden 


1) Überall dort, wo vom Spektrum eines Operators die Rede ist, nehmen wir an, daß der 
Operator in einem komplexen Raum wirkt. 
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die regulären Punkte eine offene Menge. Folglich ist das Spektrum, .d. h. das Komple- 


ment dieser Menge, eine abgeschlossene Menge. 
Satz 7. Ist A ein beschränkter linearer Operator im Banachraum E und |A| > ||All, 


so ist A eim regulärer Punkt. 


Beweis. Da offenbar 
: en 
A—A= lT- 4) 
A 
ist, ergibt sich 
1 A\-! 1 24% 
a OR ER 
„= (A-a= | 155 


u A 
Für ||A| <ja konvergiert diese Reihe und stellt einen auf ganz E definierten be- 
schränkten Operator dar (Satz 5). Das Spektrum des Operators A liegt also in. einem . 


Kreis mit dem Radius ||A|| um den Nullpunkt 


Beispiele 
1. In Raum O[e, d] betrachten wir den Operator A, der durch die Formel 
13) 


Axt) = tet) 
definiert ist. Dann gilt 
(A 4 <()=(t Al). 
Da aus der Gleichung 
 —A)et)=0 


folgt, daß die stetige Funktion x{f) identisch verschwindet, ist der Operator. (13) 
für jedes A umkehrbar. Für jedes A € [a, bj ist jedoch der Umkehroperator, der durch. 


die Formel 


(4 —Altel) = : 2 x(!) 


definiert wird, unbeschränkt und nicht auf ganz C[a,b] erklärt. (Man beweise das!) 
Somit stellt das Intervall [a, 5b] das Spektrum des Operators (13) dar; dabei existieren 


keine Eigenwerte, d. h., es ist nur stetiges Spektrum vorhanden 
2. Im Raum I, betrachten wir den Operator A, der folgendermaßen definiert ist 
(14) 


A: (&, %; ---) > (0, 2, %5 --.)» 
Dieser Operator besitzt keinen Eigenwert. (Man beweise das!) Der Operator A-1 
ist beschränkt, aber nur auf dem Teilraum x, = 0 von 1, definiert. Das bedeutet, daß 


der Punkt A = 0 zum Spektrum des Operators gehört. 
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Aufgabe.-Enthält das Spektrum des Operators (14) außer A=0 noch andere Punkte? 


Bemerkungen. (1) Jeder beschränkte lineare Operator in einem komplexen Banachraum, 
der wenigstens ein von Null verschiedenes Element enthält, besitzt ein nichtleeres Spektrum. 
Es existieren aber Operatoren, deren Spektrum aus einem einzigen Punkt besteht (zum Bei- 
spiel der Multiplikationsoperator (13)). 


(2) Satz 7 kann folgendermaßen verschärft werden. Es sei 


r=lim ren " “ 


n—X 


(man kann beweisen, daß dieser Grenzwert für jeden beschränkten Operator A existiert). Dann 
liegt das Spektrum von A ganz im Innern des Kreises mit dem Radius r um den Nullpunkt. Die 
Zahl r heißt Spektralradius von A: 


(3) Die Resolventen R, und R,, die den Punkten « und A entsprechen, sind miteinander ver- 
tauschbar und genügen der Beziehung 
RB,R,—-R,=Ww- A) RuRa. 


Die Vertauschbarkeit ergibt sich unmittelbar aus der obigen Gleichheit, die man leicht nach- 
prüfen kann, wenn man beide Seiten mit (A — AI) (A — al) multipliziert. Hieraus folgt, daß in 
jedem regulären Punkt A, von A der Grenzwert : i 


R,+42— BR 


(im Sinne der Operatornorm) existiert und gleich R7, ist. Diesen Grenzwert bezeichnet man auch 
als Ableitung von R; nach A. 


Aufgabe. A sei ein beschränkter selbstadjungierter Operator in einem komplexen Hilbert- 
raum H. Man beweise, daß das Bpekuun von A eine beschränkte abgeschlossene Teilmenge der 
reellen Achse ist. 
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4.6.1. Definition und Beispiele kompakter Operatoren. Lineare Operatoren in endlich- 
dimensionalen Räumen kann man vollständig beschreiben. Im Gegensatz dazu stellt 
die Untersuchung beliebiger linearer Operatoren in unendlichdimensionalen Räumen 
ein äußerst schwieriges und im wesentlichen unüberschaubares Problem dar. Jedoch 
können einige wichtige Klassen solcher Operatoren vollständig beschrieben werden. 
Eines der wichtigsten Beispiele bilden dabei die sogenannten kompakten ÖOpers- 
toren. Diese Operatoren stehen in ihren Eigenschaften einerseits den ausgearteten, 
Operatoren (d,h. den beschränkten Operatoren mit endlichdimensionalem Bildraum) 
sehr nahe und gestatten eine hinreichend detaillierte Beschreibung. Andererseits 
spielen sie in verschiedenen Anwendungen eine wichtige Rolle, und zwar in erster 
Linie in der Theorie der Integralgleichungen, denen Kapitel 9 gewidmet ist. 


Definition 1. Ein Operator A, der einen Banachraum E in sich (oder in einen 
Banachraum E,) abbildet, heißt kompakt oder vollstetig, wenn er jede beschränkte 
Menge in eine präkompakte Menge überführt. 
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In einem endlichdimensionalen normierten Raum ist jeder lineare Operator kom- 
pakt. Denn er führt jede beschränkte Menge wieder in eine beschränkte Menge über, 
und jede solche Menge ist in einem endlichdimensionalen Raum präkompakt. 

In einer unendlichdimensionalen Raum ist die Kompaktheit eines Operators eine 
wesentlich stärkere Forderung 'als nur die Stetigkeit (d.h. die Beschränktheit). 
Beispielsweise ist der identische Operator in einem Hilbertraum stetig, aber niemals 
kompakt. (Man beweise das unabhängig vom unten betrachteten Beispiel 1.) Wir 
wollen einige Beispiele betrachten. 


1. I sei der identische Operator des Banachraumes E. Wir werden zeigen, daß der 
Operator I nicht kompakt ist, falls X unendlichdimensional ist. Dazu braucht man 
offenbar nur zu zeigen, daß die Einheitskugel in E (die natürlich von I in sich über- 
geführt wird) nicht kompakt ist. Das wiederum ergibt sich aus dem folgenden Lemma, 
das wir im weiteren noch benötigen. 


Lemma 1. Es seien x,, 2, ... linear unabhängige Vektoren in einem normierten . 
Raum E, und es sei E,„ der durch die Vektoren x, ....,%, erzeugte Teilraum. Dann 
existiert eine Folge Yı, Ya, ... von Vektoren mit folgenden Eigenschaften: 


n 1 
a) |ynl| = 1; b) yn € En; 6) E(Yn, En-ı) > 5 


Dabei ist o(y,, E,_ı) der- Abstand des Vektors y, von Ey, d.h. 
inf |yn — ll 
TeEn-ı 
Beweis. Da die Vektoren &,, %,, ... linear unabhängig sind, ist x, & Z,-, und 
ea, En-ı) = & > 0. Es sei nun x* ein Vektor aus Z,_, mit |, — =*|| < 2x. Wegen 
& = ol, En) = Ola. — &*, Ey-ı) erfüllt der Vektor 
%, — x* 
Un. = mar 
en | 
dann die Bedingungen a) bis c). Als y, kann man dabei nehmen. Damit ist das 
Lemma bewiesen. wi 


Wenn man dieses Lemma auf die Einheitskugel eines unendlichdimensionalen 
normierten Raumes anwendet, kann man also eine Folge {y,} konstruieren mit 
e(ya-1> Yn) > 1/2. Eine solche Folge enthält offenbar keine konvergente Teilfolge. 
Das bedeutet aber, daß die Einheitskugel nicht kompakt ist. 


2. A sei ein stetiger linearer Operator eines Banachraumes E in einen endlich- 
dimensionalen Teilraum von E. Ein solcher Operator ist kompakt, da er jede be- 
schränkte Menge M < E wieder in eine beschränkte Menge des endlichdimensionalen 
Teilraumes überführt. Dort ist aber jede beschränkte Menge präkompakt. 

Insbesondere ist; die orthogonale Projektion eines Hilbertraumes auf einen Teil- 
raum genau dann kompakt, wenn dieser Teilraum endlichdimensional ist. 
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3. Wir betrachten im Raum /, den durch die Formel 


a en u ) 
2 2 

für jedes & = (&1; %a, ++-, &n; -..) definierten Operator A. Dieser Operator ist kom- 
pakt. Da jede beschränkte Menge aus |, in einer gewissen Kugel dieses Raumes ent- 
halten ist, brauchen wir nur zu zeigen, daß-die Bilder von Kugeln präkompakt sind. 
Wegen der Linearität von A genügt es, das für die Einheitskugel nachzuweisen. Der 
Operator (1) führt nun aber die Einheitskugel des Raumes 1, in eine Teilmenge des 
Fundamentalquaders über (siehe 2.7.1.). Folglich ist diese Menge totalbeschränkt und 
damit präkompakt. 


Aufgabe. Es sei Ax = (@X], @g%y ...; Apfün, ...). Unter welchen Bedingungen an die Zahlen- 
folge {a,„} ist dieser Operator kompakt in 15? 


4. Eine wichtige Klasse kompakter Operatoren im Raum O[e, b] der stetigen 
Funktionen wird von Operatoren gebildet, die darstellbar sind in der Form 


Ar = y(s) -[ Ks, 1) x{b) di. £ 5 


Wir wollen die Gültigkeit der folgenden Aussage zeigen: Ist die Funktion K(s, t) 
im Quadrat a <s <b, a St Sb beschränkt und liegen alle ihre Unstetigkeitsstellen 
auf endlich vielen Kurven 


t= gs); k=1;,2,..,% 


wobei p, stetige Funktionen sind, so definiert Formel (2) einen kompakten. Operator im 
Raum O[a, b]. 

Dazu vermerken wir erst einmal, daß das Integral (2) unter den angegebenen Be- 
dingungen für jedes s aus dem Intervall [«, 5] existiert, d. h., daß die Funktion y(s) 
sinnvoll definiert ist. Es seien nun 


M= sup |Ks,h)| 


azs,tsb 


und G@ die Menge aller der Punkte (s, 1), die für wenigstens ein k=1,2,...,n der 
Ungleichung 


IE — gulo)l < Sur 


genügen. Die Spur Ke dieser Menge auf der Geraden s = const läßt sich als Ver- 
einigung 


& 
> a! 
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von Intervallen darstellen. Ferner sei F das Komplement von G bezüglich des 
Quadrates a < s,t< b. Wegen der Stetigkeit von K(s,t) auf der kompaktenMen ge F 
existiert ein 6 > 0, so daß 


Kis',t —K A € 
En) — Re < 


ist für alle Punkte (s’, t’), (s’’, t’) aus F mit 
"+ — EN <od. (3) 


Wir schätzen jetzt die Differenz y(s’) — y(s’’) unter der Voraussetzung |s’ — s’’| <ö 
ab. Zunächst ist 


ly ik, 2) — Ks’, d)] - |eto)| di. 
Zur Abschätzung des rechts stehenden Integrals zerlegen wir den Integrations- 
bereich [a,b] in die Mengen P=G(s’) u G(s”) und Q=[a,b]\NP. Da P eine 


Vereinigung von Intervallen ist, deren Gesamtlänge ST nicht übersteigt, erhalten 
wir 


f 2 
re» — Ks”, Hl - et)| di < = Iell- 
P 


Das Integral über Q gestattet offenbar die Abschätzung 


[ 10, — Re”, H1- Tel < Ip 


Somit gilt 
Be) — Ye) <elell. (4) 


Ungleichung (4) zeigt, daß die Funktion y(s) stetig ist. Formel (2) definiert also 
einen Operator, der Ca, b] in sich überführt. Ferner ist aus dieser Ungleichung er- 
sichtlich, daß für jede in C[a, 5] beschränkte Menge {x(f)} die entsprechende Menge 
{y(s)} gleichgradig stetig ist. Schließlich folgt aus |e]| < C 


b 
Iyll = sup Iy(s)| = sup [ IK(, 9] - ati) d < Mb — a) Il. 


Somit führt der Operator (2) jede beschränkte Menge aus Ca, b] in eine Menge 
gleichmäßig beschränkter und gleichgradig stetiger Funktionen, d.h. in eine prä- 
kompakte Menge über. 


4a. Die Lage der Unstetigkeitspunkte der Funktion Ks, t) auf endlich vielen 
Kurven, die die Geraden s = const jeweils nur in einem Punkt schneiden, ist wesent- 
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lich. Es sei zum Beispiel 
Es, = 1 di 8 < 1/2, 
0 für s>1/2 


im Quadrat 0 <s, t<1. Der Operator (2) mit diesem Kern, der auf der ganzen 
Strecke s = 1/2,0 <t < 1, Unstetigkeitsstellen besitzt, führt die Funktion x{t) = 1 
in eine unstetige Funktion über. 


4b. Setzt man K(s,t) = 0Ofürt <s, so EN der Operator (2) die Gestalt 


y() = 4 K(s,t) zti) di | (8) 


an. Wenn wir annehmen, daß die Funktion K(s, t) fürt<s sis ist, folgt nach 
dem in Beispiel 4 Gesagten, daß der Operator (2) in O[fa,b] vollstetig ist. Dieser 
Operator heißt Operator vom Volterraschen!) Typ. 


Bemerkung. Bei der von uns benutzten Definition eines kompakten Operators 
kann es vorkommen, daß das Bild der abgeschlossenen Einheitskugel nicht kompakt 
ist (obwohl es präkompakt ist). Wir betrachten zum Beispiel in Raum = 1,1] den 
a 


Ix{s) = ae) di. 


Nach dem oben Bewiesenen ist J ein vollstetiger Operator in C[—1, 1]. Wenn wir 


0 für SEP: 


1 
MN) =Int für 0<is-, 
n 


1 
‘1 für —<ısi 
n 


setzen, so ist x, € C[—1, il, „|| = 1 für alle n und 


0. für —1Sts0O, 


1 1 
Yyt) = Ie,(t) = oe. für I <iEsSs-—, 
n 


ee eat. 
N 2n n 
Offenbar konvergiert die Folge y, in C[—1, 1] gegen die Funktion 
d= 0 für —1sStsO, 
1: fü 0<t<sı. 


,» Vmo VorrerrA (1860—1940), italienischer Mathematiker, Autor einer Reihe von Arbeiten 
über Funktionalanalysis und Integralgleichungen. 
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Diese Funktion kommt aber nicht als Bild (bei der Abbildung I) einer Funktion aus - 
C[—1, 1] vor, da die Funktion y’(t) unstetig ist. 

° Jedoch kann man im Fall eines reflexiven Raumes (z. B. eines Hilbertraumes) be- 
weisen, daß das Bild der abgeschlossenen Einheitskugel bei einer Konpekıan! linearen 
Abbildung kompakt ist. 


4.6.2. Grundlegende Eigenschaften kompakter Operatoren. 


Satz 1. Ist {A,} eine Folge kompakter Operatoren in einem Banachraum E, die in der 
Norm gegen einen. Operator A konvergiert, so ist A ebenfalls kompakt. 


Beweis. Zum Nachweis der Kompaktheit des Operators A genügt es zu zeigen, 
daß man aus der Bildfolge {Ax,} einer beliebigen beschränkten Folge {z,} aus E 
stets eine konvergente Teilfolge auswählen kann. 

Da der Operator A, kompakt ist, kann man aus der Folge {x,} eine Teilfolge 


dd, dr i (6) 


auswählen, so daß die Folge {A,x,®)} konvergent ist. Aus der Folge {x,®} kann man 
wiederum. eine Teilfolge 


I, nd, ...,, 9, 
auswählen, so daß die Folge [A,x,%} konvergent ist. Dabei konvergiert natürlich 
auch {A,x,®}. Analog wählen wir aus der Folge {x,®} eine Teilfolge 
I, 9, | 
aus, so daß (An) konvergent ist usw. Anschließend nehmen wir die Diskonatt 


folge 


dd, ®, .., 2,9, ab 


Diese Foige wird von jedem der Operatoren A;, As, ..., A,, ... In eine konvergente 
Folge übergeführt. Wir werden zeigen, daß auch der Operator A diese Folge in eine 
konvergente Folge überführt. Damit ist dann die Kompaktheit von A nachgewiesen. 
Da der Raum E vollständig ist, genügt es zu zeigen, daß {Ax,®} eine Fundamental- 
folge ist. Es gilt 


d,9 — Ar, S dr, — A || + Are) — Arm || 
+ Arm” 3 Ar, |]. (7) 


Nun sei |,|| = ©. Dann wählen wir zunächst k so, daß ||A — A, < —_ ist, An- 
schließend wählen wir N so, daß für n,m > N die Ungleichung 30 


Ay, — A| < 2 
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erfüllt ist. (Das ist möglich, da die Folge (A,x,} konvergent ist.) Unter diesen 
Bedingungen erhalten wir aus (7), daß 


de, — Anl <E 


_ ist für alle hinreichend großen n und m. Damit ist der Satz bewiesen. 


Man prüft leicht nach, daß Linearkombinationen kompakter Operatoren ebenfalls 
kompakt sind. Folglich bilden die kompakten Operatoren im Raum /£/(E, E) aller 
beschränkten linearen Operatoren auf E einen abgeschlossenen linearen Teilraum. 

Wir wollen jetzt untersuchen, ob die Gesamtheit der kompakten Operatoren auch 


bezüglich der Nacheinanderausführung von Operatoren abgeschlossen ist. Hier gilt 


sogar eine wesentlich schärfere Aussage. 


Satz 2. /st A ein kompakter und B ein beschränkter Operator, so sind die a 
AB und BA kompakt. 

"Beweis. Die Menge M = E sei beschränkt. Dann ist die Menge BM beschränkt 
und daher die Menge ABM präkompakt. Also ist der Operator AB kompakt. Anderer- 
seits ist die Menge AM präkompakt, und auf Grund der Stetigkeit von B ist auch 
BAM präkompakt, d. h., der Operator BA ist kompakt. Damit ist der Satz bewiesen. 

Folgerung. In einem unendlichdimensionalen Raum E kann ein. kompakter Opera- 
tor keinen beschränkten Umkehroperator besitzen. 

Sonst wäre nämlich der identische Operator I = A-14 kompakt in E, was aber 
unmöglich ist (siehe Beispiel 1). 


Bemerkung. Satz 2 zeigt, daß die kompakten Operatoren im Ring £/(E,.E) aller 
beschränkten Operatoren ein zweiseitiges Ideal!) bilden. 


Satz 3. Der adjungierte Operator eines kompakten Operators ist kompakt. 


" Beweis. A sei ein kompakter Operator im Banachraum #. Wir wollen. zeigen, 
daß der adjungierte Operator 4* in E* jede beschränkte Menge in eine präkompakte 
Merige überführt. Da jede beschränkte Teilmenge eines normierten Raumes in einer 
hinreichend großen Kugel enthalten ist, genügt der Nachweis, daß A* jede Kugel 
in eine präkompakte Menge überführt. Wegen der Linearität des Operators A* 


braucht man nur zu zeigen, daß das Bild A*$* der abgeschlossenen Einheitskugel 


S* c E* präkompakt ist. 
Dazu betrachten wir die Elemente aus #* als Funktionen, und zwar nicht auf 


‚dem ganzen Raum E, sondern nur auf dem Kompaktum AS, dem Abschluß des 


Bildes der Einheitskugel S = E bei der Abbildung A. Dabei ist die Menge ® der 
Funktionen, die einem Funktional aus $* entsprechen, gleichmäßig beschränkt und 
gleichgradig stetig. Das ergibt sich aus den für |jp|| < 1 gültigen Abschätzungen 


sup |p(&)| = sup pa) S |ipli sup |Ael| s ||AI| 


zeASs zeas zes 


+) Ein Unterring % eines Ringes R heißt (zweiseitiges) Ideal in RB, wennmit@ae%,reR stets 
auch ar und ra zu % gehören. j 
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und j | 

Pa) — Pa) Seil: Ie’ — "ll S Ir’ — "|. 
‚Folglich ist die Menge © im Raum c[43] (nach dem Satz von ArzeLX) präkompakt: 
Nun ist aber die Menge ® mit der Metrik, die durch die gewöhnliche Metrik des 
Baumes C [#3] induziert wird, isometrisch zur Menge A*S* (mit der durch die Norm 
von E* induzierten Metrik). Denn für g,, 95 € S* gilt 


A*g, — A*gal| = Sup (Argı — Ag, @)| 
ve 


= sup | — 92, Ax)| 


zes 


= sup |(gı — 92, 2)] 
zeAS 


= sup |(gı — 92, 2)| = (91: 9). 
zcAS . 1 
Wegen der Präkompaktheit ist ® totalbeschränkt, folglich ist auch die zu © iso- 
metrische Menge 4*$* totalbeschränkt. Daher ist 4*8* präkompakt in E*. Damit 
ist der Satz bewiesen. 

Bemerkung. Es ist nicht schwer nachzuweisen, daß die Menge ® in c[#8] 
abgeschlossen ist. Somit ist ® kompakt, und daher ist auch die Menge A*$8* kompakt, 
obwohl (wie aus der Bemerkung auf 8. 238 ersichtlich ist) das Bild der abgeschlossenen 
Einheitskugel bei einer beliebigen vollstetigen Abbildung nicht kompakt zu sein 
braucht. Die Situation im eben bewiesenen Satz unterscheidet sich vom allgemeinen 
Fall dadurch, daß die abgeschlossene Einheitskugel 8* in E* kompakt in der w*- 
Topologie des Raumes E* ist (siehe 4.3., Satz 5). Hieraus folgt aber die Kompakt- 
heit des Bildes der Menge S* (in der Metrik des Raumes Z*) für jeden kompakten 
Operator. . 


Aufgaben 
1. A sei ein beschränkter linearer Operator in einem Banachraum. Man beweise, daß aus 
der Kompaktheit von 4* die Kompaktheit von A folgt. 


2. Ein linearer Operator A im Hilbertraum H ist genau dann kompakt, wenn der zu A (hermi- 
tesch) adjungierte Operator A* kompakt ist. 


4.6.3. Eigenwerte eines kompakten Operators. 
Satz 4. A sei ein kompakter Operator in einem Banachraum E. Dann gibt es zu jedem 
ö>0O nur endlich viele linear unabhängige Eigenvektoren, so daß für die zugehörigen 
Eigenwerie A die Beziehung || > ö erfüllt ist.) 


Beweis. Es sei Ay, Ag er, Ans... eine Folge von (nicht notwendig verschiedenen) 
Eigenwerten des Operators A mit |A,| > 6. Ferner sei &,, 2, +.., 2, ... eine zu- 


!) Anm. d. Übers.: Eine (reelle oder komplexe) Zahl A heißt Zigenwert, falls es einen Vektor 
x = ( mit Ar = Ar gibt. Derartige Vektoren heißen Eigenvektoren. 


16 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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gehörige Folge. von Eigenvektoren, Ax, = A„%,. Diese Vektoren seien linear un- 
abhängig. = 

Nach Lemma 1 von $. 235 gibt es dann eine Folge von Vektoren Yı, Ya» «++, Yns ++ « 
mit 

ö I 
a) 9m € Bu; b) all = 1; ©) olyn, En) = inf In -al> 
SEEn-1 

wobei Z, der von den Vektoren x,, %,, ..., x, erzeugte Teilraum ist. 


Wegen der Ungleichung |,] > 6 ist die Folge ie beschränkt. Aus der Folge 


An 
14 (2) der zugehörigen Bilder kann man jedoch keine konvergente Teilfolge aus- 


n 
wählen. Da nämlich y, = Nat; ist, gilt 
k-1 


n—1 &rA, 
ale = Et Sp = Yn + Zu 
An ki An 


mit 


n—1 2 
= (= m ) 2 € En-1, 
k 1 


=1 n 


und daher folgt für beliebige p > 
ale) _ a [% 
A Ay 


weil y, + 2, — 2%, zu E,.ı gehört. Das widerspricht aber der Kompaktheit des Ope- 
rators A. 

Aus dem bewiesenen Satz ergibt sich insbesondere, daß die Anzahl der linear 
_ unabhängigen Eigenvektoren, die zu einem gegebenen Eigenwert A =F 0 gehören, 
stets endlich ist. 

Weiterhin folgt aus diesem Satz, daß ein kompakter Operator A für jede positive 
Zahl 6 jeweils nur endlich viele EigenwerteA, mit |A,| > 6 besitzt, und daß man alle 
die Eigenwerte von A nach abnehmendem Betrag in einer Folge anordnen kann: 
A222. 


= | 4% (Ya + za)|| 


1 
= 102 —— (Ya + 7 2p)]) > 2’ 


4.6.4. Kompakte Operatoren im Hilbertraum. Bisher haben wir kompakte Operatoren 
in einem beliebigen Banachraum betrachtet. Wir wollen diese Betrachtungen jetzt 
durch einige Fakten vervollständigen, die sich auf kompakte Operatoren in einem 
Hilbertraum beziehen.- 


Wir haben einen Operator kompakt genannt, wenn er jede beschränkte Menge 
in eine präkompakte Menge überführt. Jeder (separable) Hilbertraum ist wegen 
H = H* der duale Raum eines separablen Raumes, und daher sind alle beschränkten 
Mengen in H (und nur diese) schwach kompakt. Somit kann man einen kompakten 
Operator im Hilbertraum auch als einen Operator definieren, der jede schwach- 
kompakte Menge in eine (bezüglich der starken Topologie) präkompakte Menge 
überführt. 

Schließlich ist in einigen Fällen auch noch die folgende Definition der Kompakt- 
heit eines Öperators’zweckmäßig: Ein Operator A heißt kompakt in H, wenn er jede 
schwachkonvergente Folge in eine starkkonvergente überführt. 

Wir wollen die Gleichwertigkeit beider Definitionen nachweisen. Zunächst sei 
die letztere Bedingung erfüllt, und M sei eine beschränkte Menge in H. Jede un- 
endliche Teilmenge von M enthält dann eine schwachkonvergente Folge. Diese 
Folge wird durch A in eine starkkonvergente Folge übergeführt, d. h., AM ist prä- 
‚kompakt. Umgekehrt seien A ein kompakter Operator, {x,} eine schwachkonvergente 
Folge und x deren schwacher Grenzwert. Dann enthält {AX,} eine starkkonvergente 
Teilfolge. Gleichzeitig ist {Ax,} wegen der Stetigkeit von A schwach konvergent 
gegen Ax, so daß (Ax,} nicht mehr als einen Häufungspunkt besitzen kann. Folglich 
ist {Ax,} eine konvergente Folge. 


4.6.5. Selbstadjungierte Operatoren im Hilbertraum. Für selbstadjungierte Operatoren. 
in einem endlichdimensionalen euklidischen Raum ist bekannt, daß man stets eine 
geeignete orthonormierte Basis finden kann, so daß die dem Operator bezüglich. 
dieser Basis zugeordnete Matrix eine Diagonalmatrix ist. In diesem Abschnitt 
wollen wir dieses Resultat auf kompakte selbstadjungierte Operatoren in einem 
Hilbertraum ausdehnen. Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind sowohl für den reellen 
als auch für den komplexen Fall gültig. 

Zunächst weisen wir auf einige Eigenschaften von Eigenvektoren und Eigen- 
werten selbstadjungierter Operatoren in einem Hilbertraum hin, die übrigens den 
entsprechenden Eigenschaften selbstadjungierter Operatoren im endlichdimensio- 
nalen Fall vollkommen analog sind. 


I. Alle Bigenwerte eines selbsiadjungierten Operators A in H sind reell. 
Ist nämlich Ax = A, |[x|! = 0, 5 gilt 
1,2) = (Ax,x) = (x, Az) = (8,32) = A, a), ° 
woraus = A folgt. | 
II. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerien sind zueinander orthogonal.: 
Aus Ax = x und Ay = uy folgt nämlich 
| Aa, y) = (Aw, y) = (@, Ay) = (©, uy) = ul@, Y); 
woraus sich (&, 4) = 0 für 4 # a ergibt. 


16* 
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Jetzt werden wir den folgenden fundamentalen Satz beweisen. 


Satz 5 (Hiınseer-Schmpr). Für jeden kompakten selbstadjungierten linearen 
Operator A im Hilbertraum H existiert ein orthonormiertes System {p„} von Bigenvek- 
toren, so daß jedes Element & € H eindeutig in der Form 


E= 209 r & 


mit einem Vektor & € Ker A (d.h. AE' = 0) dargestelli werden kann. Dabei B 
At= 2 AyCyPk > 


wobei A, der op, entsprechende Eigenwert ist. Ist das System {p,} unendlich, so gilt 


lim}, =0. 


noX 
Zum Beweis dieses grundlegenden Satzes benötigen wir folgende Hilfssätze. 


Lemma 2. Ist &,} schwach konvergent gegen & und ist der Bneare Operator A kompakt, 
so gilt 


Beweis. Für jedes n gilt 


AE, &) — (AS < (An, &) — (AE &)| + I(AE, &) — (48, 9]. 
Dabei ist 


(A&, &) — (48, &,)| < |&ull- [Ad — Bl 
und 


As, — (AH = | An — HS |IEll- Ale — H- 


Da hier die Zahlen |£,|| beschränkt sind, während ||A(&, — Sl — 0 strebt, ergibt 
sich i 


was zu zeigen war. 


Lemma 3. A sei ein beschränkter selbstadjüngierter linearer RR Wenn das 
Funktional 


Ral = I(A&, &)] 
sein Maximum auf der Einheüskugel im Punkt &, annimmt, folgt dus 


(Eos n) = 0 
die Beziehung 


(Ad n) = (Eos An) =(. 
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- Beweis. Wir setzen 
_ _ sten _ 
Yı + ja]? Ill? 


mit einer beliebigen komplexen Zahl a. Nach Voraussetzung ist (&,, 7) = = 0 und 
Il = 1, daher ist auch |[£|| = 1. Wegen 


1 
ag) = Tr laRak [a&) + 2a Ad, n) + @Qn)] 
gilt für hinreichend kleine «a 

U) = UE) + 2alAE n) + Ola?). 


Auf Grund dieser Beziehung kann man «a im Fall (A&,,n) #0 offenbar so wählen, 
daB |Q(&)| > Q(£,) ist. Das widerspricht aber der Voraussetzung des Lemmas. 


Aus Lemma 3 ergibt sich unmittelbar, daß £, ein Eigenvektor des Operators ist, 
wenn [Q(£)| sein Maximum für £ = &, annimmt. 


Beweis von Satz 5. Wir werden die Elemente o, induktiv konstruieren, so daß 
die absoluten Beträge der entsprechenden Eigenwerte dabei eine fallende Folge 
bilden: 

>>. > al. 


Zur Konstruktion des Elements #, betrachten wir den Ausdruck |Q(&)| = |(4&, &)). 
Wir wollen beweisen, daß er sein Maximum auf der Einheitskugel annimmt. Dazu sei 


S = sup |(A8, &)] 
lells1 


und &,, &, ... eine Folge mit |[&,|| < 1 und 
(A, &)>S für n—o. 


Da die Einheitskugel in Z schwachkompakt ist, kann man aus.der Folge [£,} eine 
Teilfolge auswählen, die schwach gegen ein gewisses Element 7 konvergiert. Dabei ist 
[rl] = 1, und auf Grund von Lemma 2 gilt 


(Am mi = 8 | . 
Hier ist sogar |nl| = 1. (Ist nämlich ||] < 1, so können wir 7, = em setzen und er- 
7 


halten ||| = 1 und |(An,, m)| > 8, was der Definition von $ widerspricht. I Als oı 
nehmen wir nun dieses Element 7. Dann gilt 


Ayı = hp; 


WOoraus . 
a A 2 
al | _ as 
. (91; 2?) 
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folgt. Jetzt seien die Eigenvektoren 


91: Pa; ” *> On 


mit den zugehörigen Eigenwerten 
Ans Agy ser, An 


bereits konstruiert. M(@1, 9, -.-, 9.) sei der von den Vektoren P1> Par +++, Pn auf- 
gespannte Teilraum. Dann betrachten wir das Funktional 


‚48, 


auf der Gesamtheit der Elemente £ aus 


M„* = HOM(o 92 ++. On) 


(die zu den Vektoren 91, Ps, -.-, 9, orthogonal sind) mit |jE| < 1. Die Menge M„* 
ist ein bezüglich A invarianter Teilraum (da M ein invarianter Teilraum ist und A 
selbstadjungiert ist). Also können wir die obigen Betrachtungen auf M„! anwenden 
und erhalten in M„' einen Eigenvektor von A (den wir @,;ı nennen). 

Es sind nun zwei Fälle möglich: ; 

1. Nach endlich vielen Schritten erhalten wir einen Teilraum M ;, in dem (48, &) =0 
ist; A 

2.(A&,&)= 0 auf M„! für alle n.: 

Im ersten Fall folgt aus Lemma 3, daß der Operator A den Teilraum .M . in die 
Null überführt. M} besteht also ganz aus Eigenvektoren zum Eigenwert 21 =0. 
Das System der Vektoren {p,} besteht dann aus endlich vielen Elementen. 

Im zweiten Fall erhalten wir eine Folge {o,} von Eigenvektoren, deren Eigenwerte 
A, älle von Null verschieden sind. Wir zeigen, daß dann A, -> 0 strebt. Die Folge 
{9„} konvergiert (wie jede orthonormierte Folge) schwach gegen Null. Daher müssen 
die Ay, = „9, in der Norm gegen Null konvergieren, woraus |A,| = |!Ag.|| > 0 folgt. 

-Wir nehmen jetzt an, daß 


M:=H © M(o, 9%, .-, 9, ..)=N Mn! #0 


n 


ist. Wenn dann £, & = 0, zu M gehört, gilt (A&, &) s A,ljE]}? für alle n, d.h. 
(A&,&)=0. 


Wenden wir hier Lemma 3 (für max |(A&, &)| = 0) auf M* an, so erhalten wir A = 0. 
Also bildet der Operator A den Teilraum M+ auf die-Null ab. 

Auf Grund der Konstruktion des Systems [{p,} ist klar, daß man jeden Vektor 
“eindeutig in der Form 


Ee=- N ompH+E mit Ae=0 
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darstellen kann. Daraus ergibt sich 


AE =} Aycpp. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Dieser Satz spielt eine fundamentale Bolle in der Theorie der Integralgleichungen, 
“ die in Kapitel 9 behandelt werden. 


Bemerkung. Der soeben bewiesene Satz besagt, daß für jeden kompakten selbst- 
adjungierten Operator A in H eine orthogonale Basis in H existiert, die aus Eigen- 
werten von A besteht. Um eine solche Basis zu erhalten, braucht man nur zu dem . 

.im Beweis konstruierten System von Eigenvektoren {p,} noch eine beliebige ortho- 
gonale Basis des Teilraumes M+ hinzuzufügen, die aus Eigenvektoren zum Eigen- 
wert A = 0 besteht. Mit anderen Worten: Wir haben für kompakte selbstadjungierte 
Operatoren im Hilbertraum ein vollkommen analoges Resultat erhalten wie für 
selbstadjungierte Operatoren in einem endlichdimensionalen Baum. 

Für nichtselbstadjungierte Operatoren im n-dimensionalen Raum ist dieser Sach- 
verhalt allgemein nicht richtig. Es gilt jedoch folgender Satz: Jede lineare Abbildung 
im n-dimensionalen Raum besitzt wenigstens einen Eigenwert (und damit. einen Eigen- 
vektor). Es ist nicht schwer zu beweisen, daß sich diese Behauptung nicht auf kom- 
pakte Operatoren in einem Hilbertraum überträgt. So ist zum Beispiel in !, der 
Operator 4, 
i % u! 

Ax = Alaı, &, ..., +.) = (0 Ur, nn ) (8) 

2 n—1i 
kompakt, aber er besitzt keinen einzigen Eigenwert. (Den Beweis überlassen wir dem 
Leser.) 


Aufgabe. Man bestimmte das Spektrum des Operators (8). 
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Der Begriff des Maßes u(A) einer Menge A ist eine natürliche Verallgemeinerung des 
Begriffes 


1. der Länge L(A) einer Strecke 4, 

2. des Flächeninhaltes S(F}) eines ebenen Gebildes F, 

3. des Volumens V(@) eines räumlichen Gebildes @, 

4. des Zuwachses p(b) — p(a) einer nichtfallenden Funktion p(t) auf dem halb- 
offenen Intervall [a, b), 


5. des Integrals einer nichtnegativen Funktion, erstreckt über irgendein lineares, 
ebenes oder räumliches Gebiet, usw. 


Dieser Begriff entstand in der Theorie der Funktionen einer Hesiien Veränderlichen 
und ging von dort in die Wahrscheinlichkeitstheorie, die Theorie der dynamischen 
Systeme, die Funktionalanalysis und in viele andere Gebiete der Mathematik ein. 

In 5.1. legen wir, ausgehend vom Begriff des Flächeninhalts eines Rechtecks, die 
Maßtheorie für Mengen in der Ebene dar. Die allgemeine Maßtheorie wird in 5.2. 
und 5.3. behandelt. Der Leser stellt leicht fest, daß alle in 5.1. durchgeführten Über- 
legungen allgemeinen Charakter haben und sich ohne wesentliche Veränderungen in 
der abstrakten Theorie wiederholen. 


5.1. Das Maß ebener Mengen 


5.1.1. Das Maß von Elementarmengen. Wir betrachten ein Mengensystem & in der 
x, y-Ebene, dessen Mengen durch eine der Ungleichungen 


asısb, 
a<aıshb, 
asx<b, 
a<a<b 

und eine der Ungleichungen 
e<sy<sd, 
e<y<sd, 
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esy<d, 
e<y<d 


bestimmt sind; a,b,c,d sind beliebige reelle Zahlen. Die Mengen, die zu diesem 
System gehören, nennen wir Rechtecke. Das abgeschlossene Rechteck, das durch die 
Ungleichungen 


asısb, e<y<sd 


bestimmt wird, ist ein Rechteck im üblichen Sinn (mit Rand), wenn «<b und 
e <d ist, eine Strecke (wenn «=b undc <d oder wnna<b undc=d), ein 
Punkt (füra=b,c=d) und schließlich die leere ae (wenn a>b.odere >d): 
. Das offene Rechteck 


a<u<b, e<y<d 


_ wird in Abhängigkeit von den Beziehungen zwischen a, b,c und d ein eigentliches 
Rechteck ohne Rand oder die leere Menge sein. Jedes Rechteck der restlichen Typen 
(wir nennen sie halboffen) ist ein eigentliches Rechteck ohne eine, zwei oder drei 
Randseiten, ein Intervall, ein Halbintervall oder die leere Menge. 

Die Klasse aller Rechtecke in der x, y-Ebene bezeichnen wir mit ©. 

Für jedes dieser Rechtecke definieren wir das Maß mit Hilfe des aus der Elementar- 
geometrie bekannten Flächeninhaltes von Rechtecken. Wir setzen fest: 


a) Das Maß der leereri Menge ist gleich 0. 
b) Das Maß einesnichtleeren, durch die Zahlen a, b, ce und d definierten Rechtecks ie 
gleich 
b—-a)(d —c). 


Auf diese Weise wird jedem Rechteck P aus © eine Zahl m(P) — sein Maß — 
zugeordnet. Diese Zuordnung hat folgende Eigenschaften: 

1. Das Maß m{P) nimmt nur nichtnegative zeeils. Werte an. 

2. Das Maß m(P P) ist additiv, d.h., won P= U P, und P; n pe 8 fürik 


ist, dann gilt kei 


m(P) = 3 m{P,). 
k=1 


Unsere Aufgabe besteht nun darin, das bisher für Rechtecke definierte Maß m(P) 
. unter Erhaltung der Eigenschaften 1 und 2 auf eine umfangreichere Klasse von 
Mengen fortzusetzen. 


Zuerst werden wir das Maß auf die sogenannten Elementarmengen erweitern. 
. Wir nennen eine ebene Menge Elementarmenge, wenn sie wenigstens auf eine Weise - 
als Vereinigung endlich vieler paarweise disjunkter Rechtecke dargestellt werden 
kann. 
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"Im weiteren werden wir folgenden Satz benötigen: 


Satz 1. Vereinigung, Durchschnitt, Differenz und symmetrische Differenz. zweier 
. Elementarmengen sind wieder Elementarmengen. 


Das bedeutet, daß die Elementarmengen gemäß der in 1.5. Eingeführken Termino- 
logie einen Ring bilden. 


Beweis. Es ist klar, daß der Durchschnitt zweier Rechtecke wieder ein Rechteck 
ist. Deshalb ist für die zwei Elementarmengen 


k ; 


auch ihr Durchschnitt 
AnB= U(P.nQ) 
[7] E 


eine Elementarmenge. 

Die Differenz zweier Rechtecke ist, wie man leicht nachprüft, eine Elementar- 
menge. Bilden wir die Differenz zwischen einem Rechteck und einer Elementar- 
inenge, so erhalten wir wieder eine Elementarmenge (als Durchschnitt von Elementar- 
mengen). Es seien jetzt A und B Elementarmengen. Dann läßt sich offensichtlich 
ein Rechteck P finden, das jede dieser Mengen enthält. Die Menge 


AuB=PN{PNA)n(P\NB)] 


ist dann nach den vorangehenden Betrachtungen eine Rlementermenge. Hieraus 
und aus den Gleichungen 


ANB=An(PN\ND), 
AAB=(AuB)\(AnB) 


folgt, daß die Differenz und die symmetrische Differenz von Elementarmengen 
- wieder Elementarmengen sind. Damit ist der Satz bewiesen. 


Wir definieren nun das Maß m’(A) für Elementarmengen auf folgende Weise: Für 


A=UP, 
k 


wobei die Mengen P, paarweise disjunkte Rechtecke sind, sei 
m'(A) = mu(Pr). 
k 


Wir zeigen, daß m’(A) nicht von der Art der Zerlegung von A in endlich viele paar- 
weise disjunkte Rechtecke abhängt. Es sei 


A=UP=UQ, 
k j 


5.1. Das Maß ebener Mengen 251- 


wobei P, und Q, Rechtecke sind, für die P;nP, = und 0, nQ. = % gilt, wenn 
© =# k ist. ‚Weil der Durchschnitt P, n @; zweier Rechtecke ein Rechteck ist, folgt aus 
der Additivität des Maßes für Rechtecke 


m) = m(Pr nQ)= 2% mlQ). 
si ; 


Insbesondere stimmt also für Rechtecke das Maß m’ mit dem Ausgangsmaß m über- 
ein. 

Es ist leicht zu sehen, daß das so definierte Maß für Elementarmengen nichtnegativ 
und additiv ist. 

Wir stellen nun folgende wichtige Eigenschaft des Maßes von Elementarmengen 
Test. 


Satz 2. Wenn A eine Elementarmenge und (A,} ein endliches oder abzählbares System 


von Elementarmengen mit der Bigenschaft 


ACUA, 


ist, dann gilt 
m’(A) < 2 m’(4,). (A) 


Beweis. Für ein beliebiges e > 0 und eine vorgegebene Menge A kann man offen- 
sichtlich eine solche abgeschlossene Elementarmenge A finden, die in A enthalten 
ist. und die Bedingung 


erfüllt. (Es genügt, jedes der k Rechtecke P; aus einer Darstellung von A durch ein 


in ihm enthaltenes abgeschlossenes Rechteck mit einer Fläche größer als m{P;) — Er 


zu ersetzen.) k 
Weiter kann man für jede Menge 4, eine offene Elementarmenge A, finden, die A, 
enthält und der Bedingung 


r € 


m(d,) Sm) + 


genügt, Es ist klar, daß 
ÄCUÄ, 
2% 


gilt. Aus dem System {4} kann man (nach dem Satz von Heımz-Borkr) ein endliches 


_ 


System A,„,..., A„, auswählen, das Ä ebenfalls überdeckt. Dabei gilt offensichtlich 
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(weil sonst A durch endlich viele offene Rechtecke überdeckt werden würde, deren 
Gesamtfläche kleiner als m’(A) wäre, was natürlich nicht möglich ist). Daher ist 


mA) sm +Z<simä)+zsimä)tz 
amd, HIgmtz-im)ts 


woraus (1) folgt, da e > 0 beliebig gewählt werden konnte. Damit ist der Satz be- 
wiesen. 


Die im Satz 2 festgestellte Eigenschaft des Maßes m’ (das Maß einer Menge ist 
nicht größer als die Summe der Maße von endlich oder abzählbar unendlich vielen 
offenen Mengen, die die betrachtete Menge überdecken) bezeichnen wir als Sub- 
additivität. Aus ihr folgt die Eigenschaft der sogenannten abzählbaren Additivität 
oder o-Additivität, die in folgendem besteht: 

Es sei eine Elementarmenge A als Vereinigung abzählbar vieler paarweise dis- 


. Junkter Elementarmengen A, rn =1,2, ...); 


dargestellt. Dann ist 


= mt) | 


(d.h., das Maß der Vereinigung abzählbar vieler paarweise disjunkter Elementar- 
mengen ist gleich der Summe der Maße der Elementarmengen). 
Auf Grund der Additivität des Maßes m’ gilt nämlich für jedes N 


N N 
m(A)> m U 4.) = )/ m’(A,); 
n=1 n=1 
und wenn wir für N —.o0 zum Grenzwert übergehen, erhalten wir 


mA) > 3 m’(A,). 


Nach Satz 2 eilt auch die Sa gelzte Ungleichung. Damit ist die o-Additivi- 


tät des Maßes m’ bewiesen. 


Bemerkung. Beim Leser kann der Eindruck entstehen, daß man die o-Additivität 
des Maßes in der Ebene automatisch aus seiner Additivität durch Grenzübergang 
erhält. In Wirklichkeit ist das jedoch nieht so (im Beweis von Satz 2 benutzen wir 
den Satz von Heıme-Bocat, der auf der Verknüpfung von metrischen und topo- 
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logischen Eigenschaften ebener Mengen beruht). In 5.2. werden wir bei der Unter- 
suchung von Maßen auf beliebigen abstrakten Mengen sehen, daß aus der Additivität 
des Maßes im. allgemeinen nicht seine o-Additivität folgt. 


5.1.2. Das Lebesguesche Maß ebener Mengen. Die Elementarmengen schöpfen die 
Klasse der für ‘die Geometrie und die klassische Analysis interessanten Mengen 
nicht aus. Daher entsteht die Frage, ob man den Begriff des Maßes unter Erhaltung 
seiner Grundeigenschaften auf eine umfangreichere Klasse als die der endlichen 
Vereinigungen von achsenparallelen Rechtecken ausdehnen kann. 

Eine im angegebenen Sinn abschließende Lösung dieses Problems wurde von 
H. LüBeseus am Anfang des 20. Jahrhunderts gegeben. 

Bei der Darlegung der Lebesgueschen Maßtheorie werden wir nicht nur endliche, 
sondern auch unendliche Vereinigungen von Bechtecken betrachten müssen. Um 
nicht gleich mit Mengen ‚unendlichen Maßes“ in Konflikt zu kommen, beschränken 
wir uns deshalb zuerst auf Mengen, die ganz im Quadrat, E=-$sest;O<ysi 
liegen. 

Auf der Gesamtheit aller dieser Mengen definieren wir auf folgende Weise eine 
Funktion u*(4A). 


Definition 1. Jeder Menge A wird die Zahl 


ea) inf, ZmiPı), WD, 
. ACUPe k 
als äußeres Maß zugeordnet. Dabei wird das Infimum über alle möglichen Über- 
deckungen der Menge A durch endliche oder abzählbare Systeme von Rechtecken ge- 
bildet. 


Bemerkungen 


1. Wenn wir in der Definition des äußeren Maßes statt der Überdeckungen durch 
Recktecke Überdeckungen durch beliebige Elementarmengen (endlich oder abzählbar 
viele) nehmen, so erhalten wir offensichtlich denselben Wert für „*(4), weil jede 
Elementarmenge ihrerseits eine endliche Vereinigung von Rechtecken ist. 


2. Wenn A Elementarmenge ist, dann ist u*(A) = m/(A). Denn sind Pr Pa 
die Rechtecke einer Darstellung von A, dann ist nach Definition 


Br are 
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Andererseits gilt nach Satz 2 für ein beliebiges (endliches oder abzählbares) System 
{Q;} von Rechtecken, das A EbErdegEN, m'(A) S & m(Q,), insgesamt gilt also 
u*(A) = m’(A). 

Satz3.It ACC U A,, wobei {A„} ein endliches oder abzählbares‘ Mengensystem ist, 
dann gilt 


u*A) < 2 u*(An). (2) 


Insbesondere ist u*(A) S u*(B) für ACcB. 


Beweis. Nach Definition des äußeren Maßes läßt sich für jedes A, ein solches 
System {P,.} von Rechtecken (endlich oder abzählbar) finden, daß A, = U Par 
und € 


k ! 


gilt, wobei & > 0 beliebig vorgegeben werden kann. Daraus folgt 
SA UU zZ nk 
n &k 


und. 


*(A) zı2 m(P,) = 2% u*A,) + e 


für jedes 2 > 0. Das ist gleichbedeutend mit der Aussage des Satzes. 


Da m’ und u* auf den Elementarmengen übereinstimmen, wird Satz 2 nun zu 
einem Spezialfall von Satz 3. 


Definition 2. Die Menge 4 heißt meßbar (im Lebesgueschen Sinne), wenn sich 
für jede Zahl e > 0 eine solche Elementarmenge B finden läßt, daß 


WHAAB)<e (3) . 


ist. Die ion der Funktion u* auf die meßbaren Mengen heißt Lebes- 
guesches Maß und wird im weiteren mit u bezeichnet. 


Bemerkung. Die eben eingeführte Definition besitzt einen anschaulichen Sinn. 
Sie besagt nämlich, daß eine Menge genau dann meßbar ist, wenn man sie beliebig: 
gut bezüglich des äußeren Maßes durch Elementarmengen approximieren kann. 


Nachdem wir die Klasse M, der (im Lebesgueschen Sinne) meßbaren Mengen 
und eine Funktion u, das Lebesguesche Maß, auf dieser Klasse definiert haben, be- 
steht unser nächstes Ziel darin, folgende Aussagen zu begründen. 


1. Die Gesamtheit Mi, der meßbaren Mengen ist abgeschlossen bezüglich der Bildung 
von endlich oder abzählbar vielen Vereinigungen und Durchschniten (d. h., sie ist eine 
o-Algebra; vgl. die Definition in 1.5.4.) 
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2. Die Funktion u ist o-additiv auf Mr. 
Die folgenden Sätze sind Etappen des Beweises dieser Behauptungen. 
Satz 4. Das Komplement einer meßbaren Menge ist meßbar. 
Das folgt sofort aus der Identität 
(ENA)JA(ENB = AAB, 
die ihrerseits unmittelbar klar ist. 


Satz 5. Vereinigung und Durchschnitt endlich vieler meßbarer Mengen sind wieder 
meßbare Mengen. 


Beweis. Es genügt offensichtlich, die Aussage für zwei Mengen zu beweisen. A, 
und A, seien meßbare Mengen. Dann lassen sich für jedes e > 0 solche Elementar- 
mengen B, und B, finden, daß 


w*(A, ABı) < re w*(4, A B,) < Z 
ist. Weil 
(4,v4)A(BvuB)Cc(AAB)v(%,AB,) 
ist, folgt 
u*](Aı VA) A (BıvuB)]< aA, AB) + ur, AB) <e. 


Da B, vB, eine Elementarmenge ist, bedeutet diese Aussage die Meßbarkeit von 
Av A. 

Die _Meßbarkeit des Durchschnitts zweier meßbarer Mengen folgt aus Satz 4 und 
dem bisherigen Beweis, wenn man von der Beziehung 


An h=ENLENA)U(ENA,)] (4) 


ausgeht. 


Folgerung. Die Differenz und die symmetrische Differenz zweier 'meßbarer Mengen 
sind meßbar. 


Das folgt aus den Sätze 4 und 5 und den Identitäten 
ANA=AN(ENA), AAA=(ANA)UA NA). 
Satz 6. Wenn A,,..., A, paarweise disjunkte meßbare Mengen sind, dann gilt 
Eon | 
‚| U A) = u(Ah). | Ä 6) 
k=1 Ki 


Für den Beweis dieses Satzes brauchen wir folgendes Lemma. 
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Lemma. Für zwei beliebige Mengen A und B ist 
IRA) HB) <SpHAAB). 
Beweis des Lemmas. Wegen’ 
AcBu(4ADB) 
folgt aus Satz 3 
n*(A) < u*(B) + wAAB). 


Hieraus folgt die Behauptung im Fall w*(A) > u*(B). Ist aber u*(A) s u*(B), 
dann folgt die Behauptung des Lemmas aus der Ungleichung 


n*(B) < u*(4) + w*(AAB), 


die analog gewonnen werden kann. 


Beweis von Satz 6. Wie im Satz 5 genügt es, zwei Mengen zu betrachten. Wir 
wählen ein beliebiges & > 0 und zwei solche Elementarmengen B, und B,, daß 


PAAB)<e, | u) 
w4,AB)<e 


‚Setzen wir A =A, A, und B= B, u B,, so ist die Menge A meßbar nach Satz 5. 
Weil sich die Mengen A, und A, nicht schneiden, ist 


Bun BC (4,AB)v(4A B,) 
und folglich | 

m’(BınB,) < %e. | | Zn 
Nach dem Lemma folgt aus (6) und (7) 
Im’(Bı) — ara) < es | rt) 


Im’(B,) — w*(As)| <e. 0) 


Da auf der Gesamtheit der Elementarmengen das Maß additiv ist, erhalten wir aus 
(8) bis (10) . i 

m’(B) = m’(B,) + m’(B,) — m’(Bı n B,) = u*(A,) + u*(A,) — 4e. 
Gehen wir nun von der Inklusion BC Au(AAB) aus und beachten die Beziehung 


AABC(4,AB,)u (4, A B,) sowie (6), (7) und die vorhergehende Ungleichung, so 
können wir abschätzen: 


„*(A) > m’(B) — wHAAB) 2 m’(B)-— 20 > w*(A,) + u*ld,) — be. 


r 
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Da wir & g 0 beliebig klein wählen können, ist 
PAD HA. 
Nach Satz 3 ist die umgekehrte Ungleichung 
nA) = u*(Aı) + u*(A,) 
immer richtig. Insgesamt gilt also 
u*(A) = u*(A,) + u*A,). 


Weil A,, A, und A meßbar sind, kann man in dieser Gleichung u* durch u ersetzen. 
Damit ist der Satz bewiesen. 


Aus diesem Satz folgt insbesondere für jede meßbare Menge A 
MENAA=1— aA). 


Satz 7. Vereinigung und Durchschnitt abzählbar vieler meßbarer Mengen sind wieder 
meßbare Mengen. 


Beweis. Es sei A,, Aa, ...; Ay, ... ein abzählbares System meßbarer Mengen und 


© - ; n—1 oo 
A=U4,. Setzen wir A,= 4, \ UA, dann ist wieder A = U4,', und die 


n=1 5 k=1 n=1 
Mengen A,’ sind paarweise disjunkt. Nach Satz 5 und der Folgerung aus ihm sind 
alle Mengen 4A,’ meßbar. Nach Satz 6 und der Definition des äußeren Maßes ist für. 
jede endliche Zahl n 


man) = ul Ar) <a). 
k=1 k=1 
Daraus folgt, daß die Reihe 
2 u(An') 
n=1 
konvergiert. Also läßt sich zu jedem & > 0 eine solche Zahl N finden, daß 


Zul) <Z an 
n>N r ; 


e : 

ist. Die Menge O= UA,’ ist meßbar (als Vereinigung endlich vieler meßbarer 
n=1 

Mengen). Damit gibt es für sie eine Elementarmenge B mit 


u*(C AB) < = (12) 


17 Kolmogorov/Fomin, Funktionen £ = 
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Aus , ü 
AABc(CAB)u I) \ 


' und aus (11) und (12) folgt 
nHAAB<e, 


d.h., A ist meßbar. 
Weil das Komplement meßbarer Mengen meßbar ist, folgt die Behauptung des 
Satzes bezüglich des Durchschnitts aus der Identität 


NAn=ENUENAn). 


Der Satz 7 ist stärker als der Satz 5. Der folgende En stellt eine sntäprechende 
Verstärkung des BEN 6 dar. 


Satz 8. Wenn {A,} eine Folge paarweise disjunkter meßbarer Mengen und A= UA, 
ist, gilt j j ® 
ud) = 2 wAn): 


Beweis. Nach Satz 6 ist für jedes N 


[UA .)= End )<ulA). 


Gehen wir für N — 00 zum Grenzwert über, so erhalten wir 
$ nA) SuA). | | 13) 
Andererseits ist nach Satz 3 

nA) < I udn) | | aa). 


Aus (13) und (14) folgt die Behauptung des Satzes. 


Die in Satz 8 formulierte Eigenschaft des Maßes wird als abzählbare Additivität 
oder o-Additivität des Maßes bezeichnet. Aus der o-Additivität ergibt sich die folgende 
Eigenschaft des Maßes, die als Sietigkeit des Maßes bezeichnet wird. 


Satz 9. Wenn AAO 4, D- .. eine Folge ineinanderliegender meßbarer Mengen und 
A=nN A, ist, gilt 
n \ 


. (A) = lim (An). 


Nn—>X 


_ Beweis. Es genügt, den Fall A = £ zu betrachten, da der allgemeine Fall auf 
diesen mit der Substitution von A, durch A, A zurückgeführt werden kann. Es 
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ist 
= (A, NA )U (A, NA,)Ur--- 


und 
4, = (An N Ay) U (Adsı N Ayre) U. 


wobei die Mengen A; \ A;., für verschiedene i disjunkt ae Daher Folgt aus der 
o-Additivität des Maßes 11 


(A) -2 plAy N As) | (15) 
und " . 
MAL nA NA. | (16) 


Weil die Reihe (15) konvergiert, muß ihr Rest er für 2 — 00 > gegen 0 en d.h., 
es ist 
uA,)>0 für n oo, 


was zu zeigen war. 


.  Folgerung. Wenn A, C Acc -:- eine wachsende Folge meßbarer Mengen. und 
A=UA, ist, gilt 
2 


„(A) = lim w(4,). 
NR>XO 
Zum Beweis geht man von den Mengen 4, zu ihren Komplementen EN A, 
über und benutzt Satz 9. 


Zum Abschluß weisen wir noch auf eine offensichtliche, abe wichtige Talbseh 
hin. Jede Menge A, deren äußeres Maß gleich 0 ist, ist meßbar. Zur Begründung genügt 
es, in der Definition der Meßbarkeit B = © zu setzen, dann ist nämlich 


u*AAB) = u*AAP) = u*A)=0<e. 


Fassen wir zusammen. In diesem Abschnitt wurde das Maß von den Elementar- 
mengen auf die umfangreichere Klasse M;, ausgedehnt, die bezüglich der Bildung von 
abzählbar vielen Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen, d.h. eine 
o-Algebra ist. Das konstruierte Maß ist auf dieser Klasse o-additiv. Die oben an- 
gegebenen Sätze erlauben folgende Aussagen über die Gesamtheit der Lebesgue- 
meßbaren Mengen. 

Jede offene Menge, die in E gelegen ist, kann als Verdinipung endlich oder abzählbar 
vieler offener Rechtecke, d.h. meßbarer Mengen, dargestellt werden. Nach Satz 7 
sind damit alle offenen Mengen meßbar. Die abgeschlossenen Mengen sind die 
Komplemente offener Mengen und folglich auch meßbar. Aus Satz 7 folgt nun die 
Meßbarkeit aller Mengen, die man aus den offenen und abgeschlossenen Mengen 
mit Hilfe endlich oder abzählbar vieler Vereinigungen oder Durchschnitte erhalten . 


17% 
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kann. Später wird gezeigt, daß sich die Gesamtheit der meßbaren Mengen in diesen 
Mengen nicht erschöpft. 


5.1.3. Einige Ergänzungen und Verallgemeinerungen. Bis jetzt haben wir nur Mengen 
- betrachtet, welche im Einheitsquadrat 


B=-0<2<1,0<y<i 


enthalten waren. Wir können uns leicht von dieser Einschränkung befreien, zum 
Beispiel auf folgende Weise. Man stellt die ganze Ebene als Vereinigung halboffener 
Quadrate 


Emm <esn+l,m<ysm-+l) 


(n,m ganze Zahlen) dar und setzt fest, daß die ebene Menge A meßbar ist, wenn 
ihr Durchschnitt A,m» = A n E,m wit jedem dieser Quadrate meßbar im obigen Sinne 
ist, Dabei setzen wir 


nA) = I u(Aum) 


durch Definition fest. Die rechtsstehende Reihe konvergiert entweder gegen einen 
. endlichen Wert oder divergiert bestimmt gegen --oo. Daher kann das Maß u jetzt 
auch unendliche Werte annehmen. Alle Eigenschaften des. Maßes und der meßbaren 
Mengen, die oben angegeben wurden, lassen sich offensichtlich auf den jetzt betrach- 
teten allgemeineren Fall übertragen. Man muß nur darauf achten, daß die Ver- 
einigung abzählbar vieler meßbarer Mengen mit endlichem Maß selbst ein unend- 
liches Maß haben kann. Die Klasse der meßbaren Mengen der ganzen Ebene be- 
zeichnen wir mit W. u 

"In 5.1.1. und 5.1.2. haben wir die Konstruktion des Lebesgueschen Maßes für 
ebene Mengen dargestellt: Analog kann man das Lebesguesche Maß auf der Geraden, 
im dreidimensionalen Raum oder allgemein im euklidischen Raum beliebiger Dimen- 
sion n konstruieren. In jedem dieser Fälle konstruiert man das Maß auf ein und 
dieselbe Weise: Ausgehend von einem Maß, das auf irgendeinem System einfacher 
Mengen (Rechtecke im Fall der Ebene; Intervalle (a, b), Segmente [«, b] und Halb- 
segmente (a, b], [e, b) im Fall der Geraden; usw.) gegeben ist, definieren wir das 
Maß zuerst für endliche Vereinigungen solcher Mengen und dehnen es danach auf 
eine wesentlich breitere Klasse von Mengen, die Lebesgue-meßbaren Mengen aus. Die 
Definition der Meßbarkeit selbst überträgt sich wörtlich auf Mengen in einem Raum 
beliebiger Dimension. 

Bisher haben wir den Begriff des Lebesgueschen Maßes ausgehend vom üblichen 
Flächeninhalt konstruiert. Die analoge Konstruktion für den eindimensionalen Fall 
stützt sich auf den Begriff der Länge eines Intervalls (Segments, Halbsegments). 
Man kann den Begriff des Maßes auch anders, auf eine allgemeinere Weise ein- 
führen. 
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Es sei F(t) irgend eine nichtfallende, von links stetige Funktion auf der Geraden. 
Wir definieren ; 


m((a, b)) = F(b) — F(a + 0), 
m(fa, b]) = Fib + 0) — Fa), 
m((a, b]) = F(b + 0) — F(a +0), 

m({[a, b)) = F(b) — F(a). 


Es ist leicht zu sehen, daß die so definierte Intervallfunktion m nichtnegativ und 
additiv ist. Führen wir für diese Funktion analoge Überlegungen wie im vorher- 
gehenden durch, so kommen wir zu einem Maß ur. Dabei ist die Gesamtheit Ar 
der bezüglich dieses Maßes meßbaren Mengen wieder bezüglich der Bildung von 
abzählbar vielen Vereinigungen und Durchschnitten abgeschlossen. Das Maß ur 
ist o-additiv. Die Klasse X; der Mengen, die bezüglich ur meßbar sind, wird. im 
allgemeinen von der Wahl der Funktion F abhängen. Die offenen und abgeschlossenen 
Mengen und folglich auch ihre abzählbaren Vereinigungen und Durchsehnitte sind 
jedoch für jede Funktion F (mit den angegebenen Eigenschaften) meßbar. 

Maße, die man auf diese Weise erhält, nennt man Lebesgue-Stieltjessche Maße. 
Insbesondere entspricht der Funktion F(t) = t das gewöhnliche Lebesguesche Maß 
der Geraden. . 

Wenn das Maß ur die Eigenschaft besitzt, daß es gleich 0 ist für jede Menge mit 
dem Lebesgueschen Maß 0, dann heißt das Maß u7 absolut stetig (bezüglich „). Wenn 
das Maß uz vollständig auf einer endlichen oder abzählbaren Punktmenge konzen- 
triert ist (das ist dann der Fall, wenn die Menge der Funktionswerte von.F endlich 
oder abzählbar ist), so heißt das Maß ur diskret. Das Maß ur heißt singulär, wenn es 
für jede einpunktige Menge gleich 0 ist und eine Menge mit dem Lebesgueschen Maß 0 
existiert, für deren Komplement up gleich 0 ist. 

Man kann zeigen, daß jedes Maß ur als Summe eines absolutstetigen, eines _dis- 
kreten und eines singulären Maßes darstellbar ist. Zu den Lebesgue- -Stieltjesschen 
Maßen werden wir in Kapitel 6 zurückkehren. 


Existenz nichtmeßbarer Mengen. Wir haben gesehen, daß die Klasse der Lebesgue- 
meßbaren Mengen sehr umfangreich ist. Es entsteht die Frage, ob überhaupt nicht- 
meßbare Mengen existieren. Diese Frage muß positiv beantwortet werden. Am ein- 
fachsten sind nichtmeßbare Mengen auf der Kreislinie zu konstruieren, wenn dort 
das Lebesguesche Maß betrachtet wird. 

Es sei C ein Kreis mit dem Umfang 1 und «& eine irrationale Zahl. Die Menge der 
Punkte der Kreislinie teilen wir folgendermaßen in Klassen ein. Wir fassen, alle 
diejenigen Punkte in einer Klasse zusammen, die durch eine Drehung des Kreises C 
um den Winkel n«r (n ganze Zahl) ineinander übergeführt werden können. Jede 
dieser Klassen besteht offensichtlich aus abzählbar vielen Punkten. Wählen wir aus 
jeder dieser Klassen einen Punkt aus und fassen diese Punkte zu einer Menge ®, 
zusammen, so ist diese Menge ®,, wie im folgenden gezeigt wird, nicht meßbar. 


Wegen 
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Bezeichnen wir mit ©, die Menge, die aus ©, durch eine Drehung um den Winkel 


. nan entsteht, so ist leicht zu sehen, daß sich die Mengen ©, paarweise nicht schneiden 


und die Vereinigung aller dieser Mengen gleich dem ganzen Kreis C ist. Wenn die 
Menge ®, meßbar wäre, dann wären auch die zu ihr kongruenten Mengen ©, meßbar. 


= U ,0d,.=% für nem, 


1= 5 u(®,) | (17) 


folgen. Da kongruente Mengen ein und dasselbe Maß haben müssen, ergibt sich 
andererseits aus der Meßbarkeit von ©, 


AD.) = u(®o). 


Offensichtlich ist diese Relation ein Widerspruch zu (17). Denn die Summe der Beihe 


der rechten Seite von (17) ist gleich 0, wenn u(8,) = 0 ist, und gleich oo, wenn u(®,) 
> 0 ist. Dieser Widerspruch = daß die Menge ®o (und damit auch jede-Menge 9,,) 
nicht meßbar ist. 


5.2. Der allgemeine Maßbegrift. 
Fortsetzung eines Maßes von einem Semiring auf einen Ring. 
Additivität und o-Additivität!) 


5.2.1. Definition des Maßes. Bisher haben wir, ausgehend vom Maß (Flächeninhalt) 
von Rechteeken, durch Fortsetzung dieses Maßes auf eine umfangreichere Klasse 
von Mengen einen Maßbegriff für ebene Mengen: konstruiert. Dabei war für unsere 
Konstruktion nicht der konkrete Ausdruck des Flächeninhalts von Rechtecken 
wesentlich, sondern allein seine allgemeinen Eigenschaften. So benutzten wir bei der 
Fortsetzung des ebenen Maßes von den Rechtecken auf die Elementarmengen nur, 
daß der Flächeninhalt eine nichtnegative additive Mengenfunktion und die Gesamt- 
heit der Rechtecke ein Semiring ist. Bei der Konstruktion der Lebesgueschen Fort- 
setzung des ebenen Maßes war außerdem noch die o-Additivität der Mengenfunktion 
wichtig. Daher kann man der in 5.1. für ebene Mengen durchgeführten Konstruktion 
eine abstrakte Form geben, die eine wesentlich breitere Anwendungsmöglichkeit 
besitzt. Diese abstrakte Konstruktion eines Maßes wird im weiteren beschrieben. 
Zuerst geben wird folgende grundlegende Definition. 


Definition 1. Eine Mengenfunktion u(A) heißt Maß, wenn 
1..das Definitionsgebiet ©, der Funktion u(A) ein Semiring ist, 


1) Hier und im folgenden werden wir systematisch die Begriffe und Fakten aus 1.5. benutzen. 


fs 
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2. die Werte der Funktion (A) reell' und nichtnegativ sind; 


3. u(4) additiv ist, d.h. für eine beliebige endliche Zerlegung der Menge Ac &, 
in paarweise disjunkte Mengen A,€ ©,, 


A= U Ar, 
. k=1 \ 
die 
-2 Ar) 


gilt. 


Bemerkung. Aus 3. und der Zerlegung 0 = # ug folgt sofort 2) = 2u(Q ), 
also ud) = 0. 


5.2.2. Fortsetzung eines Maßes von einem Semiring auf den von ihm erzeugten Ring. 
Bei der Konstruktion des Maßes ebener- Mengen wurde im ersten Schritt das Maß 
von den Rechtecken auf die Elementarmengen, d.h. auf endliche Vereinigungen. 
paarweise disjunkter Rechtecke fortgesetzt. Jetzt geben wir das abstrakte Analogon 
dieser Konstruktion an. Zur Präzisierung des Begriffes der Fortsetzung definieren 
wir: 


Definition 2. Das Maß u heißt Foriseizung des Maßes m, wenn ©, < © und 


für jede Menge AeE ©, 


(A) = m(4) 
ist. 


Satz 1. Für jedes auf einem Semiring ©,, gegebene Maß m({A) existiert eine ein- 


| deutige bestimmte Fortsetzung m’(A) auf den von ©, erzeugten Ring R(&„), d.h. 


Sm = Ron). 
Beweis. Nach Satz 3 aus 1.5. existiert für jede Menge A € R(&,,) eine Zerlegung 
A=UB: Bee Sm; BrnB=®% fü kN. di) 
k-i' 
Wir setzen 
n 
m’(A) =2 m(Bı) 2). 
—1 \ \ 


und zeigen, daß diese Funktion die im Satz beschriebene Fortsetzung des Maßes m 


ist, 
Zuerst weisen wir nach, daß die durch (2) definierte Größe m’(A) unabhängig von 
der Wahl der Zerlegung (1) ist. Sind zwei Zerlegungen der Form (1) für-A gegeben, 


A= UB=UG, B; € &,, (€ Sn; 


A=1 j-1 
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so gehören alle Durchschnitte Bj n C; auch zum Semiring ©, und sind paarweise 
disjunkt. Aus den offensichtlich. geltenden Zerlegungen 


B=U(B,n0,, 0,=U(B;n6,) 


je1 . de 


und der Additivität des Maßes m N nun 


R R r 
2 mBı) =_ &ZmB;nC)= Amt), 
ı= I j=1 
was zu zeigen war. 

Daß die durch (2) definierte Funktion nichtnegativ und sddiler ist, ergibt sich 
unmittelbar aus den Eigenschaften von m. Damit ist die Existenz einer Fortsetzung 
m' des Maßes m auf den Ring R(&,) bewiesen. ö 

Die Er der Fortsetzung ergibt sich folgendermaßen. Ist A € R(&,) 


undA = U B, eine a der Form (1), dann gilt für jede Fortsetzung m von m 
k=1 


auf R(S,) 
=2 M(B;) =2 m(B,) = m’(A), 


d.h., A stimmt mit dem durch (2) definierten Maß m’ überein. Damit ist der Satz 
vollständig bewiesen. 


In diesem Beweis haben wir in abstrakten Termini eigentlich genau das Verfahren 
wiederholt, nach dem wir in 5.1. das Maß von den Rechtecken auf die Elementar- 
mengen fortgesetzt hatten. Die Klasse der Elementarmengen ist dabei gerade der 
minimale Ring, der vom Semiring der Rechtecke erzeugt wird. 

Aus der Additivität und der Nichtnegativität des Maßes ergeben sich folgende 
offensichtliche, aber doch wichtige Eigenschaften. 


Satz 2. Ist m ein auf einem beliebigen Ring Ri, gegebenes Maß und gehören die 
Mengen A, Ar, ».., An 2u R, dann folgt 


n 
1.aus WA, Aund A; n A; = Q füri #7 die Ungleichung 
k-1 


Zmta,) < mid); 


2. aus U A, > A die Ungleichung 


k=1 


mid) > miA). 
k=1 
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Insbesondere ist für A CA’ und AA A EN, 
m(A) <m(A'). 


Beweis. Sind die Mengen A,, ..., A, paarweise disjunkt und alle in A enthalten, 
so ist auf Grund der Additivität des Maßes 


mia) = I mA) + (4 \ Ö.). 
k=1 _ kl 


Wegen (A N v en > 0 folgt Sur dieser Gleichheit die Aussage 1. Weiter ist für 
bebiebige AA, e RL, 
m(A, v A,) = m(A,) + m(A,;) — m(Aı n A.) S m(A,) + m(A,). 
Daraus folgt durch vollständige Induktion 


n( Ü 4) < I’ miA,). 
k=1 


k=1 


nk 
Für A < U A, ergibt sich aus der Additivität des Maßes 
k=1 


m(A) = m( 04) = m( G4\4) < m 0A) 
\rsı k—1 Pa 


woraus zusammen mit der vorhergehenden Ungleichung die Aussage 2 folgt. _ 


Wir haben die Aussagen 1 und 2-für Maße bewiesen, die auf einem Ring gegeben 
sind. Da aber jedes Maß, das auf einem Semiring gegeben ist, auf einen Ring (unter 
Beibehaltung seiner Werte auf dem Halbring) fortgesetzt werden kann, sind die 
Aussagen 1 und 2 auch für Maße richtig, die nur auf einem Semiring gegeben sind. 


5.2.3. Die o- Additivität. Für viele Fragen der Analysis ist es notwendig, Vereinigungen 
nieht nur endlich vieler Mengen, sondern auch abzählbar vieler Mengen zu betrachten. 
Im Zusammenhang damit wird die Forderung der Additivität des Maßes (vgl. 
Definition 1) durch die stärkere Forderung der o-Additivität ersetzt. 


Definition 3. Ein Maß m heißt abzählbar additiv oder o-additiv, wenn für beliebige 
Mengen A, A}, Az; ::., Ay, -. » aus seinem Definitionsgebiet ©,, mit den Eigenschaften 


oo 
A=UA, Andh=® für i+j, 


n=1 
die Beziehung 
m(A) = I) m(A,) Re 
nl 
gilt. 
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Das ebene Lebesguesche Maß, das wir in 5.1. konstruiert haben, ist v-additiv 
(Satz 8 aus 5.1.). Zu einem Beispiel für ein o-additives Maß ganz anderer Art kommt 
man auf folgende Weise. Es sei X = {xı, 3, ...} eine beliebige abzählbare Menge und 


{p.} eine Folge von positiven Zahlen mit der Eigenschaft 3) p, = 1. Definieren wir 


für eine beliebige Untermenge A von X a 
ü / 
ned 


so ergibt sich leicht, daß m(A) ein o-additives Maß mit m(X) = 1 auf der o-Algebra 
aller Untermengen von X ist. Dieses Maß tritt im Zusammenhang mit vielen Fragen 
der Wahrscheinlichkeitsrechnung auf. 

Ein Beispiel für ein additives, aber nicht o-additives Maß erhält man durch 
folgende Konstruktion. Es sei X die Menge aller rationalen Punkte des Intervalls 
[0,1] und ©, das Mengensystem, das aus allen Durchschnitten der Menge X mit 
beliebigen in [0, 1] gelegenen Intervallen (a, b), Segmenten [a, 5] und Halbsegmenten 
[a, b), (a, b] besteht. Man bestätigt leicht, daß ©&,, ein Semiring ist. Für die Menge 
An € Sm, die durch die Zahlen a, b charakterisiert wird, setzen wir 


nAy)=b—au. 
Dieses Maß ist additiv, aber nicht o-additiv. Denn auf Grund von m(X)=1 und 
der Darstellungsmöglichkeit von X als Vereinigung abzählbar vieler einpunktiger 


‘Mengen vom Maß 0 würde die o-Additivität von m zu einem Widerspruch führen. 
In diesem und im nächsten Abschnitt werden wir nur o-additive Maße betrachten. 


Satz 3. Wenn ein M aß m, auf einem Semiring ©, o-additiv ist, dann ist auch seine 
Fortsetzung u auf den Ring R(©„) o-additiv. 


Beweis. Sind A und B, (n = 1,% ...) Mengen aus R(S,,), für die 


A=UB, wd BNnB=®& für s#r 


ni 


f k 
richtig sei, so gibt es nach Satz 3 aus 1.5. endlich viele Mengen A; und für jedes n 
“endlich viele Mengen B,,; aus &,, mit der Eigenschaft 


‚A=U4,, B, = U Bais n=1,2,..., 
j i 


wobei die Mengen der rechten Seiten der Gleichungen jeweils paarweise disjunkt sind. 
Ist O,;; = Pain A,, so bestätigt man leicht, daß auch die Mengen Ö„;; paarweise 
disjunkt sind und die Eigenschaften 


4; =) Urin 


n=1 ii 


ni U On 
3 
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“ haben. Aus der o-Additivität des Maßes m auf ©,, folgt nun 


m({A,) = 2 Zmlo ni) . u) 
mb) = miC) | (4) 
und aus der Definition der EN u auf RS.) 
=uma), | | 8 
MB) = Ems). . 9 


Setzen wir (3) in (5) ein und vertauschen die Summationen, was auf Grund der 
Konvergenz der Reihe möglich ist, so folgt mit (4) und (6) 


o 


aA) = 23 wBn); 
n=1 
was zu Zeigen war. 
‚Danach diesem Satz die o-Additivität des Maßes bei seiner Fortsetzung von einem 
Semiring ©, auf den Bing R(&,,) erhalten bleibt, können wir im weiteren gleich von 
Anfang an annehmen, daß das Maß auf einem Ring definiert ist. 


Der folgende Satz beschreibt analoge Eigenschaften für o- additive. Maße und 
unendliche Vereinigungen, wie sie in Satz 2 für additive Maße und endliche Ver- 
einigungen angegeben wurden. | 


Satz 4. Ist m ein o-additives Maß auf einem Ring R und gehören die Mengen 
A, Ays er, Ays er ZUR, dann folgt 


1,. aus u A A und A: nA,=R% füvitj die Ungleichung 
k-1 


_ 


 Emtay < ma); 


2,. QUS N A, DA die Ungleichung 


N 


ZmtA) = mid) 


(abzählbare Subadditivität). 
_ Beweis. Wenn die Mengen A, paarweise disjunkt und alle in A enthalten sind, 
dann ist nach Satz 2, Eigenschaft 1, für jedes n 


Fm(A,) <m(A). 


1 


ı = 
ij 
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Betrachten wir diese Ungleichung für 2 — oo, so ergibt sich die Aussage 1,. 


Um die zweite Aussage zu beweisen, bilden wir, ausgehend von A < U A, die, 
Mengen Fl f 


Br = (4,04) \ (UM). 


k=1 


Für diese Mengen gilt B, ER, B,nB, = Q füri +j und 
A=UB, BA. 
n=1 
Mit der o-Additivität des Maßes folgt daraus 


m(A) = 2 m(B,) < > m(A,), 


was für die Aussage 2, zu zeigen war. 


Bemerkung. Wie der Beweis zeigt, ist für die Aussage 1, nur die Additivität des 
Maßes wesentlich. Daher ist die Aussage 1, auch für beliebige additive Maße richtig. 
Beim Nachweis der Aussage 2, wurde die o-Additivität des Maßes benutzt. Das vor 
Satz 3 angegebene Beispiel eines additiven, aber nicht o-additiven Maßes zeigt, daß 
für ein solches Maß die Aussage 2, i. a. nicht erfüllt ist. Die dort beschriebene Menge X, 
uX) = 1, wird z. B. durch abzählbar viele u) u vom Maß 0 über- 
deckt. 


Die folgenden Überlegungen zeigen, daß die Aussage 2, und die o-Additivität sogar 
äguivalente Aussagen sind. 
Es sei u ein Peiebig® Maß auf einem Semiring ©, und A,A,,..., A, ... seien 


Mengen aus Smit A= -U A, A;nd,;,=8 für s=+5. Dann ist auf Grund von Eigen- 


schaft 2, (nach dem Verereide eine Eigenschaft beliebiger Maße) 
ud) zu(A). 
Besitzt nun u die Eigenschaft 2,, so ist (weil A von-den Mengen A, überdeckt wird) 
Era) = (A), 
insgesamt also 
ZMa) = iA), 


d.h., das Maß u ist o-additiv. 
Auf der Grundlage der Äquivalenz von abzählbarer Subadditivität (Eigenschaft 
2,) und: o-Additivität eines Maßes kann der Nachweis der o-Additivität durch den oft 
einfacheren Nachweis der Eigenschaft 2, ersetzt werden. 
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5.3.1. Die Lebesguesche Fortsetzung eines auf einem Semiring mit Eins definierten 
Maßes. Ist m ein nicht o-additives Maß auf einem Semiring © „, so werden durch seine 
Fortsetzung auf den Ring R(6&,,) in hohem Maße bereits alle konstruktiven Möglich- 
keiten der Ausdehnung eines solchen Maßes auf möglichst umfangreiche Klassen von 
Mengen ausgeschöpft (vgl. 5.3.4.). Ist dagegen das betrachtete Maß o-additiv, so 
kann es, ausgehend von ©,, auf eine wesentlich umfangreichere Klasse als R(&,,) 
fortgesetzt werden. Wir kommen zu dieser in gewissem Sinne sogar maximalen 
Klasse durch die sogenannte ‚Lebesguesche Fortsetzung des Maßes m. In diesem Ab- 
schnitt betrachten wir ‚die Lebesguesche Fortsetzung zunächst für ein Maß m, 
dessen Definitionsgebiet ©, eine Eins besitzt. Den allgemeinen Fall untersuchen wir 
anschließend im nächsten Abschnitt, 

Es sei m ein o-additives Maß auf einem Semiring ©, mit der Eins E. Auf dem 
Mengensystem X aller Untermengen von E definieren wir eine Funktion w*(A), die 
als äußeres Maß bezeichnet wird, wie folgt: 

“ Definition 1. Jeder . A<E wird die Zahl 
u*A)= inf Im () 


on n 


als äußeres Maß zugeordnet. Dabei wird das Infimum über alle möglichen Über- 
deckungen der Menge A durch endliche oder abzählbare Systeme von ie BD 
aus ©, gebildet. 


Wichtig für alle weiteren Konstruktionen ist die folgende Eigenschaft des äußeren 
Maßes. 


Satz 1 (Abzählbare Subadditivität). Ist A C U Ass wobei {A„} ein endliches oder 
abzühlbares Mengensystem ist, dann gilt 


ur(A4)s 2 Kran). 


Der Beweis dieser Behauptung ergibt sich völlig analog z zum Beweis des Satzes 3 
aus. 5.1. 


Definition 2. Die Menge A heißt Lebesgue-meßbar (oder meßbar nach Lebesgue), 
wenn sich für jede Zahl e > 0 eine solche Menge B € R(6,) finden läßt, daß 
PHAAB)<Ee 
"ist. 
Die Einschränkung der Funktion „* auf die meßbaren Mengen heißt Lebesguesches 


Maß (oder einfach Maß) und wird mit u bezeichnet. Offensichtlich sind alle Mengen 
Ace ©, meßbar. Für sie gilt 


A) = m(A). 
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Der Nachweis dieser Gleichheit kann genauso wie im Fall er Mengen geführt 
werden (vgl. 5.1.2.). 
' Aus der Gleichung 


AAB=(ENA)A(ENDB) 
folgt, daß mit der Menge A stets auch ihr Komplement EN A meßbar ist. 


Andere grundlegende Eigenschaften der meßbaren Mengen und des für sie defi- 
nierten Lebesgueschen Maßes beschreiben die folgenden Sätze. 


Satz 2. Das System M aller Lebesgue-meßbaren mM engen ist ein Ring. 
Beweis. Da stets 
An A, = A, N (A, N A:) 


und 
Av 4, = EN(ENA)n(ENA,;) 


ist, genügt es zu zeigen, daß für A, € M, A, € M stets auch A — (A, 2 4,) € M ist. 
. Es seien A, und A, meßbar. Dann gibt es für a e>ON Mensen B, € RS.) 
und B, € RS), so daß ; 


w*(4, AB) < u und u*(4,AB,) < — 


‚ist, Setzen wir nun B= B, N _B, und benutzen die Beziehung 


KUN AJABANB)C(AhAB)u(sAB,), 
so folgt 
w*(AAB)<e, 


was zu zeigen war. 


Bemerkung. Offensichtlich ist £ auch Eins im Ring M,d.h., M ist eine Mengen- 
algebra. 


Satz. 3. Die Funktion u(A) ist auf M additiv. 


Ein Beweis für diesen Satz ergibt sich durch wörtliche Wiederholung des Beweises 
von Satz 6 aus 5.1. 


Satz 4. Die Funktion u(A) ist auf M o-additiv. 


Beweis.!) Es si A = Un, 4,4,4,..eM, A;nd,=PB für ij. Nach 
Satz 1 ist dann nz 
„(A) < I udn) et (2) 


1) Anm.d. Übers.: Der Beweis folgt auch aus Satz 1 und den Betrachtungen : am Schluß von 
5.2.3. : 
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ünd nach Satz 3 


N 
Ma > u UA.) = 3 na) 


für jedes N, d.h., es gilt auch “ 


„A = 3 nAn). | © 


Aus (2) und (3) folgt nun die Aussage des Satzes. 


Bei der Untersuchung des Lebesgueschen Maßes in der Ebene, hatten wir fest- 
gestellt, daß nicht nur die endlichen, sondern auch die abzählbaren Vereinigungen 
und Durchschnitte meßbarer Mengen wieder meßbar sind. Das gilt auch für den 
allgemeinen Fall, wie der folgende Satz zeigt. i 


Satz 5. Das Dem M aller Tebesgue-meßbaren Mengen ist eine 0-Algera mit der 
Eins E. 


Beweis. Weil 
NA, =ENU(ENA,) 
n ” n 
und das. Komplement einer meßbaren Menge wieder meßbar ist, genügt es zu zeigen, 
daß für A,,4y ..., An «+. EM stets auch A = Udn zu M gehört. Der Nachweis 


für diesen Sachverhalt ergibt sich durch wörtliche Wiederholung des Beweises von 
Satz 7 aus 5.1. 


Wie im Fall des Lebesgueschen Maßes in der Ebene folgt auch im allgemeinen 
Fall aus der o-Additivität des Maßes seine Stetigkeit, d. h., wird das o-additive Maß u 
auf einer fallenden Kette A, > A, ---D> A„D --- meßbarer Mengen A, aus 
der o-Algebra M betrachtet und ist A = N A,, dann gilt 

2 


n(4) = lim u(A,), 


NO 


und für eine wachsende Kette 4, ACH cA, C++» meßbarer Mengen A, 
aus der o-Algebra M und A = U A, gilt analog 
R 


aA) = lim u(A,). 
N>XO 
Ein Beweis für diese Aussagen ergibt sich durch wörtliche Übertragung der Be- 
gründung des entsprechenden Sachverhalts für das ebene Maß (vgl. Satz 9 aus 5.1.).. 


Da, wie wir festgestellt haben, das System M eine o-Algebra ist und die auf ihm 
definierte Funktion „(A) alle Eigenschaften eines o-additiven Maßes besitzt, ist 
Re Definition gerechtfertigt. 
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Definition 3. Die Einschränkung « des (vom Maß m erzeugten) äußeren Maßes 
#* auf das System M der meßbaren Mengen heißt Lebesguesche Fortsetzung Lim) = u 
des Maßes m. 


\ 


5.3.2. Die Fortsetzung eines auf einem Semiring ohne Eins definierien Maßes. Besitzt 
der Semiring ©, auf dem das Ausgangsmaß m definiert ist, keine Eins, dann muß 
die im vergangenen Abschnitt durchgeführte Konstruktion der Lebesgueschen Fort- 
setzung des Maßes m in einigen Punkten geändert werden. Diese Änderungen sind 
nicht besonders tiefgreifend. 

Wird für das Maß m auf einem Semiring ohne Eins die Definition 1 des äußeren 
Maßes mit der Einschränkung übernommen, daß das äußere Maß jetzt nur auf einem 
Mengensystem $,. definiert wird, für dessen Mengen 4 mindestens eine Überdeckung 
UB,, Ba € ©, mit endlicher Summe $/ m{B,) existiert, und die Definition der 


Rn n 

Meßbarkeit ohne jede Änderung beibehalten, so bleiben die Sätze 2 bis 4 und die 
abschließende Definition richtig, Der Beweis dieser Sätze im jetzt betrachteten 
allgemeinen Fall ergibt sich sofort aus den Beweisen der Sätze 2 bis 4, wenn dort die 
Schlußfolgerung „mit Ak e M und EM ist auch A, u A, EM, die einzige, die 
von der Existenz der Eins in ©, Gebrauch machte, mit Hilfe der offensichtlichen 
Inklusion 


(AvA)A(BAB)c (A AB)u(4AB,) 


begründet wird. 
Der Satz 5 muß im Fall des Semirings ehe Eins durch den folgenden ersetzt 
werden. 


Satz 6. Für ein beliebiges Ausgangsmaß m ist das System M Lebesgue-meßbarer 
Mengen ein 6-Ring. Die Menge A= UA, LEM (n=1, 2,...), ist genau dann, 
.ed-l 


& IN i Be 2. 
meßbar, wenn es für die Zahlen u | U A.) eine von N unabhängige obere Schranke gibt. 


n=i 


Den Beweis für diese Behauptung überlassen wir dem Leser. 


Bemerkung. Die Notwendigkeit der letzten Bedingung in Satz 6 ergibt sich 
zwangsläufig aus den bisherigen Betrachtungen, die jeweils nur Maße mit endlichen 
Werten zuließen. 


Aus Satz 6 ergibt sich die 
Folgerung. Das System M , aller Mengen B € M, die in einer or festen Meng AEM 
enthalten sind, ist eine o-Algebra. 


So ist zum Beispiel das System aller (bezüglich des üblichen Lebesgueschen Maßes 
auf der Geraden) meßbaren Untermengen eines beliebigen Intervalls [e, b] eine 
c-Algebra. 
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Abschließend weisen wir noch auf eine Eigenschaft der Lebesgueschen Maße hin. 
Dazu geben wir folgende 


Definition 4. Ein Maß 4 heißt-vollständig, wenn aus u(A) = 0 und A’ <A stets 
die Meßbarkeit der Menge 4’ folgt. 


Offensichtlich ist dann u(A4’) = 0. 


.Ist nun u die Lebesguesche Fortsetzung eines beliebigen Maßes, so folgt aus 
A’ Aund (A) == 0 sofort u*(A’) = 0. Da andererseits jede Menge © mit „*(C) = 
wegen DE R(S,) und 


u*(0 AB) = u*(0) = 0 


Lebesgue-meßbar ist, ergibt sich die Aussage: Die Lebesguesche Fortsetzung eines be- 
liebigen Maßes ist steis vollständig. 


Ganz allgemein kann festgestellt werden, daß jedes o-additive Maß auf einer 

o-Algebra zu einem vollständigen Maß fortgesetzt werden kann. Dazu ist das Maß, 

wie man leicht sieht, lediglich auf allen Untermengen einer beliebigen Menge vom 
Maß Null gleich Null zu setzen. 


Ergänzende Bemerkungen 


1. Die Voraussetzung, daß das Ausgangsmaß m auf einem Semiring gegeben sei (und nicht 
auf einem beliebigen Mengensystem); ist für die Eindeutigkeit seiner Fortsetzung wesentlich. 
Betrachten wir im Einheitsquadrat das System aller vertikalen und horizontalen Rechtecke, 
deren Höhe bzw. Breite immer gleich 1 ist (vgl. Abb. 18), und ordnen diesen Rechtecken ihren 
Flächeninhalt als Maß zu, so ist die Fortsetzung dieses Maßes auf die von diesen Rechtecken 
erzeugte Algebra (sogar o-Algebra) nicht eindeutig bestimmt. Man gebe mindestens zwei ver- 
schiedene Fortsetzungen an. 


Abb. 18 


2. Der Prozeß der Fortsetzung eines Maßes nach LeszscuE kann auch als Vervollständigungs- 
prozeß eines metrischen Raumes aufgefaßt werden. Führt man auf dem Ring R(©,) durch 
e(A, B)= m’(A A B) eine Metrik ein, so wird R(&,) zu einem metrischen (im allgemeinen 
nicht vollständigen) Raum. Wie man leicht sieht, besteht die Vervollständigung dieses Raumes 
gerade aus allen Lebesgue-meßbaren Mengen (dabei werden vom metrischen Standpunkt aus 
Mengen A,.B mit u(A A B) = 0 nicht unterschieden). 


Aufgaben 


1. Esseiein Maß m auf einem Semiring ©, von Teilmengen aus X mit der Eins X gegeben, 
u* sei das m entsprechende äußere Maß. Man zeige, daß in diesem Fall die Menge A genau dann 


18 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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‚nach Lesusaus meßbar ist, wenn sie nach Curarakonory meßbar ist, d. h., wenn für eine 
beliebige Teilmenge ZC X 


RZ) = uZnA) +uZN A) 


‘ 


gilt. 
2. Es sei ein o-additives Maß m äif einem Ring R mit der Eins X gegeben und m(X) = 1. Defi- 
. nieren wir für jede Menge A = X neben dem äußeren Maß w* noch ein inneres Maß u, durch 
MA)=1— RN A), 
so ist leicht zu sehen, daß stets u,(A) < w*(A) gilt. Man zeige, daß 
(A) = u*(A) i (*) 


genau dann gilt, wenn A meßbar (im Sinne der Definition 2) ist. 

- Wir bemerken, daß die Gleichung (*) oft auch zur Definition der Meßbarkeit einer 
Menge A < X benutzt wird, wenn das Ausgangsmaß m bereits auf einem Ring mit der Eins X 
gegeben ist. 


nn 


5.3.3. Erweiterung des Begriffes der Meßbarkeit für o-endliche Maße. Ist das Aus- 
gangsmaß m auf einem beliebigen Semiring ohne Eins von Untermengen der Menge X 
gegeben, dann erweist sich die oben angegebene Definition der Meßbarkeit als zu 
eng. Ist beispielsweise X. die Ebene, dann sind Mengen mit einem unendlich großen 
Flächeninhalt wie die ganze Ebene, ein Streifen, das Äußere eines Kreises usw. nicht 
meßbar. Wir werden daher versuchen, den Begriff der Meßbarkeit so zu erweitern, 
daß die Gesamtheit der meßbaren Mengen (wie im Fall des auf einem Semiring mit- 
Eins definierten Ausgangsmaßes) eine o-Algebra (und nicht nur ein ö-Ring) wird. 
Dabei beschränken wir uns auf den wichtigsten Fall des sogenannten o-endlichen 
"Maßes, obwohl eine entsprechende Konstruktion auch im allgemeinen Fall durch- 
geführt werden kann. 

Es sei ein o-additives Maß m auf einem beliebigen Semiring ©,, von Untermengen 
der Menge X gegeben. Wir nennen das Maß m o-endlich, wenn die ganze Menge X 
als abzählbare (aber.nicht als endliche) Vereinigung von Mengen aus ©,, dargestellt 
werden kann. Ein Beispiel für ein o-endliches Maß ist der auf der Menge aller Recht- 
ecke der Ebene definierte Flächeninhalt. Ein einfaches Beispiel für ein nicht o-end- 
liches Maß erhält man auf folgende Weise. Es sei f(x) eine nichtnegative Funktion 
auf dem Intervall [0,1] und x ein Maß mit u(A)= & f{x;) für jede endliche Unter- 


menge A = {X ,....,%,} von [0, 1]. Wenn die Menge den Punkte x mit f(x) = 0 nicht 
abzählbar ist, dann ist das Maß u(A) nicht o-endlich. 

Im weiteren sei m ein o-additives und o-endliches Maß auf einem Semiring ©, von 

Untermergen der Menge X und {Bi ein entsprechendes abzählbares System von 


Mengen aus ©, mit der Eigenschaft U B; = X. Wir können o. B. d. A. voraussetzen, 
i=1 
daß die Mengen B; paarweise disjunkt sind. Denn geht man von den B; zu den 
i—1 


re 
Mengen B; = B,\N B; aus R(S,) über, so erhält man X als Vereinigung paar- 


k=1 
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weise disjunkter meßbarer Mengen. Da die B; ihrerseits eine endliche Zerlegung in 
©, gestatten, ist X auch als abzählbare Vereinigung paarweise disjunkter Mengen 
aus ©, darstellbar. 

Führen wir für das Maß m den Lebesgueschen Fortsetzungsprozeß durch, so er- 
halten wir das Maß u auf dem ö- -Bing M. Nach der Folgerung aus Satz 6 ist dann 
für eine beliebige Menge Be M die Gesamtheit 


M,={0:CeM,CcB} 


eine o-Algebra mit der Eins B. 

Bezeichnet A die Gesamtheit aller Untermengen A von X, für die der Durch- 
schnitt A n B, mit jeder Menge des Systems {B;} meßbar ist, so gilt (was der Leser 
nachprüfen möge): W ist eine o-Algebra. Ausgehend von der Charakterisierung der 
Mengen aus X (4E X genau dann, wenn AnB eM,, i=1,2,...) und der damit 
äquivalenten Formulierung (A € X genau dann, wenn es für A eine Darstellung der 
Form 

A=UA4,;, A;EMz,, “ & (4) 
i—1 

gibt) nennt man W die direkte Summe der o-Algebren M;,. 

Die Mengen der o-Algebra X nennen wir meßbar (im allgemeinen Sinne) und defi- 
nieren für sie ein Maß ä auf folgende Weise: Besitzt A die Darstellung 


A=UA4,, A;EMz; 
i-1 


dann sei 


Da das Maß u nichtnegativ ist, strebt die Reihe auf der rechten Seite entweder gegen 
eine nichtnegative Zahl oder gegen +. 


Satz 7. Unter den oben angegebenen Voraussetzungen sind folgende Aussagen 
richtig: 


1. Die o-Algebra X und das Maß fi hängen nicht von der Wahl des RUE {Bi ;}ab; 


es kann sogar ein beliebiges Sysiem {B,*} von Mengen aus M mit Ü B*F=X, 
j-1 


B*nB*=&fürl= k, zur Konstruktion von X und i benutzt VRR 

2. das Maß fi ist o-additiv auf X; 

.3. die Gesamtheit der Mengen A E X mit f(A) < oo stimmt mit dem 6-Ring M 
überein, und auf diesem Ring ist bh = u. 


Beweis. 1. Wir zeigen zunächst, daß A € X genau dann gilt, wenn AnldeM 
für eine beliebige Menge C € M erfüllt ist. Die Hinlänglichkeit dieser Bedingung ist 
klar; man wählt für C die Mengen BEM ik =1,2,...). Ihre Notwendigkeit ergibt 


18* 


276 - 5. Maße, meßbare Funktionen, Integrale 


sich folgendermaßen. Es sei A € 4, 0 EM, (B;} das vorgegebene System und ferner 
C; =CnB,. Dann gilt 


Anl= UlAnO;), An;eMz, 
i=1 
‚und 


m (ua n DE „(06) < u(0) 


für jedes N. Aus beiden Beziehungen folgt nach Satz 6 die Meßbarkeit von AnC. 
Ist {B;} das vorgegebene und Bi), BFEM, ein beliebiges System paar- 


weise disjunkter Mengen mit UB; a -U B;=X, so gehören für eine beliebige 
j-1 i= 

Menge A € X die Mengen AnB* = 1,2 ‚...) nach den Vorbetrachtungen zu M, 

d. h., es existiert eine Daseins ae 


4A = U 4;*, 4,;* €. MB 5 


je1 


und das bezüglich {B,*} berechnete Maß ä von A stimmt wegen 


> 


Ewa) = I mAnB) = wAnBtnB)= > uldnB) =! u(A)) 


je j-1 i=1 i=1 
mit dem für A bezüglich {B;} festgelegten Maß 3 überein. Damit ist die Be 1 
bewiesen. 


2. Es sei AD, AO,... EN, A®n Ab =- Q fürk+lund A= am A der 
o-Additivität des Maßes a auf M folgt 


AA) = 2 uAnB) = 2 MAR nB,) 
En (> MAR n 2) — 3 p(A®), 
k=1 \i= k=1 


d.h., #-ist o-additiv. 
3. Die letzte Aussage folgt unmittelbar aus Satz 6. 


Bemerkung. Die oben beschriebene Erweiterung des Meßbarkeitsbegriffes, die unendliche 
Werte für das Maß zuläßt, ist auch ohne die N der o-Endlichkeit des Ausgangs- 
maßes möglich, z. B. nach folgendem Schema. 

Es sei m ein o-additives Maß in der Menge X, das wir uns schon (nach 5.3.2.) zu einem o-addi- 
tiven Maß u auf einem 6-Ring M von Untermengen der Menge X fortgesetzt denken. Ausgehend 
von M nennen wir eine beliebige Menge A = X meßbar bezüglich M, wenn An Be M für jede 
Menge Be M ist. Man verifiziert leicht, daß das System 4 aller bezüglich M meßbaren Unter- 
mengen von X eine o-Algebra mit der Eins X ist und daß im Fall einer o-Algebra M A = M gilt. 

Heißt eine Menge A e X eine Nüllmenge, wenn u(An B) =0 für jede Menge Be Mt ist, so 
können wir auf folgende Weise ein Maß ä(4A) auf X einführen: Wenn für die gegebene Menge 
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4A € X eine Menge Be M existiert, so daß A A B eine Nullmenge ist, dann sei 
AA) = uB); " 
existiert keine solche Menge B, dann sei 
AA) = . 


Es ist nicht schwierig zu zeigen, daß das Maß ü o-additiv ist und auf dem ö-Ring WM = A mit u 
übereinstimmt. 


5.3.4. Die Jordansche Fortsetzung eines Maßes. In 5.2. wurden Maße beträchtet, die nur die 
Eigenschaft: der Additivität besaßen. Jedes solche Maß konnte von einem. Semiring ©,, in 
eindeutiger Weise auf den minimalen Ring R(&,,) fortgesetzt werden. Auch eine weitere Aus- 
dehnung auf einen umfassenderen Ring ist möglich (vgl. die Bemerkungen am Anfang von 5.3.1.). 
Die entsprechende Konstruktion wird als Fortsetzung des Maßes nach Jordan!) bezeichnet. Ihre 
Idee, die in Spezialfällen schon von den Mathematikern im alten Griechenland angewandt wurde, 
besteht in der zweiseitigen Approximation der zu „messenden‘‘ Menge A durch Mengen 4’ und 
A’ bekannten Maßes mit A’ = A — A” (Approximation von innen und von außen). 
. Es sei m ein Maß, das auf einem beliebigen Ring Ri gegeben ist. 


Definition’5. Eine Menge A heißt Jordan-meßbar, wenn für jedes € > 0 Mengen 4’ und 4” 
aus R mit / 


AcA CA”, MAN A)<e, 
existieren. 
Für diese Mengen gilt folgender 
Satz 8. Das System R* aller Jordan-meßbaren Mengen ist ein Ring. 


Es sei X das System aller Mengen A, für die es mindestens zwei Mengen B und C aus R mit 
BCACc gibt, undesseifür 4e 4X 


R(A) = inf im(0) (iußeres Jordansches Maß), 


u(4) = sup m(B) (inneres Jordansches Maß). 
BcA 


Dann ist offensichtlich immer 
n(4) < a(4), 
und es gelten die folgenden Sätze. 


. Satz 9. Der Bing R* stimmt mit dem System aller Mengen A aus X überein, für die u(A) = u(A) 
ist. \ / 2 ” 


N 
Satz 10. Für A, Au...» Ane WA c U 4, ist 
k=1 
Rn 
BA) = 2 H(A,). 
k-1 
Satz 11. Für 4, An. Anne ACTA(k=1,2,...,n) und An A, = I (= j) ist 
R - 
nA) 2.8 nA). 


1) CAMmIELE JORDAN (1838— 1922), französischer Mathematiker. 


278 5. Maße, meßbare Funktionen, Integrale \ 


Definieren wir nun, ausgehend von Satz 9, auf &, = R* die Funktion » durch 


nA=pA=RA, 
so folgt aus den Sätzen 10, 11 und der offensichtlichen Tatsache, daß für Ace Rt 


BA) = u(A) = m(A) 
ist, der folgende Satz. 


Satz 12. Die Funktion u(A) ist ein M aß und Fortsetzung des Maßes m. 


Die oben dargestellte Konstruktion ist auf ein beliebiges Maß m, das auf einem Ring gegeben 
ist, anwendbar, insbesondere also auf Mengen in der Ebene. Wird dabei als Ausgangsring die 
Gesamtheit der Elementarmengen (d.h. der endlichen Vereinigungen von Rechtecken) benutzt, 
so hängt dieser Ring offensichtlich von der Wahl des Koordinatensystems in der Ebene ab, da 
BRechtecke mit achsenparallelen Seiten betrachtet werden. Diese Abhängigkeit verliert sich beim 
Übergang zum ebenen Jordanschen Maß. Wird z. B. neben dem Ring R von Elementarmengen 
bezüglich des Koordinatensystems {x,,x,} noch ein zweiter Ring R von Mengen betrachtet, die 
bezüglich des Koordinatensystens {f,, %,} in endlich viele Rechtecke zerlegbar sind, wobei {x,, &.} 
und: {Z,, %,} durch eine orthogonale Transformation 


2, =27'008% +-%-sina +0, 
%,= —zx,-sin& 4 2,:008&8 4a, 


verknüpft sein sollen, so erhalten wir in beiden Fällen dasselbe System Jordan-meßbarer Mengen 
und dasselbe Jordansche Maß u. Diese Tatsache ergibt sich aus dem folgenden allgemeinen Satz. 


Satz 13. Sind zwei: Maße m, und m, auf den Ringen R, bzw. R, vorgegeben, dann stimmen ihre 
Jordanschen Fortsetzungen u, = j(m,) und 1 = j(m;) genau dann überein, wenn 


R, c Sur m;(A) = Mz(A) auf R> 
R, u, Me(A) = mA) auf RR, 
gilt. - 


Für ein Maß m, das nur auf einem Semiring ©, gegeben ist, bezeichnen wir natürlicherweise 
als Jordansche Fortsetzung das Maß 


im) = Arm), 


das wir im Ergebnis der Fortsetzung von m auf den Ring R(S,) und der weiteren Fortsetzung 
dieses Maßes nach JoßDan erhalten. 


5.3.5. Eindeutigkeit der Fortsetzung eines Maßes. Wenn eine Menge A Jordan-meßbar 
bezüglich des Maßes m ist, d.h: zu R* = R%*(&,,) gehört, dann stimmt der Wert ä#(4) einer 
beliebigen Fortsetzung des Maßes m_ auf R* mit dem Wert J(A) der Jordanschen Fortsetzung 
J = j(m) überein. Man kann weiter zeigen, daß eine Fortsetzung des Maßes m auf ein noch um- 
fassenderes System als die Jordan-meßbaren Mengen R* nicht eindeutig bestimmt ist. Wir prä- 
zisieren diesen Sachverhalt im nächsten Satz und legen dazu fest: Eine Menge A heißt Ein- 
deutigkeüismenge für das Maß m, wenn. die beiden. folgenden Bedingungen erfüllt sind: 


1. Es existiert eine Fortsetzung des Maßes m, die für A definiert ist, 
2. für zwei beliebige solche Fortsetzungen u, und 1, ist 


MA) = (A). 
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Satz 14. Das System der Eindeutigkeitsmengen für das Maß m stimmt mit dem System der 
Jordan-meßbaren Mengen bezüglich des Maßes m, d. h. mit dem Ring W* überein. 


“Wenn wir jedoch nur o-additive Maße und ihre o-additiven Fortsetzungen betrachten, ist das 
System der Eindeutigkeitsmengen im allgemeinen umfassender als$’*. Für diesen sehr wichtigen 
Fall der o-additiven Maße geben wir noch folgende Definition. j 


Definition 6. Eine Menge A heißt o-Eindeutigkeitsmenge für das o-additive Maß m, wenn 


1. eine o-additive Fortsetzung A des Maßes m existiert, die für A definiert ist, d.h. Ace ©, 
2. für zwei beliebige solche Fortsetzungen A, und A, 
A(A) = 1(4) 
ist. 

Wenn also A eine o-Eindeutigkeitsmenge für das o-additive Maß u ist, dann existiert nach 
unserer Definition nur ein einziger möglicher Wert A(A) für eine beliebige o-additive Fortsetzung 
A des Maßes u, falls } für A definiert ist. 

Man sieht leicht, daß jede Jordan-meßbare Menge A auch Lebesgue-meßbar ist und für die 
Jordan-meßbaren Mengen Jordansches und Lebesguesches Maß übereinstimmen (die Umkehrung 
gilt nicht; man gebe ein Beispiel dafür an!). Daraus folgt sofort, daß die Jordansche Fortsetzung 
eines o-additiven Maßes ebenfalls o-additiv ist. 

Jede Lebesgue-meßbare Menge A ist eine o-Eindeutigkeitsmenge für das Ausgangsmaß m. 
Denn nach der Meßbarkeitsdefinition gibt es für jedes & > 0 eine Menge B e Rmitu*(A AB) <e 
Daraus folgt, daß für eine beliebige o-additive Fortsetzung A (die auch A erfaßt) 

MAAB)<uHAAB)<e 
gilt. Weil auf Grund der Eindeutigkeit der Fortsetzung m’ von m auf R = R(&,,) Stets 


MB)=m/(B, BeR, 
ist, folgt daraus 
AA) — m’(B)|< e. 
Das bedeutet für zwei beliebige o-additive Fortsetzungen. A, und A, von m \ 
[A1(A) — A,(A)| < 28, 
woraus wegen der Willkür in der Wahl von &> 0 
AA) = A,(4) 


folgt. Damit ist jede Lebesgue-meßbare Menge A eine o-Eindeutigkeitsmenge. Man kann auch 
die Umkehrung zeigen, so daß insgesamt gilt: Das System der Lebesgüe-meßbaren Mengen be- 
züglich des Maßes m stimmt mit dem. System der o-Eindeutigkeitsmengen für das Maß m überein. 
Ist m ein o-additives Maß mit dem Definitionsgebiet © und M = L(6) das Definitionsgebiet 
seiner Lebesgueschen Fortsetzung, dann ist die folgende Eigenschaft der Lebesgue-meßbaren 
Mengen leicht zu verifizieren: Für einen beliebigen Semiring &, mit 6=-&, WM ist stets 


HS) = US). 


5.4. Meßbare Funktionen 


5.4.1. Definition und Eigenschaften meßbarer Funktionen. Es seien X und Y zwei 
beliebige Mengen, ©; und ©y zwei Systeme von Untermengen über den entspre- 
chenden Mengen. Eine abstrakte Funktion y = f(x) mit dem Definitionsgebiet X 
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und Werten in Y heißt (Sy, Sy)-meßbar, wenn aus A&€ &y stets folgt, daß 


ee FA) € Sy ist, 


Wenn wir z.B. für X und Y die Zahlengerade Hehe (d. h. reelle Firktionen 
einer reellen Variablen betrachten) und für ©; und ©, das System aller offenen (oder 
aller abgeschlossenen) Untermengen aus R!, dann geht die oben formulierte Defini- 
tion der Meßbarkeit in die Definition der Stetigkeit über. Nehmen wir aber für & 
und ©y das System aller Borelmengen, so charakterisiert diese Definition die so- 
genannten B-meßbaren (oder nach Borel meßbaren) Funktionen. 

Im folgenden wird uns der Begriff der Meßbarkeit hauptsächlich vom Standpunkt 
der Integrationstheorie interessieren. Eine spezielle, aber wichtige Form dieses Be- 
griffes ist für uns deshalb der Begriff der Meßbarkeit einer Zahlenfunktion, die auf 
einer Menge X mit einem o-additiven Maß u definiert ist. Für ©; wird dabei die 
Gesamtheit aller bezüglich u» meßbaren Untermengen von X und für ©, die Gesamt- 
heit aller B-Mengen der Zahlengeraden genommen. Weil jedes o-additive Maß auf 
eine o-Algebra fortgesetzt werden kann, betrachten wir gleich von Anfang an ein 
System &;, das o-Algebra ist. Auf diese Weise kommen wir für Zahlenfunktionen zu 
folgender Definition der Meßbarkeit: 


Definition 1, Es sei X eine Menge, ©, eine o-Algebra von een der 
Menge X und „ ein auf ©, definiertes o-additives Maß. Eine reelle Funktion f(x) 
auf X heißt u-meßbar, wenn für jede Borelmenge A der Zahlengeraden stets 

A)ES 
ist. 

Analog heißt eine komplexwertige Funktion @ auf X u-meßbar, wenn g!(A) € S-, 
für jede Borelmenge A der komplexen Ebene gilt. Man verifiziert leicht, daß diese ' 
Bedingung äquivalent ist mit der gleichzeitigen „-Meßbarkeit des Real- und des 
Imaginärteiles von 9 (einzeln als reelle Funktionen betrachtet). 


Eine auf R! definierte Zahlenfunktion heißt Borelfunktion (oder B-meßbar), wenn 
das Urbild jeder Borelmenge stets wieder eine Borelmenge ist. 


Satz 1. Es seien X, Y,.Z beliebige Mengen, ©x, Sy, ©, enisprechende Systeme von 
. Untermengen, y = f(x) eine auf X definierte (Sx, Sy)-meßbare und z = g(y) eine auf 
Y definierte (Sy, ©,)-meßbare Funktion. Dann ist die Funktion 


2 = o(e) = g(fe)) 


(Sr; 3 ©z)-meßbar. 
Kurz gesagt: Eine meßbare Funktion von einer meßbaren Funktion ist eine meßbare 
Funktion. 


‚Beweis. Es sei A € &,. Dann folgt aus der (Sy, &o)Meßbarkei vong 
g4A)=BeE&r, 
aus der (Sy, Sy)-Meßbarkeit von f andererseits 


FHB)E x. 


5.4. Meßbare Funktionen» 281 


Insgesamt gilt also 


He) = pA)E &, 
d. h., die Funktion 9 ist (Sy, ©,)-meßbar. 


Folgerung. Eine Borelfunktion von einer u-meßbaren Zahlenfunktion ist u-meßbar. 
Insbesondere ist eine sietige Funktion von einer u-meßbaren Funktion stets u-meßbar. 


Wenn keine Mißverständnisse zu befürchten sind, werden wir im weiteren anstelle 
von „u-Meßbarkeit“ einfach „Meßbarkeit‘‘ schreiben. 


Satz 2. Eine reelle Funktion f(x) ist genau dann meßbar, wenn für je reelle Zahl c 
die Menge (x: f{x) < c} meßbar isi. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar, da die Halbgerade (—, c) 
eine Borelmenge ist. Für den Nachweis ihrer Hinlänglichkeit benutzen wir die Tat- 
sache, daß die vom. Mengensystem aller Halbgeraden (—oo,c) erzeugte o-Algebra 
mit der o-Algebra aller Borelmengen der Geraden übereinstimmt. Nach 1.5.5. folgt 
daraus, daß das Urbild jeder Borelmenge zu der o-Algebra gehört, die von den Ur- 
bildern der Halbgeraden erzeugt wird. Damit folgt aus der Meßbarkeit der Mengen 
{2: f{x) < c} die Meßbarkeit von f. 

Die eben bewiesene Eigenschaft meßbarer Funktionen wird auch oft zur Definition 
der Meßbarkeit einer Funktion benutzt. So nennt man dann eine Funktion f(x) meß- 
bar, wenn alle Mengen {x: f(x) < c} meßbar sind. 


5.4.2. Operationen mit meßbaren Funktionen. Wir zeigen zunächst, daß die Gesamt: 
heit aller auf einer ‘Menge X definierten meßbaren Funktionen bezüglich der arith- 
metischen Operationen abgeschlossen ist. : 


Satz‘3. Summe, Differenz und Produkt zweier meßbarer Funktionen sind meßbar. 
Der Quotient .zweier meßbarer Funktionen ist ebenfalls meßbar, falls der Nenner nicht 
verschwindet. 


Beweis. Den Beweis dieses Satzes führen wir schrittweise. 


1. Wenn f meßbar ist, dann sind offensichtlich auch die Funktionen kunde -+f 
für beliebige Konstanten k und a meßbar. 


2. Weiter ist für meßbare Funktionen f und g stets auch die Menge 
fe: fo) > ge) 
meßbar. Es ist nämlich 
[e: fa) > g@)) = I N w: fa) > rin ige) <rn}); 
wobei die Vereinigung nr alle rationalen Zahlen r, in beliebiger Reihenfolge) 
gebildet wird. Daraus folgt, daß 
ke: fla) > a — g(a)} = z: f(x) + g(e) > a} 


 meßbhar ist, d. h., die Summe a Funktionen ist meßbar. 


282 5. Maße, meßbare Funktionen, Integrale j 


3. Aus 1. und 2. folgt die Meßbarkeit der Differenz. 
4. Das Produkt meßbarer Funktionen ist meßbar. In der Identität 


og 
»- N Ften] 


ist nämlich der rechtsstehende Ausdruck meßbar. Das ergibt sich aus 1. bis 3. und 


der Folgerung aus Satz 1, nach der das Quadrat einer meßbaren Funktion meßbar ist. 
5. Wenn f(x) meßbar und f(x) = 0 ist, dann ist 1/f{&) meßbar. Für c > 0 ist näm- 


lich 
2 zR < i — lest) > | u fe:fae) <O 
I) E 


für ce <oO 


BER. 2] a 
le, <= n0>0 > -1 


‚und fürc=0 


je el: < i = (x: f{a) <c}, 
x 


d. h., {x: 1/f{x) < e} ist in jedem Fall durch meßbare Mengen-darstellbar, also selbst 
meßbar. Aus 4. und 5. ergibt sich die Meßbarkeit des Quotienten f{z)/g(x) (unter der 
Bedingung g(x) #0). 


Damit haben wir gezeigt, daß arithmetische Operationen, angewandt auf meß- 
bare Funktionen, wieder zu meßbaren Funktionen führen. 


Wir zeigen nun, daß die Gesamtheit der meßbaren Funktionen nicht nur bezüglich 
der arithmetischen Operationen, sondern auch bezüglich der GrEnzyertDilAUBE 
abgeschlossen ist,, 


Satz 4. Der Grenzwert einer für jedes x € X konvergenten Folge meßbarer Funktionen 
ist meßbar. 


Beweis. Es strebe f,(x) — f(&) für jedes x € X, dann ist 


k>0 n m>n 


Bl) <= VUN em<e-z}- | M 


Denn für x, € (2: f{x) < c} gibt es eine Zahl k,, so daß auch f(x.) <c — 2/k,. Anderer- 
seits kann man bei vorgegebenem k, stets eine Zahl n, finden, so daß für allem > n, 


ist, d’h., x, gehört zur rechten Seite von (1). 


N 
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Wird umgekehrt vorausgesetzt, daß x, zur rechten Seite von (1) gehört, so ist 
x € fe: ul) <c—1/k,} für ein gewisses k, und alle m > n,. Damit ist dann auch 
Ha) < ec, d.h., x, gelört zur linken Seite von (1). 

Aus der Meßbarkeit aller Funktionen f,(x) folgt die Meßbarkeit der Mengen 


dene<e-}] 


Da die Gesamtheit aller meßbaren Mengen eine o-Algebra bildet, ist nach (1) die 
Menge {x: f{«) < c} ebenfalls meßbar. 


Wie in 5.3.2. schon bemerkt wurde, kann jedes o-additive Maß u, das auf einer 
o-Algebra von Untermengen einer Menge X erklärt ist, 0.B.d. A. zu einem voll- 
ständigen Maß erweitert werden, d.h, man kann annehmen, daß für jede meßbare 
Menge A mit „(4) = 0 auch jede ihrer Untermengen A’ = A meßbar und natürlich 
#4’) = 0 ist. Im weiteren werden wir deshalb stets annehmen, daß die betrachteten 
Maße vollständig sind. 


5.4.3. Äquivalenz. Bei der Untersuchung meßbarer Funktionen kann man oft ihre 
Werte auf einer Menge von Maß Null vernachlässigen. In Zusammenhang damit steht 
folgende Definition. 


Definition 2. Zwei Funktionen f und g, die auf ein und derselben meßbaren 
Menge E gegeben sind, heißen a (geschrieben: fg), wenn 


nie: f&) + ge} 
ist. 
Man sagt, daß eine Eigenschaft fast überall auf E erfüllt ist, wenn sie überall auf Z 
mit Ausnahme einer Punktmenge vom Maß Null erfüllt ist. Mit dieser Sprechweise 
heißen also zwei Funktionen äquivalent, wenn sie fast überall gleich sind. 


Satz 5. Ist f(x) eine auf einer meßbaren Menge E definierte Funktion und auf dieser 
Menge äguivalent zu einer meßbaren Funktion g(x), dann ist auch f(x) meßbar. 


Beweis. Aus der Definition der Äquivalenz folgt, daß die Mengen 
te:f@) <a} und {z:gl2) <a} 


sich voneinander höchstens um eine Menge vom Maß Null unterscheiden. Da das 
Maß (entsprechend der allgemeinen Voraussetzung) vollständig und die zweite Menge 
meßbar ist, ergibt sich daraus die Meßbarkeit der ersten Menge. 


Bemerkung. In der klassischen Analysis spielt der Begriff der Äquivalenz von 
Funktionen keine wesentliche Rolle, da dort hauptsächlich stetige Funktionen be- 
. trachtet werden, für die die Begriffe Äquivalenz und Gleichheit übereinstimmen. 
Präziser ausgedrückt, sind f und g zwei auf einem Intervall E definierte stetige 
Funktionen, die dort (bezüglich des Lebesgueschen Maßes) äquivalent sind, so würde 
aus ihrer Verschiedenheit in einem Punkt x,, f{xo) # 9(&0), auf Grund der Stetigkeit 
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f&) = g(«) für eine gewisse Umgebung von x, mit einem positiven Maß folgen, was 
der Äquivalenz widersprechen würde, d.h., stetige Funktionen können nur äqui- 
valent sein, wenn sie übereinstimmen. 

Für beliebige meßbare Funktionen bedeutet die Äquivalenz durchaus nicht ein 
Übereinstimmen. Beispielsweise ist die Funktion, die in allen rationalen Punkten 
der Geraden gleich 1 und in allen irrationalen Bunkteh gleich ® ist, äquivalent zur - 
Funktion, die identisch 0 ist. 


N 


5.4.4. Konvergenz fast überall. Weil in vielen Fällen das Verhalten einer meßbaren 
Funktion auf einer beliebigen Menge vom Maß Null für uns unwesentlich ist, führen 
wir folgende natürliche Verallgemeinerung des üblichen Begriffes der punktweisen 
Konvergenz ein. 


a 


Definition 3. Eine Funktionenfolge {f,(x)}, die auf einer meßbaren Menge X 
definiert ist, heißt fast überall konvergent (auf : ) gegen die Funktion f(x), wenn 


Yim ale) = = fie) (2) 


für fast alexe X ist (d. h., wenn die Menge aller Punkte, für die (2) nicht erfüllt ist, 
. das Maß Null hat). 


Beispiel. Die Funktionenfolge In(&) = (—x)” konvergiert auf.dem Intervall [0, 1] 
für n — oo fast überall gegen die Funktion fx) = 0 (überall mit Ausnahme des 
Punktes = 1). 


Der Satz 4 erlaubt nun folgende Verallgemeinerung. 


Satz #. Wenn eine Folge meßbarer Funktionen f,(x) fast überall auf X gegen die . 
Funktion fix) konvergiert, dann ist f(x) auch auf X meßbar. 


“ Beweis. Es sei A die Menge, auf der 
Kimi) = fa) 


gilt. Nach Voraussetzung ist dann „(X NA) = 0. Die Funktion f(x) ist meßbar auf 
A nach Satz 4 und meßbar auf X NA, weil offensichtlich jede Funktion auf einer 
Nullmenge meßbar ist, d.h., f(x) ist auf der ganzen Menge X meßbar. 


Aufgabe. Es sei {f,(x)} eine Folge meßbarer Funktionen, die fast überall gegen eine Grenz- 
funktion f(x) konvergiert. Man zeige, daß die Folge {f„(x)} dann und nur dann gegen eine Funk- 
tion g(x) fast überall konvergiert, wenn g(x) zu f(x) äquivalent ist (d. 'h., die Grenzfunktion einer 
fast überall konvergenten Folge ist bis auf ÄQuivalenz eindeutig bestimmt). 


5.4.5. Der Satz von Egorov. Im Jahre 1911 wurde von D. F. Egorov folgender wich- 
tiger Zusammenhang zwischen der Konvergenz fast überall und der glacmaabigen 
Konvergenz entdeckt. 
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Satz 6. Es sei {f,(z)} eine Folge meßbarer Funktionen, die auf E fast überall gegen. 
fx) konvergiert. Dann existiert für jedes 6 > 0 eine meßbare Menge E, = E, so daß 


1. uB,) > uE) — öist; 
2. auf E, die Folge {f,(=)} gleichmäßig gegen fx) konvergiert. 


Beweis, Für die meßbaren Funktionen f,(x) und f(x) (vgl. Satz 4’) setzen wir 
. 1 
Ben I: Ihe) —fa)| < ah 
d.h., bei festem m und » bezeichnet E,"” die Menge aller x € Z mit 
Ile) — Hal < I 
m 
für alle? > n. Aus dieser Definition ergibt sich sofort 
mc Emo... BR, | | 
Schreiben wir 


U Bm — Em, 


n=1 


so folgt aus der Stetigkeit des o-additiven Maßes: Für jedes m und jedes ö6 > 0 gibt 
es eine Zahl n,(m), so daß 


ö 
MER N Ei) < I 
ist. Setzen wir nun 
BE, = N Baum) » 
m=l 
so erfüllt diese Menge, wie im folgenden gezeigt wird, die Forderungen des Satzes.. 


Daß die Folge {f;(x)} gleichmäßig auf Z, gegen f(x) konvergiert, ergibt s sich aus der ., 
Ungleichung 


Ile) Mal < für d> mm), 
die bei einem beliebig vorgegebenen m für jedes x € E, erfüllt ist. Zur Abschätzung 
des Maßes der Menge E\NE, stellen wir zunächst fest, daß „(EN Zr) =0 für 
jedes m ist. Denn ist z,€ EN E”, so gibt es stets beliebig große Indexwerte # mit 
Ifi(@o) — FRo)| Z 2. — 


- d.h, f„(2) konvergiert in x, nicht gegen f(x). Weil aber {f,(x)} ash überall gegen f{x) 
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konvergiert, muß ’ 
MENE"r) —=0 
_ sein. Aus dieser Tatsache folgt 
MEN Er) = ueE" N Dim) < I 


Damit ergibt sich für das Maß der Menge ENE, 


MENBS=(PN.N Bin) = „(DEN ER) 
m-i Pr 
>) >) ö e ; 
SU WEN um) <I =: 
m-1 m-1l 2 


was zu zeigen war. 


5.4.6. Konvergenz dem Maß nach 


Definition 4. Eine Folge {f,(x)} meßbarer Funktionen konvergiert dem Maß nach 
gegen die Funktion f(x), wenn für jedes o > 0 


lim ale: |) — Fa)l = ol) = 0 
N 
gilt. 
Die beiden folgenden Sätze 7 und 8 zeigen den Zusammenhang AuSCchen der Kon- 
vergenz fast überall und der Konvergenz dem Maß nach. 


Satz 7. Konvergiert eine Folge {f,(x)} meßbarer Funktionen fast überall gegen eine 
Funktion fix), dann Kommergiene sie auch dem Maß nach gegen dieselbe Grenzfunk- 
tion f(x). 


Beweis. Es sei A die Menge („{4A) — 0), auf der {f,(z)} nicht gegen f(x) strebt, 
Eile) = te: |frl®) — Ka) 0}, 


R„(o )= Uio), 


M=NR,l).. # 


Die Mengen #,(o) sind auf Grund: der Meßbarkeit der Funktionen f(x) und f(x) 
(nach Satz 4’) meßbar und damit auch die anderen Mengen. Aus der offensichtlichen 
Beziehung 


Rı(e) > Rzlo) > 
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ergibt sich mit der Stetigkeit des Maßes 2 
| u(R,(o)) —uM) fürn. 
Wie im folgenden gezeigt wird, ist 
McA, d.h. uM=0. 8) 
Damit gilt 
ulR,(0)) >0 für n— oo 
und wegen der offensichtlichen Inklusion E,(o) < R,„(c) auch 
uE,(0))>0 für n—oo, 
also die Aussage des Satzes. 
Wir zeigen nun (3). Ist x,$ A, dann gilt 
Tim Fulac) = Fo), 


d. h., für jedes o > 0 gibt es ein n,, so daß 
In{&o) — Faro) <o fürn>m 


ist. Das bedeutet x, € E„(o) für n > n, und damit auch x, & M, also M: c 4A, was 
zu zeigen war. 


Man. überzeugt sich Teiche, davon, daß für eine Funktionenfolge aus der Konver- 
genz dem Maß nach im allgemeinen nicht ihre Konvergenz fast überall folgt. Wir 
konstruieren dafür ein Beispiel. 


Auf dem halboffenen Intervall (0,1] definieren wir für jede natürliche Zahl & die 
Funktionen 


fh 3, ®, ...,; f® 
durch 


2 NE äe 
Ir ® k 


% 
<IeS Be: 
® = k 


0 für die restlichen x aus (0, 1] 


und numerieren sie in der Reihenfolge ihres Auftretens. Die so gebildete Folge kon- 
vergiert dem Maß nach gegen 0, aber konvergiert sonst in keinem einzigen Punkt des 
Intervalls (0, 1]. (Den Beweis überlassen wir dem Leser.) 


Aufgabe. Es sei {f„(z)} eine Folge meßbarer Funktionen, die dem Maß nach gegen eine 
Grenzfunktion f(x) konvergiert. Man zeige, daß die Folge {f„(x)} dann und nur dann gegen eine 
Funktion g(x) dem Maß nach konvergiert, wenn g(x) zu f(x) äquivalent ist (d.h., die Grenz- 
funktion einer dem Maß nach konvergenten Folge ist bis auf Äquivalenz eindeutig bestimmt). 
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Das oben angegebene Beispiel zeigt, daß sich der Satz 7 nicht vollständig um- 
kehren läßt. Eine etwas abgeschwächte Form der Umkehrung von Satz 7 ist der 
folgende Satz. ; s 


Satz 8. Es sei {f„(2)} eine Folge meßbarer Funktionen, die dem Maß nach gegen fe x) 
konvergiert. Dann kann man aus dieser Folge eine Teilfolge {f.,(x)} auswählen, die 
fast überall gegen f(x) konvergiert. 


Beweis. Für zwei beliebige Folgen positiver Zahlen {e,} und {n,} mit der Eigen- 
schaft 


lim, = 0 bzw. Nm<o 


n>X k=1 

konstruieren wir eine Indexfolge 
Ny < Na <e 

auf folgende Weise: Wir wählen einen Index n, in der Folge {f„(x)} so aus, daß 
ae: u) - Feld) < m 

ist (die Existenz eines solchen Index ist klar). Dann wählen wir n, > n, so, daß 
ve: In,(@) — Ko) = 2) < Me 

ist, usw. Allgemein wird 2, > nz mit 
alle: In.) — Fo) Sant) < Me 


gewählt. Die dieser Indexfolge entsprechende Teilfolge {f,,(x)} erfüllt, wie wir im fol- 
genden zeigen, die Forderungen des Satzes. Ist 


BU: -Iol2al, Q=NR: 


k=i 


so folgt aus der Stetigkeit des Maßes für R > R,>---> R, >--- die Beziehung 
Jim u(Rı) = u(Q). 


Andererseits ist u(R;) < & AK und daher u(R;) —0 für i — oo, d.h., es se) =(. 


Damit bleibt noch zu ge daß die Folge {f,,(z)} in allen Punkten von EN® 
gegen f(x) konvergiert. Es sei »,€ EN@Q. Dann existiert ein i,, so daß x, 4 R;, 
d.h. 
ee Feen Fürallek >, 
‚oder 
fa.) — Fo) <a füralleb =. 


Auf Grund der Voraussetzung &; — 0 folgt daraus 


nn Inz(&o) = M&o) B 


was zu zeigen war. 
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5.4.7. Der Satz von Lusin. Die C-Eigenschaft. Die Definition der Meßbarkeit einer Funktion, 
wie sie am Anfang von 5.4. gegeben worden ist, bezieht sich auf Funktionen auf beliebigen 
. Mengen und ist im-allgemeinen Fall überhaupt nicht mit dem Begriff der Stetigkeit verknüpft. 
Werden jedoch. Funktionen auf abgeschlossenen Intervallen betrachtet, dann gibt es einen 
wichtigen Zusammenhang zwischen Meßbarkeit und ERS, der 1913 von N: N. Lvsis ent- 
deckt wurde. 


Satz 9. Ist f(x) eine auf dem abgeschlossenen Intervall [a, b] definierte Funktion, so ist f(x) genau 
dann meßbar, wenn für jedes e > 0 eine auf [a, b] stetige Funktion PER) existiert, so daß 


 ulte: Hz) + p.lR)}) < E 
ist. i 


Eine meßbare Funktion kann also durch Änderung auf einer Menge beliebig kleinen: Maßes 
zu einer stetigen Funktion auf [a,b] gemacht werden. Von einer Funktion auf [a, 5], die mit 
Hilfe einer „beliebig kleinen Deformation‘“ stetig gemacht werden kann, sagt man, daß sie die 
O-Eigenschaft (Bezeichnung von N. N. Lusıx) besitzt. Der Satz von Lusın zeigt, daß für eine 
Funktion einer reellen Variablen die O-Eigenschaft zur Definition der Meßbarkeit verwendet 
werden kann. Einen Beweis für den Satz von Lvsıy kann man unter Verwendung des Satzes 
von EaoRoVv erhalten. (Der Leser führe diesen Beweis selbst durch!) 


5.5. Das Lebesguesche Integral 


Der Begriff des Riemannschen Integrals, wie erin den Grundvorlesungen zur Analysis 
entwickelt wird, ist nur für stetige Funktionen und Funktionen mit ‚nicht allzu 
vielen“ Unstetigkeitspunkten verwendbar. Für meßbare Funktionen, die auf ihrem 
‘gesamten ‚Definitiönsgebiet unstetig oder auf einer abstrakten Menge (ohne Stetig- 
keitsbegriff) definiert sein können, ist die Riemannsche Konstruktion des Integrals 
unbrauchbar. Die Aufgabe der Integration solcher Funktionen wird: durch einen 
vollkommeneren Integralbegriff gelöst, der von LEBESGUE eingeführt wurde. 

Die grundlegende Idee der Konstruktion des Lebesgueschen Integrals besteht 

darin, daß im Unterschied zum Riemannschen Integral die Integrationspunkte x 
nicht auf Grund ihrer Nähe auf der x-Achse, sondern auf Grund der Nähe der Funk- 
tionswerte in diesen Punkten zusammengefaßt werden. Dieses Verfahren macht eine 
Erweiterung des Integralbegriffs auf eine sehr umfangreiche Klasse von Funktionen 
möglich. Außerdem kann das Lebesguesche Integral völlig einheitlich für Funktionen 
definiert werden, die auf verschiedensten Mengen mit Maß gegeben sind, während 
das Riemannsche Integral zuerst für Funktionen einer Variablen eingeführt und 
dann mit entsprechenden Änderungen auf den Fall mehrerer Variabler übertragen 
wird. Für den Fall abstrakter Mengen besitzt das Riemannsche en im allge- 
meinen keinen Sinn. 
Überall, wo nicht ausdrücklich das Gegenteil vorausgesetzt wird, betrachten wir 
im folgenden ein vollständiges o-additives Maß, das auf einer o-Algebra von Mengen 
mit der Eins X definiert sei; alle betrachteten Mengen A = X. werden wir als meßbar 
voraussetzen; die Funktionen f(x) seien für &:€ X definiert und meßbar. 


r 
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Es ist günstig,- das Lebesguesche Integral zuerst für die sogenannten T'reppen- 
funktionen zu definieren und es dann auf umfangreichere Funktionenklassen zu 
erweitern. In 5.5.2. bis 5.5.4. wird die Konstruktion des Lebesgueschen Integrals für 
den Fall durchgeführt, daß das Maß der ganzen Menge X endlich ist. Der Fall des 
unendlichen Maßes wird in 5.5.6. betrachtet. 


5.5.1. Treppenfunktionen 

Definition 1. Eine Funktion f(x), die auf einer Menge X mit Maß definiert sei, 
heißt Treppenfunktion, wenn sie meßbar ist und höchstens abzählbar viele verschie- 
dene Funktionswerte annimmt. i 


Die Struktur der Treppenfunktionen charakterisiert der folgende Satz. 


Satz 1. Eine Funktion f(x) mit höchstens abzählbar vielen verschiedenen Funktions- 
werten: ! 


Yı: Ya; ur, Ya ns 


ist genau dann meßbar, wenn alle Mengen 


A, = te: f{@) = Yn} 
meßbar sind. 


Beweis. Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar, da jedes 4, Urbild der ein- 
punktigen Borelmenge {y,„} ist. Ihre Hinlänglichkeit folgt aus der Tatsache, daß. 
unter den Voraussetzungen des Satzes das Urbild f!(B) jeder Borelmenge B äls 
abzählbare Vereinigung N) A, der meßbaren Mengen A, dargestellt werden kann und 

YneB 
demzufolge meßbar ist. 

Die Verwendung der Treppenfunktionen bei der Konstruktion des Lebesgueschen 
Integrals für beliebige meßbare Funktionen basiert auf folgendem Satz. 


Satz 2. Eine Funktion f(x) ist genau dann meßbar, wenn sie als Grenzfunktion einer 
gleichmäßig konvergenten Folge von Treppenfunktionen dargestellt werden kann. 


Beweis. Die Hinlänglichkeit der Bedingung ist nach Satz 4 aus 5.4. klar. Um 
ihre Notwendigkeit zu zeigen, konstruieren wir zu der vorgegebenen meßbaren Funk- 
tion f(&) die Funktionen 


ha) = für RE PEN NES 
N N N 


wobei m jeweils bei festem ‚n die ganzen Zahlen durchläuft. Offensichtlich sind. die 
f„(&) Treppenfunktionen und konvergieren wegen |f{x) — f(x)| < 1/n gleichmäßig 


gegen f(z). 
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5.5.2. Das Lebesguesche Integral für espnanfinktäunen Wir führen zuerst den 
Begriff des Lebesgueschen Integrals für den einfachen Fall ein, daß die Integranden 
Treppenfunktionen sind. 

Es sei f eine Treppenfunktion, die auf. der meßbaren Menge A < X die Werte 


Yır Ya> » ++: Uns ++ 5 Yi #Y; für 3 +7, 


annimmt. 
In natürlicher Weise definieren wir das Integral der Funktion f über die Menge A 
durch die Gleichung 


[r@) du = yau(A,) mit A, = feine A, fa) = Ya), (i) 


4 


wenn die Reihe konvergiert. Damit kommen wir zur folgenden Definition (in der 
wir aus früher erklärten Gründen die absolute Konvergenz der Reihe fordern). 


Definition 2. Eine Treppenfunktion f heißt integrierbar oder summierbar (bezüg- 
lich des Maßes u) auf der Menge A, wenn die Reihe (1) absolut konvergiert. Ist f 
integrierbar, dann heißt die Summe der Reihe (1) Integral von f über die Menge A. 


In dieser Definition wurden alle y, als verschieden vorausgesetzt. Man kann jedoch 
den Wert des Integrals einer Treppenfunktion auch als Summe von Produkten der 
Art c„u(B,) darstellen, wobei nicht alle c, verschieden zu sein brauchen. Das zeigt 
das folgende Lemma. 


Lemma. It A=UB„B;nB,=®% füri =j und nimmt die Funktion f auf By 
k 
nur den Funktionswert c, an, dann gilt 
ei fx) du = 2 &uBı); (2) 
und die Funktion f ist auf A genau dann integrierbar, wenn die Reihe (2) absolut kon- 
vergiert. 
Beweis. Es ist leicht zu sehen, daß jede Menge 
A, = {em € A, f®) = Ya} 2 
die Vereinigung aller Mengen B;, mit c, = y, ist. Daraus folgt 


I yna(An) = I Yn ( 3 «(Bi)) - I osu(Bo)- 


Ck=Yn 


Weil das Maß nichtnegativ ist, gilt 
2 Iyn| (An) =2 yul 2 #(Br) =2 lex #(Br), 


Ck=Yn 
d.h., die Reihen 2 Ynf(A,) und & c;WB;) konvergieren absolut oder divergieren 


ERPIENB. Dainit; ist das Lemma Dre 


19* 
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Im weiteren stellen. wir einige Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals für 
Treppenfunktionen zusammen: 


(A) Es ist 
[re -+ + aa] du = [rede + [ote)dn, 
A 


wobei aus der Existenz der Integrale auf der rechten. Seite die Existenz des z EI auf 
der linken Seite folgt. 


Zum Beweis setzen wir voraus, daß f die Werte f, auf den Mengen F, = A und 
g die Werte g, auf den Mengen @, —.A annimmt, so daß 


— [ta) du = I hatPi), ® 
A C N 
= [ ge) du = N gju(G}) (4) 
A 3 


ist. Nach dem Lemma gilt 
I= [fd + )u = EN + m) uFin 6), | (8) 
A %9 


wobei sich aus 
uF;) = & uF;nG), ud) = Z& uP;n6,) 


und der absoluten Konvergenz der Reihen (3) und ) die absolute Konvergenz der 
Reihe (5) und daraus 


I=I +] 
ergibt. 
(B) Für eine beliebige Konstante k ist 


Jet) au —k fe) du, 


wobei aus der Existenz des Integrals auf der rechten Seite Bee Existenz des Integrals auf 
der linken folgt. 


Dieser Sachverhalt ergibt sich unmittelbar aus der Definition des Integrals. 


(C) Eine auf der Menge A beschränkte Treppenfunktion ist auf A EN wobei 
aus \fz)| SM, x€ A, 


Je au = Muta) 


folgt. 
Dieser Sachverhalt ergibt sich ebenfalls unmittelbar aus der Definition des In- 
tegrals. 
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5.5.3. Die allgemeine Definition des Lebesgueschen Integrals auf einer Menge end- 
lichen Maßes 

Definition 3. Eine Funktion f heißt integrierbar (summierbar) auf der Menge A, 
wenn es eine Folge {f,} von integrierbaren Treppenfunktionen gibt, die gleichmäßig 
auf A gegen f konvergiert. Den Grenzwert 


T=lim [fne) du 6 


2X A 


bezeichnen wir mit 
[re du 
r 


und nennen ihn Integral der Funktion f über die Menge A. 


Diese Definition ist korrekt, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind: 


1. Der Grenzwert (6) existiert für eine beliebige, auf A gleichmäßig konvergente 
Folge integrierbarer Treppenfunktionen. 

2. Dieser Grenzwert hängt bei vorgegebenem f nicht von der Auswahl der Folge 
{A} ab. 

3. Für Treppenfunktionen stimmt diese Definition der Integrierbarkeit und des 
Integrals mit der in 5.5.2. angegebenen überein. 


Alle diese Bedingungen sind tatsächlich erfüllt. Zum Beweis der ersten genügt es 
zu bemerken, daß auf Grund der Eigenschaften (A), (B), (C) des Integrals von 
Treppenfunktionen ; 


| Fre) du — [inta) “| = u(A) - sup Ifal®) — Inte) (7) 
A A ze i 


gilt. Für den Beweis der zweiten Bedingung betrachten wir zwei gegen f konvergente 
Folgen {f,} und {f,„*} mit den in der Definition genannten Eigenschaften. Nehmen 
wir an, daß der Grenzwert (6) dieser Folgen verschieden ist, dann existiert für die 
Folge {fu fir fa Pr ++: Ins FF, ...} kein Grenzwert (6). Das widerspricht der ersten 
Bedingung. Der Beweis für ER Bedingung ergibt sich, wenn für die Treppen- 
funktion f die Folge f„(x) = f(x) (n = 1,2, ...) betrachtet wird. 


Bemerkung. Die Konstruktion des Lebesgueschen Integrals geschieht also in 
zwei Etappen. 1. Etappe: Unmittelbare Definition des Integrals (als Summe einer 
Reihe) für eine hinreichend einfache und doch genügend umfangreiche Klasse von 
Funktionen (summierbare Treppenfunktionen). 2. Etappe: Ausdehnung der Defini- 
tion des Integrals auf eine wesentlich umfangreichere Funktionenklasse mit Hilfe 
eines Grenzübergangs. Dieses Grundprinzip — Verknüpfung einer unmittelbar kon- 
struktiven, aber engen Definition mit einem nachfolgenden Grenzübergang — findet 
sich im Grunde bei jeder beliebigen Konstruktion eines Integrals wieder. 
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Im folgenden stellen wir grundlegende Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals 
zusammen. 


I. Es gilt 
fi du = u(A). (8) 
A . . 


Das folgt unmittelbar aus der Definition. 


II. Für eine beliebige Konstante k ist 


ero du = k | fe ) du, (9) 


wobei aus der Existenz des Integrals auf der rechten. Seite die Kabteng des Integrals auf 
der linken folgt. 


Diese Eigenschaft ergibt sich durch en aus der Eigenschaft (B) des 
Integrals von Treppenfunktionen. 
III. Additivität: s 
[Tie) + ga] du = [ He) du + [ ae) du, (10) 
Ä A A 


wobei aus der Existenz der Integrale auf der rechten. Seite die Existenz des Integrals auf 
. der linken folgt. 


Der Beweis ergibt sich durch Grenzübergang aus der Figenschaft (A) des Integrals 
von Treppenfunktionen. 
IV. Eine auf der Menge A beschränkte Funktion f ist auf A integrierbar. 
Der Beweis ergibt sich durch Grenzübergang aus der Eigenschaft (C) des Integrals 
von Treppenfunktionen unter Benutzung des Satzes 2. 
V. Monotonie: Wenn fix) = >0 ist, dann ist auch 
ar fx) du > 0 (11) 


(unter der Voraussetzung, das Integral existiert). 


Für Treppenfunktionen folgt, diese Eigenschaft direkt aus der Definition. Im allge- 
meinen Fall ergibt sie sich aus der Tatsache, daß zu einer nichtnegativen meßbaren 
Funktion f auch eine gegen f gleichmäßig konvergente Folge nichtnegativer 
Treppenfunktionen konstruiert werden kann (vgl. Satz 2). 

“ Aus der Eigenschaft V folgt sofort: Wenn f(x) > g(x) für alle Toade fast alle) 
x€ A ist, dann ist auch 


Steran< fo. | | ! (12) 
A 4 i 2 


Damit silt fürm < fe) sM 
m(4) < | I) du < Mu(A) Ä (13) 
Ä 
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VI. Wenn u(A) = 0 ist, so ist | fx) du = 0. 
A 


«VT. Wenn f(x) = g(x) fast überall auf A ist, dann ist auch 


[ie du = [ae du, 
4A A 


wobei beide Integrale gleichzeitig existieren oder nicht existieren. 


Diese beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition des Lebesgue- 
schen Integrals. 


VII. Wenn die Funktion 9 auf A integrierbar und |f(x)| < p(x) fast überall auf A 
ist, dann ist auch f auf A integrierbar. 


Sind nämlich f und Treppenfunktionen, dann läßt sich die Menge A in eine 
Menge vom Maß 0 und eine Restmenge A’ zerlegen, so daß A’ = U A, ist, die 


Funktionen f und o auf den Mengen A,’ konstant sind (f{x) = a,, en = b,) und 
la,.| <b, ist. Aus der Integrierbarkeit von 9 folgt 3) ja,| u(4,') < 2 db, u(An’) 
n n : 


= f Y(2) du = f Y(z).du, d. h., auch f ist integrierbar, und es gilt 
4’ A 


Ir au = 


< I a} nA) = | Me)ldu < | Pla) dp. 
” 4A’ 4A 


Mit Hilfe von Satz 2 ergibt sich aus dieser Aussage für Treppenfunktionen durch 
Grenzübergang die entsprechende Aussage für meßbare Funktion f und 9. 


VIII Das Integral 
= [ fa) du 
ä 


existiert genau dann, wenn 
— [Il du (14) 
4 b 
existiert. 


Aus der Existenz des Integrals I, folgt nämlich nach Eigenschaft VII die Existenz 
von I,. Die umgekehrte Folgerung ergibt sich für Treppenfunktionen unmittelbar 
aus der Definition des Integrals und für den allgemeinen Fall dann daraus mit Hilfe 
von Satz 2 und der Ungleichung 


al - bis la —Öl 


durch Grenzübergang. 
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5.5.4. o-Additivität und absolute Stetigkeit des Lebesgueschen Integrals. In 5.5.3. 
haben wir Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals bei fester Menge dargestellt. 
Jetzt betrachten wir das Lebesguesche Integral als Mengenfunktion 


= R fe) du 


auf. der Gesamtheit aller meßbaren en: Eine der wichtigsten Eigenschaften 
dieser Funktion ist folgende: 


Satz3.It A= UA, And; = PO füri + j, dann gilt 


[ro du = [ fe) du, (15) 
4A 


R- An 


wobei aus der Existenz des Integrals auf der linken Seite die Existenz der Zusagrale auf 
der rechten und die absolute Konvergenz der Reihe folgt. 


Beweis. Zuerst beweisen wir die Behauptung des Satzes für Treppenfunktionen. 
Es sei f eine Treppenfunktion mit den Werten %,, 43; +.-, 4, ..., und wir setzen 


DB =la:xcA, fe), 
Dar = {aim € Ay, fa) = Yı- 


Dann ist 
[ro du = 2 ve nBi) = I vu2Z u(Bn) 
A 
= EL YntBn) = f fa) dp. | (16) 
n n An 


Weil die Reihe 3) y, u(B,) auf Grund der vorausgesetzten Integrierbarkeit von f 
auf A absolut konvergiert und die Maße aller Mengen nichtnegativ sind, konvergieren 
auch alle restlichen Reihen in der Gleichungskette (16) absolut. 

Im Fall einer beliebigen Funktion f folgt aus ihrer Integrierbarkeit auf A, daß es 
für jedes & > 0 eine integrierbare Treppenfunktion g mit 


ka) —g@)l<e, CA, (17) 
gibt. Für g ist j 

[s@) du = [ ge) du, (18) 

4 N An 


wobei g nach den vorhergehenden Betrachtungen auf jeder Menge A, integrierbar 
und die Reihe (18) absolut konvergent ist. Aus dieser Tatsache und der Abschätzung 
(17) folgt, daß auch f auf jedem A, integrierbar und 

2 | [rar — [ te) di 


An 


(x es Z eu(A) 
A 


= 3 eu(A,) = eu(A), 


3 
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ist. Zusammen mit (18) ergeben sich daraus die absolute Konvergenz der Beihe 
> fx) du und die Abschätzung 


DE x) du — ‚re | = ital. 


Da e > 0 beliebig gewählt werden kann, finden wir schließlich 
Pi iR a) au = | Te) An. 


Folgerung. Wenn f auf A integrierbar ist, dann ist f auch auf einer beliebigen 
meßbaren Menge A’ = A integrierbar. 


Wir haben gezeigt, daß aus der Integrierbarkeit der Funktion f auf der Menge A 
für 4 = UA„A;nd;=8% (6 #5) die Integrierbarkeit von A auf jeder Menge A, 


R B 
und die Darstellung des Integrals über A als Summe von Integralen über die Mengen 
A, folgt. Diese Aussage kann in folgendem Sinn umgekehrt werden. 


BSatz4. It A=UA,„A;,n A,=P füri =# 5, und konvergiert die Reihe 
rn 


& [ol dn, (19) 


n An > 


dann ist die Funktion f integrierbar auf A und 


[to in = & f fe) du. 
4 N An 


Beweis. Neu ist hier im Vergleich zum vorhergehenden Satz lediglich die Be- 
hauptung, daß aus der Konvergenz der Reihe (19) die Integrierbarkeit von f auf 
A folgt. 

Wir führen den Beweis zunächst wieder für den Fall einer Treppenfunktion f mit 
den Werten f;. Setzen wir 


B;=tie:zeA,fa)= fh; Aun=AnnB;, 
so ist 


UAu=B; ‚und [IHe@)l du = |filalAn). 
a An i 
. Aus der Konvergenz der Reihe (19) folgt nun die Konvergenz der Reihen 
Zu hluAn)= 3 klaut), \ 
n % [2 
d. h., es existiert das Integral 
[to du= 3 fh uB;). 
4 i 
Im allgemeinen Fall approximieren wir / durch eine Treppenfunktion F: 


ke) Fo)l<e, EA. (20) 


\ 
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Damit ergibt sich 


[Fol du < fie)! du + eulA,), 
An An 


und weil die Reihe 


& w(A,) = u(A) 


konvergiert, folgt aus der Konvergenz der Reihe (19) die Konvergenz der Reihe 


& [fol du. 


N An 


Nach der für Treppenfunktionen bereits bewiesenen Aussage des Satzes ist f auf A 
integrierbar. Auf Grund von (20) ist damit auch f auf A integrierbar, was zu zeigen 


war. 


j | Öebysevsche Ungleichung. Wenn p(x) = 0 und integrierbar auf A ist, dann gilt für 


eine beliebige positive Zahl c die Ungleichung 


ple:z € A, pl) >) < = [vo du. 
Ä 
Zum Beweis setzen wir 
A'= letze A,ole)>c. 
Es ergibt sich 


Smardu = [ ote) du + | pie) an > | pla) du = end). 
4 4A’ ANA’ j 4’ . 


Folgerung. Ist 
[ira du = 0, 
4A 


dann ist fx) = 0 fast überall auf A. 
Aus der Voraussetzung folgt mit der ÖebySevschen Ungleichung 


ule x € A, |fia)| 2 | s nf f@)| du = 0 


für jedes n > 0 und daher aus 


oo 


pie: € A, f() + 0) <ineisch io) > =! -0 


n=1 


die Behauptung. 


21) 
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In 5.5.3. wurde gezeigt, daß das Lebesguesche Integral über eine Menge vom Maß 
Null für eine beliebige Funktion f gleich Null ist. Diese Aussage kann man als Gmuz 
fall des folgenden wichtigen Satzes auffassen. . 


Satz 5 (Absolute Stetigkeit des Lebesgueschen Integrals). Wenn die 
Funktion f(x) auf der Mae A integrierbar ist, dann existiert für jedes e > 0 ein 
6>0, so daß 


rear 


für jede meßbare Menge e = A gilt, deren Maß ule) < ö ist. 


Beweis. Für eine beschränkte Funktion f ist die Behauptung offensichtlich. Ist f 
eine beliebige auf A integrierbare Funktion, so setzen wir 


{ 
A,=lwzceA,n<f@lsr+1l 
und ef 
N 
Br=UA,, Oy= AN By: 
n=0 


Aus Satz 3 folgt 
[hola = [Io du. 
4 n=0 An 


Wählen wir nun N so, daß 


2, [ rel du =/ Melde <Z 


An 


ist, und eine Zahl ö mit der Eigenschaft 


& . 5 
0<ö< —————; 
=<gwrn | et 
dann erfüllt diese Zahl ö die Forderungen des Satzes. Denn für eine beliebige Ma 
ec A mit ule) < 6 folgt aus 
[t«) | < fire) du = J Ka)ldu + f lie) du 
e e 


enBx enCcn 


und aus 
[ ol du < n {nach Eigenschaft V), 


enBx 


[ital fol de < 
On 


encn 2 
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die nachzuprüfende Eigenschaft 


[re dul <e. 


Fassen wir alle angegebenen Eigenschaften des Integrals als Mengenfunktion 
zusammen, dann ergibt sich folgendes Resultat: Ist f eine nichtnegative, auf der 
ganzen Menge X. bezüglich des Maßes u integrierbare Funktion, dann ist die Funktion 


Fa) = | Ie) du 
4A 


für alle meßbaren Mengen A = X definiert, nichtnegativ und o-additiv, d. h., es gilt 


FA)= 2 F(A,); 


wenn A = U A, und A,nA,;,=P%(=;j) ist. Mit anderen Worten, das Integral einer 


nichtnegativen Funktion besitzt als Mengenfunktion alle Eigenschaften eines o-additiven 
Maßes. Dieses Maß ist auf derselben o-Algebra wie das Ausgangsmaß u definiert und 
mit „u über die Bedingung „Aus u(A) = 0 folgt F(A) = 0° verknüpft. 


5.5.5. Grenzübergang unter dem Lebesgueschen Integralzeichen. Die Frage, ob ein 
Grenzübergang unter das Integralzeichen gezogen werden oder eine konvergente 
Reihe gliedweise integriert werden kann, d.h. die Frage nach der Vertauschbarkeit 
von Grenzwert- und Integralbildung tritt bei den verschiedensten Problemen auf. 
In der klassischen Analysis wird dafür als hinreichende Bedingung die gleichmäßige 
Konvergenz der entsprechenden Folge-(Beihe) angegeben. Wir beweisen nun einige 
Sätze über den Grenzübergang unter dem. Lebesgueschen Integralzeichen, die weit- 
gehende Verallgemeinerungen der entsprechenden Sätze der klassischen Analysis 
sind. 


Satz 6 (LaBsscun). Konvergiert die Folge {f,} auf A gegen f und existiert eine auf A 
integrierbare Funktion o(x), so daß 


In) = pl), zEA, 
für alle n gilt, dann ist die Grenzfunktion f auf A integrierbar, und es gilt 
[tte) du > [ He) du. 
A ä 
Beweis. Aus den Voraussetzungen des Satzes ergibt sich sofort, daß |f(x)| < e(x) 
ist. Nach Eigenschaft VILI aus 5.5.3. ist dann f integrierbar. Setzen wir 
A, ={e:ksoß@k)<k+1}, k=0,1,2,..., 
DB) = V4, = {w:ola) zZ m},- m=0,1,2,..., 
kzm 5 
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so folgt aus Satz 3 . 
[pe) du= N [pa) du, - (22) 
4 & An 


wobei die Reihe (22) absolut konvergiert. Wegen 
ad = &[ Plo)dn 
kzm 4x 


existiert auf Grund der Konvergenz der Reihe (22) eine Zahl m, so daß 
€ 
[ee du <z 
Bm 


ist. Auf A N B„ gilt o(x) < m. Nach dem Satz von EaoRov ist die Menge AN B, 
in einer Form ANB„=Cu.D darstellbar, wobei u(D) < e/öm ist, und die Folge 

{f„} auf CO gleichmäßig. gegen f konvergiert, Wählen wir nun N so groß, daß für 
n>N aufC 


Ita) Moll < 5, 


ist, so folgt aus der Zerlegung 
[ — fe)ldu = [Inle) du — [ He) du + [Irte) du — | ie) de 
4 Em Em D .D 


+ [ If) — F@)] du 
die Abschätzung i 
[iinte) — fl du < 5 

A 


=E,. 


a 
5 

Damit ist der Satz bewiesen. 
Folgerung. Im Fall |f,(@)| < M = const und f, — f gilt 
Fir an > [ey an. | 


Bemerkung. Da Funktionswerte, die auf einer Menge v. von Maß Nullangenommen 
werden, keinen Einfluß auf Größe des Integrals haben, genügt es, in Satz 6 voraus- 
zusetzen, daß {f,} fast überall gegen f konvergiert und jede der Ungleichungen 
n(&)| S p(x) nur fast überall erfüllt ist. 


Satz 7 (B. Levi). Ist auf A eine nichtfallende Folge 
ha) she) Ss sh) Ss 


integrierbarer Funktionen gegeben, deren Integrale gleichmäßig beschränkt sind, 
[na)dusK, 
4A 
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: dann existiert fast überall auf A ein (endlicher) Grenzwert 


f&) = lim f.(e). m‘ (23). 


Die Funktion f ist integrierbar auf A, und es gilt 
inter an > | Te) An. 
ä 
Dabei kann die Funktion f(x) für die x, in denen der Grenzwert ER nicht existiert, 
beliebig festgesetzt werden, z.B. fa) —=0. 


Beweis. Wir können f(x) = 0 voraussetzen, da der allgemeine Fall auf diesen 
mit Hilfe der Substitution 


f „hf 
zurückgeführt werden kann. Ist 

2= (x: € A, fn(&) > oo}, 
so ergibt sich leicht 

Ze nor e © € A, ful®) >r). 
Nach der ÖebySevschen anal (21) gilt 


nn < T 
i r 


und wegen [oXg) c2N cc, N cc - auch 
Hua)“ 
n 


Da für beliebiges 7 
2ZUN,N 
n 


ist, folgt u(2) < Ri d.h. für frei wählbares r 
r 


u2)=0. 


Damit ist gezeigt, daß die monoton wachsende Folge {f,} fast überall auf A einen 
endlichen Grenzwert besitzt. 
Bezeichnen wir mit A, die Menge 


A,=wscAr-i<sfe)<rn, r=12..., 


und setzen o(x) = r auf A, so genügt es für den Beweis des Satzes, die Integrierbar- 
keit von o(x) auf A, nachzuweisen. Denn. dann folgt die Behauptung unmittelbar aus 
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Satz 6. Ist 
$ 
B, =U 4,; 


1 


so sind die Funktionen f, und f auf B, beschränkt, und es gilt p(«) = f(x) 5 1. 
Daraus ergibt sich 


ja = tar na in [hats SsEtua. 


Ze 


Andererseits ist 
s 
[vte) du=% ru(A 
Bs T=1 \ 
Die Beschränktheit aller dieser Summen liefert die Konvergenz der Reihe 
Zur) = [ole) du, 


d.h. die Integrierbarkeit der Funktion 9 auf A, was zu zeigen war. 


Die Voraussetzung, daß die Folge {f,} nichtfallend ist, kann offensichtlich durch‘ 


die Bedingung, daß {f,} nichtwachsend ist, ersetzt werden. Es gilt gen ein ent- 
sprechender Satz. 


Folgerung. Wenn y,(x) = 0 für allen und 
2 IE du < oo 
4 


ist, dann konvergiert die Reihe I) y,(x) fast überall auf A, und es gilt 
ei 


s (&, ne) ip = 3, / yulz) dp. 


Satz 8 (Farov). Konvergiert eine Folge. {f.} meßbarer nichtnegativer Funktionen 
fast überall auf A gegen die Funktion f und ist für alle n 


[ha)dusK, 
4 


dann ist F auf A integrierbar und 
[to dusK. 
A 


Beweis. Setzen wir 


kzn 
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so ist 9, meßbar wegen 


le: ante) <e) = U le: file) < ol. 


zn 


Aus0 <9,() < f„(z) folgt die Integrierbarkeit der , und 
[ont@) dus [ha)du<K. 
Ä ä 


} j n 
Diese Beziehung und die offensichtlich für die &, bestehenden Eigenschaften 


Plz) S — Ss Sn) S--, 


lim @,(2) = f(x) fast überall 

N>X 
zeigen, daß für die Folge {p,} die Voraussetzungen von Satz 7 erfüllt sind, Wenden 
wir Satz 7 auf die Folge {p,} an, so ergibt sich die Aussage von Satz 8. 


5.5.6. Das Lebesguesche Integral über eine Menge unendlichen Maßes. Wenn wir 
bisher über das Integral und seine Eigenschaften sprachen, nahmen wir stets an, 
daß die betrachteten Funktionen auf irgendeiner meßbaren Menge endlichen Maßes 
gegeben waren. Es erweist sich jedoch oft als notwendig, Funktionen zu betrachten, 
die auf einer Menge unendlichen Maßes gegeben sind, z. B. auf der Geraden mit dem 
Lebesgueschen Maß. Daher ist es wichtig, den Begriff des Integrals auch auf diesen 
Fall auszudehnen. Wir beschränken uns dabei auf den praktisch wichtigsten Fall, 
in dem die betrachtete Menge X als abzählbare Vereinigung von en endlichen 
Maßes 
Z=UX,, MÄ)<®, (24) 
Rn 


dargestellt werden kann. 

Wenn die Menge X, auf der das Maß u gegeben ist, als abzählbare Vereinigung 
von Mengen endlichen Maßes darstellbar ist, dann heißt das Maß u o-endlich auf X 
(siehe 5.3.3.). Beispiele für o-endliche Maße sind das Lebesguesche Maß auf der 
Geraden, in der Ebene und im n-dimensionalen Raum. Ein Maß, das nicht die Be- 
dingung der o-Endlichkeit erfüllt, ist z.B. die Funktion, die jedem Punkt der Ge- 
raden das Maß Eins zuordnet. Dabei können wir alle Untermengen der Geraden. als 
meßbar annehmen, wobei die endlichen Mengen ein entsprechendes endliches Maß 
haben und die restlichen Mengen von unendlichem Maß sind. 

Jede Folge {X,} von meßbaren Untermengen der Menge X, die der Bedingung (24) 
genügen, bezeichnen wir als ausschöpfende Folge. Unter Verwendung solcher Folgen 
definieren wir den allgemeinen Integralbegrift. 


Definition 4. Auf der Menge X sei ein o-endliches Maß u gegeben. Ist f eine auf 
X. definierte meßbare Funktion, so heißt f integrierbar (summierbar) auf X, wenn f 
auf jeder meßbaren Untermenge A = X integrierbar (summierbar) ist und für jede 
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ausschöpfende Folge {X} der Grenzwert 
lim [ fx) du (25) 
NO Zn 


existiert. Dieser Grenzwert heißt dann Integral von f über die Menge X und wird mit 
dem Symbol 


Ste) an 
X 


bezeichnet. 

Der Grenzwert (25) hängt offenbar nicht von der Auswahl der ausschöpfenden Folge 
{X„} ab. Denn nehmen wir an, daß dieser Grenzwert für zwei ausschöpfende Folgen 
{X,)} und {X,”} verschieden wäre, so würde er für die Folge {X,', 2,7, X, X ,...) . 
die ebenfalls ausschöpfend ist, im Widerspruch zur Voraussetzung nicht existieren. 
Offensichtlich stimmt auch die obige Definition des Integrals mit der in 5.5.3. an- 
gegebenen überein, wenn die Funktion f außerhalb einer Menge endlichen Maßes 
gleich 0 ist. 


Bemerkung. Die Definition des Integrals für Treppenfunktionen, wie sie in 5.5.2. 
angegeben wurde, kann wörtlich auf den Fall von Mengen unendlichen Maßes über- 
tragen werden. Dafür, daß eine Treppenfunktion summierbar ist, ist es dann offen- 
sichtlich notwendig, daß von Null verschiedene Funktionswerte nur auf Mengen end- 
lichen Maßes angehommen werden. Die Definition der Integrierbarkeit, wie sie in 
5.5.3. angegeben wurde, ist nur unter der Voraussetzung der Endlichkeit des Maßes 
der Menge X sinnvoll. Denn für X mit a(X) = oo folgt aus der gleichmäßigen Kon- 
vergenz einer Folge von summierbaren Treppenfunktionen im allgemeinen nicht 
die Konvergenz der Folge ihrer Integrale. (Der Leser gebe ein Beispiel an!) 


Die Resultate, die in 5.5.3. und 5.5:4. für den Fall eines endlichen Maßes angegeben 
wurden, lassen sich im wesentlichen auf Integrale über Mengen unendlichen Maßes 
übertragen. 

Der Unterschied zwischen beiden Integraldefinitionen besteht‘ vor allem darin, 
daß im Fall u(X) = © eine beschränkte meßbare Funktion nicht mehr notwendig 
integrierbar sein muß. Insbesondere ist für „(X) = oo keine einzige von 0 verschie- 
dene Konstante auf X integrierbar. 

Der Leser prüft ohne Mühe nach, daß die Sätze von Lususeur, B. Lavı und Farou 

auch im Fall von Mengen unendlichen Maßes richtig sind. 


5.5.7. Vergleich des Lebesgueschen. Integrals mit dem Riemannschen Integral. Wir 
klären nun den Zusammenhang zwischen den Integralen von Leseseuz und Rık- 
MANN auf. Dabei beschränken wir uns auf den einfachsten Fall des Lebesgueschen 
Maßes auf der Geraden. 


20 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Satz 9. Wenn für eine Funktion f das Riemannsche Integral 


b 
T = (R) | fe) de 


existiert, dann ist f auf [a, b] integrierbar (nach Lebesgue), und es gilt 


[to du=1. 


ta,b] 


Beweis. Wir zerlegen das Intervall fe, b] durch die Punkte 
%=4+ Fr (b — a) 


in 2” Teile und betrachten die dieser Zerlegung entsprechenden Darbouxschen 
Summen: 


b-a 
= 9m 23 Max: 
b-a 2% 

9 = 2 NMyk 
Pe es 


Dabei ist M,, die obere Grenze und m,;. die untere Grenze der Funktionswerte f(x) 
auf dem Intervall 


1 SEI. 
Nach Definition des Riemannschen Integrals ist 


I = lim 2, = lim o,. 


n->00 n->00 
Setzen wir 

Ta) = Mu für u S® < %p> 

h&)=Mr für yı S®<% 
und legen im Punkt x = 5 für die Funktionen /„ und f„ einen beliebigen Funktions- 
wert fest, so ist leicht auszurechnen, daß 


[Fo du = 9, 


[a,b] 
[ Ki n(X) du = wm 
[9,5] gi x 
ist. Weil die Folge {f„} nicht wächst und die Folge {f,} nicht fällt, gilt fast überall 
auf [e, 5] 


hr) fe), Il) > Ma) Se). 
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Aus dem Satz von B. Levı folgt 
[ Fa) du = lim 9, = I = lim o, = [te du, 
[e,6] N . n>0 [0,5] 


d.h. 
[ro — Kol du = [ (Fe) — I@)) du = 0. 


[a,b] " [a,b] 


Nach der Folgerung aus der Öeby&evschen Ungleichung ist fast überall auf [e, b] 
ie) - fo) =0, 


d.h. _ 
I@) = f&) = fo) 
und damit 
Stoam=T, 
IA 


was zu zeigen war. 


Man kann leicht Beispiele beschränkter Funktionen angeben, die auf einem Inter- 
vall integrierbar nach Leszsaur, aber nicht integrierbar nach Rımmann sind (z. B. 
die Dirichletsche Funktion, die für rationale x aus [0, 1]. gleich 1 und für irrationale x 
aus [O, 1] gleich O ist). Unbeschränkte Funktionen sind nach RiEMANN (im eigent- 
lichen Sinn) überhaupt nicht integrierbar, während viele von ihnen nach LEBESGUE 
integrierbar sind. Insbesondere ist eine beliebige Funktion f(x) > 0, deren Riemann- 
sches Integral 


für jedes e > 0 existiert und einen endlichen Grenzwert für & — 0 besitzt, auf [e, 5] 


nach LEBzscuE integrierbar, und es:gilt 
b 
[te du = lim [ Ha) de. 
fa, E70 + 
Das uneigentliche Riemannsche Integral 
d 
lim | fie) de 
&>0 g+e j 
existiert nicht im Lebesgueschen Sinne, wenn 
b 
lim [Ii@)l de = oo 
@>0 ge ' 


20* 
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ist. Denn nach Eigenschaft VIII des Lebesgueschen Integrals (siehe 5.5.3.) folgt 
aus der Summierbarkeit von f(x) die Summierbarkeit von |f(x)j. Beispielsweise 
existiert 


1 
iz Le 
Eu x. 
0 


als (bedingt konvergentes) uneigentliches Riemannsches Integral. Es existiert aber 
nicht als Lebesguesches Integral. 

Wird eine Funktion auf der ganzen Achse (oder Halbachse) betrachtet, dann kann 
das Riemannsche Integral für diese Funktion nur im uneigentlichen Sinn existieren. 
Ist dieses Integral absolut konvergent, so existiert (wie oben) das entsprechende 
Lebesguesche Integral und besitzt den gleichen Wert. Konvergiert aber dieses 
Integral nur bedingt, dann ist die Funktion im Lebesgueschen Sinn nicht integrierbar. 
So ist z. B. die Funktion 

sin x 


% 


auf der ganzen Achse nicht nach LEBEscuE integrierbar, weil 


of 


{oo 


sin x 


de = oo 


ist. Das uneigentliche Riemannsche Integral 


sin x 
de 
x 


{00 


existiert jedoch und hat den Wert x. 
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Der Satz von Fubini. \ 


In der Analysis spielen die Sätze über die Zurückführung eines zweifachen (oder 
allgemein mehrfachen) Integrals auf ein iteriertes Integral eine wichtige Rolle. In 
der Theorie der mehrfachen Lebesgueschen Integrale wird das grundlegende Resultat 
in dieser Hinsicht durch den sogenannten Satz von Fugint beschrieben, der am Ende 
dieses Abschnitts bewiesen wird. Vorbereitend stellen wir einige Begriffe und Fakten 
zusammen, die auch für sich von Interesse sind. 
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5.6.1. Produkte von Mengensystemen. Die Menge Z aller geordneten Paare -(, y), 
wobei ze X undye Y ist, heißt direktes Produkt der Mengen X und Y und wird mit 
X x Y bezeichnet. Analog heißt die Menge aller geordneten »-Tupel (x, &s,...-, %,); 
wobei x; € X, ist, direktes Produkt der Mengen X,, X,, ..., X, und wird mit 
Z=X, KNKEN X, =XX, 
k 


bezeichnet. Wenn speziell 


X, =X, = e—=X, = X 
gilt, ist Z_.die n-te Potenz der Menge X: 
Z = P:CH 


So ist z. B. der n-dimensionale Koordinatenraum R” die n-te Potenz der Zahlen- 
geraden R!. Der Einheitswürfel' I”, d.h. die Pe aller Elemente aus R*, deren 
Koordinaten die Bedingung 


0su.s1l &k=12,...,n, 


erfüllen, ist die n-te Potenz des Einheitsintervalls I! = [0,1]. 
Wenn ©, &,,...,©, Mengensysteme von Untermengen der Mengen X,Xy..., X, 
sind, bezeichnet | 


= Sx& xeX&, =X &: 
k 
das System derjenigen Untermengen der Menge X = X X, die in der Form’ 
% s 
A=4, X A,X- X A, 


, mit A,e ©, darstellbar sind. 
ImFilS, =&=-- = &,—= 6 ist R die n-te Potenz des Systems ©: 


=. 


Zum. Beispiel‘ ist das System der Parallelepipede i in R* die n-te Potenz des Systems 
aller Intervalle in R!, 


‚Satz 1. Sind ©, © -.., © ger dann ist auch R = X ©, ein Semiring. 
ko. 


Beweis. Entsprechend der Definition des Semiringes müssen wir zeigen, daß für 
A,BEeR stets AnBeR ist und für Bc 4 eine Darstellung von A in der Form 


A -U 0; existiert, wobei & =B, 0; n C; = B füri +7, GE RÜ=1,2,....,n) ist. 
Wir führen den Beweis für den Falln = 2. 
2) EBsi AES,X&6, BES, X6&,; d.h. 
A=AXA, Ar 5, Ask ©, 
B=BxB, Bıe&,B,€&,. 
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Dann ist 
AnB=(A,nB)x(A,nB), 

und weil 

AınBeEe&, ArnBe& 


ist, folgt 
AnB € S x ©. 


b) Setzen wir zusätzlich voraus, daß BA, d.h. B, c 4,, B,< 4, ist, so gibt es 
für A, und A, in den Semiringen ©, und ©, Zerlegungen der Form 


A, = Bı u B® u-.-uB,®, 
A, = B, u B,® u:..u B,®. 
Daraus ergibt sich für A eine Zerlegung 
A= A, X 4, = (BXB,) u (BıX B3®) u:.-u (B} X B,0) 
u(Bi® x B,) u (BO x B,®) u---u (B,® x B,0) 
\ v(B®xB,) u (B® x B,®) u---u(Bk® x B,®), 


in der das erste Glied B, x B, = B ist, und alle Glieder zu ©, x ©, gehören. Damit ist 
der Satz bewiesen. 
Aus der Voraussetzung, daß die Systeme ©, Ringe (bzw. o-Algebren) sind, folgt im 
allgemeinen nicht, daß das Produkt X ©, ein Ring (bzw. eine o-Algebra) ist. 
k 


5.6.2. Produktmaße. Auf den Semiringen ©}, ©,, ..., ©, seien die Maße 
Mm{Aı); uelA2); -- > HnlAn); Ar € ©, 


gegeben. Dann definieren wir auf dem Semiring 


R=SGHXSX--- XS, 1) 
das Maß | 
Bm XMX° X Mn (2) 
durch die Formel 
. MA) = mA) #e(A:) . Un(An)- . . (3) 


Um zu zeigen, daß diese Festsetzung wirklich ein Maß (im Sinne 5.2.1.) definiert, 
genügt es, die Additivität dieser Mengenfunktion nachzuweisen. Wir führen diesen 
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Nachweis für den Fall n = 2. Es sei ' 


A=4A,xAh=UBb, BöÖönBÖ=R für i+ j, Bb=B,®xB,®, 
k 


-Nach Lemma 2 aus 1.5. existieren Zerlegungen 
4, =U om, As =U 0,®, 
m N 


so daß die Mengen B,® als Vereinigung gewisser C,® und die Mengen B,® als 
Vereinigung gewisser 0,@) dargestellt werden können. Dann ist offensichtlich 


u(A) = (A 1) Ha(A2) =22 ulC®) BelO;)), (4) 
" ‚u(B®) = m(Bı®) ur(Be®) = PB2 Kıl 0,9) u2(0,®), (5) 


wobei auf der rechten Seite von (5) nur Summanden auftreten, die auch auf der 
rechten Seite von (4) auftreten. Summieren wir (5) über k, dann treten in der Gesamt- 
summe auch alle Summanden auf, die in (4) auftreten. Damit gilt 


&k 


was zu zeigen war. 
Auf diese Weise ergibt sich insbesondere die Additivität der Elementarmaße im 
n-dimensionalen euklidischen Raum aus der Additivität des Maßes auf der Geraden. 
Ein Maß (2), das durch die Formel (3) auf einem Semiring (1) definiert wird, heißt 
Produkt der Maße u, Has «++, #n oder Produktmaß. 


Satz 2. Sind u; Ha; ».., im o-additive Maße, dann ist auch das Maß 


H=MXM KK Um 


o-additiv. 
Beweis. Wir beweisen den Satz für n—=2. Es sei (CE Sı x ©, = U, 
(ES x&,0; nl; = (li #j) und n-1 


C=AxB, AEG, BE&,, 
= AnXBy, An&&, Bn€&. 
Ist X der Raum, in dem alle Mengen A, A,, As, ... liegen, dann setzen wir auf X_ 
He(Bn); falls x € Ay; 
0, Ialls cd A,. 
Man sieht sofort, daß fürzE A - 


2 In(®) = Ms(B) 
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ist. Für das Integral bezüglich der Lebesgueschen Fortsetzung A, des Maßes u, gilt 
einerseits nach dem Satz von B. Levı (Satz 7 aus 5.5.) 


& [hl fu) dA, = [ us(B) dA, = h1(A) > u(B) = (A): MB) = u(C), 
; | 
andererseits ist , 
[1 di, = nz(B,) m(An) = ulCh); 
4 


d.h. 
2 u(C,) = u(C), 


was zu zeigen war. 


Sind 1, ..., 4, o-additive Maße auf den o-Algebren ©,, ..., ©,, dann bezeichnen 
wir die Lebesguesche Fortsetzung des Maßes u X %aX---X u, als ihr Produkt und 
schreiben dafür 


MUOMRD- Om oder Om. 


Insbesondere ergibt sich für 
make hm 

die n-te Potenz des Maßes u: 
"= Br = I. 


So ist z. B. das n-dimensionale Lebesguesche Maß u” die n-te Potenz des Lebesgue- 
schen Maßes u auf der Geraden. 

Zum Abschluß bemerken wir noch, daß das Produktmaß stets vollständig ist (so- 
gar dann, wenn die Maße un, -:., A, nicht vollständig sind). 


5.6.3. Darstellung des ebenen Maßes als Integral von Schnitten und die geometrische 
Bedeutung des Lebesgueschen Integrals. Ist @ ein. Gebiet in der x, y-Ebene, das durch 
vertikalen Geraden x = a, x = b und die Kurven y = p(x), y = y(x) begrenzt wird, 
so wird bekanntlich sein Flächeninhalt durch das Integral 


b 


(6) = [tpl«) — vie) de 


@ 


beschrieben. Die Differenz p(x,) — y(x,) ist dabei gleich der Länge des Schnittes des 
Gebietes @ mit der Vertikalen x — x;. Im folgenden werden wir diese Methode der 
Flächenmessung auf beliebige Produktmaße 


B= Ua & Hy 
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übertragen. Dazu setzen wir voraus, daß die Maße u, und u, auf o-Algebren defi- 
niert, o-additiv und vollständig (d. h., wenn BC A und u(A) = 0 ist, dann ist B" 


meßbar) sind. Früher haben wir gezeigt, daß solche Maße eine Lebesguesche Fort- 
setzung besitzen. 
Im weiteren sei 


ACXxXY, 
A=ly:(wy)eA)  (@fest), 
4,= ta: (0,y) € A} (y fest), 

d.h., wenn X und Y Zahlengeraden sind (X x Y die Ebene), dann bezeichnet 


4,, die Projektion des Schnittes der Menge A mit der vertikalen Geraden x. — x, auf 
die y-Achse. 


Satz 3. Unter den oben angegebenen Voraussetzungen gilt für eine beliebige u-meßbare 
Menge!) A 


= [1,(4,) du, = [1s(A,) dpy. 
Pe: r 


Beweis. Es genügt, die Gleichung 
nA) = [pıla)du, PR) = mlA,); (6) 
2 


zu beweisen, da die zweite Behauptung des Satzes völlig analog zur ersten ist. Dabei 
ist zu beachten, daß diese Gleichung auch die Behauptung enthält, daß die Menge A, 
für fast alle & (im Sinne des Maßes u,) meßbar bezüglich des Maßes u, und die Funk- 
tion 9,(x) meßbar bezüglich des Maßes u, ist. Ohne diese Forderungen hätte die 
Gleichung (6) keinen Sinn. 

Eis sei u die Lebesguesche Fortsetzung des Maßes 


Mm, = Ha X Diys 
de auf einem System S„ von Men der Form 
A—=A,xXA, 
gegeben ist. Für solche Mengen gilt (6) offensichtlich, da dann 
Ayld,) für zE A, 
Yale) = 
0 für zEA,, 
ist. Ohne Mühe erhält man damit (6) auch für die Mengen aus dem Ring R($,), 


die als endliche Vereinigung paarweise disjunkter Mengen aus ©,, dargestellt werden 
. können. 


'1) Die Integration über X istfaktisch eine isn über > 4, X, da außerhalb dieser 


Menes der Integrand gleich 0 ist. Analog ist a jr 
Y a Az 
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Der Beweis der Gleichung (6) im allgemeinen Fall stützt sich auf folgendes Lemma, 
dessen. Aussage in der Theorie der Lebesgueschen Fortsetzungen auch für sich von 
. Interesse ist. 


Lemma. Für jede u-meßbare Menge A existiert eine Menge B der Form 
B=nNB,, BOBD-.->BD:‘-, 
n 


Bn=UBa, Br Bm @ © By = +, Bar € RSn), 
% 
so daß A C B und 
uA)=wB) m 
ist. j 
Beweis. Nach Definition der Meßbarkeit kann man die Menge A für jedes n so 
durch eine Menge (C, = U Ayn Anr € Sn, überdecken, daß 
Tr . 


1 
al.) < (A) +7 — 


ist. Setzen wir B, = -N % so haben diese Mengen die Form B, = =U Öns: Ons € Sms 


und die endlichen Vereinigungen Bar = Ü ö,, bilden ein System mit den geforderten 


Eigenschaften. “Damit ist das Lemma bewiesen. 


Der allgemeine Beweis von (6) ergibt sich nun wie folgt. Auf Grund der Beziehungen 


95,8) = Jim PR); Pan Pin res 
Y5(® ) — him PB, (@), OB, = 9,2 = “> 
NO, 


überträgt sich nach dem Satz von B. Levı (Satz 7 aus 5.5.) die Gleichheit (6) von 
den Mengen By, € R(S,) auf die Mengen B, und die Menge B. Wenn u(A) = 0 ist, 
dann ist auch „(B) = 0 und 


pl) = MB) =. 
Wegen A, < B, ergibt sich daraus die Meßbarkeit von A, für fast alle x und 

PR) = My(Ae) = 0; 

Spatz) ap. = 0 = ntA), 
d. h., die Formel (6) ist riehtig für eine Menge A mit dem Maß Null. Im allgemeinen 
Fall stellen wir A in der Form B N C dar, wobei gemäß (7) 

AO) = 0 


ist. Aus der Richtigkeit von (6) für die Mengen B und C felgt nun, wie man leicht 
sieht, auch die Gültigkeit dieser Formel für die Menge A selbst. Damit ist der Beweis 
von Satz 3 vollständig. 
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Ist Y die Zahlengerade, «, das auf ihr definierte Lebesguesche Maß und A eine 
Punktmenge der Form 


WEM, O<y<ie), | (8) 
wobei M eine beliebige u,-meßbare Menge und f(x) eine nichtnegative Funktion ist, 
so’ ergibt sich 


mild.) = Su Be 


0 für z&M, 
= [i@) du,, 
Ri 


d. h., es gilt folgender Satz. 


Satz 4. Das Lebesguesche Integral einer nichtnegativen Funktion f(x) über die 
Menge M ist gleich dem Maß w = u,X u, der durch (8) definierten Menge A. 


Wenn X die Zahlengerade, M ein Intervall und f(x) eine nach RIEMANnN integrier- _ 


bare Funktion ist, dann Hefert dieser Satz die Br Interpretation des Integrals 
als Flächeninhalt der zwischen der Funktionskurve und x-Achse gelegenen Fläche. 


5.6.4. Der Satz von Fubini. Im weiteren werden wir ein dreifaches Mengenprodukt 


U=XXYXZ betrachten, wobei auf den Mengen X, Y,Z die Maße u, u M, _ 


gegeben sein sollen. Wie man leicht nachprüft, kann das Maß 


u Mr ® uy ® Hz 
auf U durch 

( ® u) ® 4, 
oder durch 


Ka ® (ky &® M,) 


definiert werden, Beide Definitionen führen zu demselben Maß. 
Grundlegend für die Theorie der mehrfachen Integrale ist der folgende Satz. 


Satz 5 (FuBint). Sind u,, u, o-additive, vollständige, auf o-Algebren definierte Maße, 
ist 


MH ® My 
und ist die Funktion f(x, y) auf der Menge’ 3 
ACXXY N) 
bezüglich des Maßes u integrierbar, dann gilt‘) 
[ten du = f ( [te 9 ) du, = [ ( Sie» di) du. (10) 
A Z\A r \% 


1) Vgl. die Fußnote auf S. 313. 
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' Die Behauptung des Satzes schließt die Existenz der inneren Integrale für fast 
alle Werte der Veränderlichen (über die anschließend integriert wird) ein. 
Beweis. Wir führen den Beweis zuerst für den Fall f(x,y) = 0. Es sei 
U=XXYXZ . 
. das Produkt zweier beliebiger Mengen X, Y mit-der Zahlengeraden Z, 
= Ay duo m 


das Produktmaß der auf X bzw. Y definierten Maße «,, u, mit dem Lebesgueschen 
Maß u! auf Z. Ist 


W=la,y,.):,y)EAOSESFR,y); 


dann ergibt sich einerseits nach Satz 4 


4) = | Ha, y) du a). 
„A 
und andererseits nach Satz 3 
uw) = [ &W,) du,, (12) 
x . 
wobei & = u,x u! und W, = [(y,2) : (x, 9,2) € w) ist. Wenden wir auf das Maß & 
nochmals Satz 4 an, so ist . , 
&W,) = [ Ha, y) du. (13) 
Az 


Aus (11), (12) und (13) folgt 
[He an = | ( Ste) am) du, 
A - X \Az 


was zu zeigen war. 


Den allgemeinen Fall kann man auf den betrachteten Spezialfall mit Hilfe der 
Gleichungen 


ie) = Pay) - Fo y): 


_ Me, WI + He, 9) 
2 ? 


fe, y)l — fe y) 


T®, y) F 


Fa, y) = 


a 
zurückführen. 


Bemerkung. Wie die unten angeführten Beispiele zeigen, zieht die Existenz der 
iterierten Integrale 


rear ma S(fran)an ü 00 
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im allgemeinen nicht die Gleichheit (10) und nicht die Integrierbarkeit der Funktion 
fix, y) auf A nach sich. Existiert jedoch wenigstens eines der beiden Integrale 


f ( re a) du, oder [ ( re» ün) days m (15) 
X Az Y \Ay i 


dann ist fx, y) auf A integrierbar und die Gleichung (10) richtig: 
Wenn z.B. das erste Integral von (15) existiert und gleich M ist, dann ist die 


“ Funktion f,(x, y) = min {|f(x, y|, n} meßbar, beschränkt und folglich summierbar auf 
4A. Nach dem as von FUBInt ist u: 
[hey du = [ ( [hey 2) du<M. | (16) 
ä X \4r , 


Da die Funktionen f, eine nichtfallende, fast überall gegen |f(x, y)| konvergente Folge 
bilden, folgt aus (16) nach dem Satz von B. Levı, daß |f(x, y)| auf A integrierbar ist. 
Damit ist auch /(&, y) auf A integrierbar. Aus dem Satz von. Fusını ergibt sich nun 
unsere Behauptung. ? 


Wir haben den Satz von Fueını unter der Voraussetzung bewiesen, daß die Maße 


A, und u, (und damit auch u) endlich sind. Der Satz ist A auch im Fall o-end- 


licher Maße richtig (vgl. etwa [12], S. 208). 


Zum Schluß geben wir noch zwei Beispiele von Funktionen an, für die die iterierten Integrale. _ 


(14) existieren, die Gleichung (10) jedoch nicht erfüllt ist. 


1. Es sei 
A=[-1,12 
und . e y 
ee 


Dann ist 


1 
Sie, y) de = 0 für y+0 
1 


und 


1 E 
Seydy=9 fürz-+0. 
—1. 


Daher gilt... 


ı 1 1 1 
ten) a /( [tena) a 


1 \-1 —1 \-1 


während das zweifache Rz Integral über das Quadrat nicht existiert, denn es ist 


[fies vun [u as ie ee en 


1-1 
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2. Es sei 
. A _ [0, 1% 
“und 
1) frı=0,y=0(, 
ey)eı 82 
| (+ yp)% sonst. 
Dann ist 
ı/ı x 
S | Franar) as 7 
o \o - 


und 
j 1,7 ı . 7 
[ | hen =) 1-8. 
o \o 
Es gilt nämlich für = + 0 


[ü Y 
= E ’—) 


und daher 


3 
1 
[rena=- @rT 
1) 


. Daraus folgt, daß das erste iterierte Integral den angegebenen Wert hat. 


Analog berechnet man das zweite iterierte Integral. 


6. Das unbestimmte Lebesguesche Integral. 
Theorie der Differentiation 


\ 


In diesem Kapitel werden wir das Lebesguesche Integral reeller Funktionen über 
Teilmengen der Zahlengeraden bezüglich des üblichen Lebesgueschen Maßes be- 
trachten. 

Ist f eine auf der Menge X mit dem Maß u integrierbare Funktion, dann existiert 
das Integral 


Ste du | (# 
N | 


für jedes meßbare A X und stellt bei festem f eine Mengenfunktion dar, die für 
alle meßbaren Untermengen A = X erklärt ist. Ein solches Integral heißt unbestimm- 
tes Lebesguesches Integral. Wird als Menge X ein Intervall. der Zahlengeraden und als 
Maß „ das übliche Lebesguesche Maß auf der Geraden (wir schreiben dann im 
Integral dt anstelle von du) betrachtet, dann ist für ein Teilintervall A X das 
Integral (*) eine Funktion der Intervallendpunkte. Halten wir einen der Endpunkte 
des Integrationsintervalls fest, etwa den linken, so können wir däs unbestimmte 
Integral über das Intervall [e, x] 


Jro« 


als Funktion einer reellen Veränderlichen x untersuchen. Dieses Problem führt uns 
zur Betrachtung einiger wichtiger Funktionenklassen auf der Zahlengeraden. Die 
allgemeine Untersuchung des Lebesgueschen Integrals (von einer festen Funktion f) 
als Mengenfunktion wird in 6.5. durchgeführt. 

Aus der Grundvorlesung über Analysis sind folgende grundlegende Beziehungen 
über den Zusammenhang zwischen Differentiation und Integration bekannt: Ist f 
eine stetige Funktion und F eine Funktion mit stetiger Ableitung, dann gilt 


EL 


2) „| ma=ro, 
b 


))  [FWd=Fb) Fü). 


{73 
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Nach der Einführung des Lebesgueschen Integrals entsteht die Frage, ob die Glei- 
chung a) auch für Lebesgue-integrierbare Funktionen richtig ist und für welche 
(möglichst umfangreiche) Funktionenklasse Gleichung b) gilt, wenn man die dort 
auftretenden Integrale im Lebesgueschen Sinne versteht. 

Der Beantwortung dieser Frage sind die folgenden Abschnitte gewidmet. 


6.1. Monotone Funktionen. Differentiation des Integrals nach der oberen Grenze 


6.1.1. Grundlegende Eigenschaften monotoner Funktionen. Die Untersuchung der 
Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals 


De) = | 10) di | (i) 


als Funktion der oberen Grenze beginnen wir mit folgender offensichtlichen, aber 
wichtigen Bemerkung: Wenn die Funktion f(x) nichtnegativ ist, dann ist ®(x) eine 
. monoton nichtfallende Funktion. Da jede integrierbare Funktion als Differenz 
zweier nichtnegativer integrierbarer Funktionen. 


8 


TORE AO EEE | 2) 


dargestellt werden kann, ist das Integral (1) stets in eine Differenz zweier monoton 
nichtfallender Funktionen zerlegbar. Daher kann die Untersuchung des Lebesgue- 
schen Integrals als Funktion der oberen Grenze auf die Untersuchung von monotorien 
Funktionen zurückgeführt werden. Das erweist sich als vorteilhaft, da monotone 
Funktionen (unabhängig von ihrer konkreten Struktur) eine Reihe von einfachen, 
aber wichtigen Eigenschaften besitzen. Wir stellen nun diese Eigenschaften dar. 
Dazu erinnern wir zunächst an einige Begriffe. 

Überall, wo nicht ausdrücklich das Gegenteil vorausgesetzt wird, betrachten wir 
reellwertige Funktionen, die auf einem Intervall der Zahlengeraden definiert sind. 
“ Eine Funktion f heißt monoton nichtfallend, wenn aus x, SZ %s 


fa) < fie) 


folgt. Entsprechend ist die Bezeichnung ‚„‚monoton nichtwachsend“ zu verstehen. 
Ist f eine beliebige Funktion auf der Zahlengeraden, dann heißt der Grenzwert!) 


lim f(@, + h) 
h>0-+0 


(wenn er existiert) rechtsseitiger Grenzwert der Funktion f im Punkt x, und wird mit 
fx, -+ 0) bezeichnet. Entsprechend ist f(x, — 0), der linksseitige Grenzwert der Funk- 


!) Unter dem Symbol k—0 -+0 ist zu verstehen, daß h gegen 0 strebt und dabei nur positive 
‘Werte annimmt. 
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"tion f im Punkt z,, definiert. Die Gleichheit f(x, + 0) = f(x, — 0) drückt aus, daß 


die Funktion f im Punkt x, entweder stetig ist oder dort eine hebbare Unstetigkeit 
besitzt. Ein Punkt, in dem diese beiden Grenzwerte existieren, aber nicht gleich sind, 
heißt Unstetigkeitspunkt erster Art, die Differenz f(x, + 0) — f(x, — 0) wird dann 
der Sprung der Funktion in diesem Punkt genannt 

Wenn f(x) = f(x, — 0) ist, heißt f von links stetig (linksseitig stetig) im Punkt %o; 
Wenn f(x.) = f(x, + 0) ist, heißt f von rechts stetig (rechtsseitig stetig) in x.- 

Wir beweisen nun einige Grundeigenschaften monotoner Funktionen. Alle Aus- 
sagen, die wir hierbei für monoton nichtfallende Funktionen formulieren, sind selbst- 
verständlich auch für monoton nichtwachsende Funktionen (mit entsprechender 
Modifikation der Formulierung) richtig. 


1. Jede auf [a, b] monoton nichtfallende Funktion H ist meßbar und beschränkt und 
deshalb integrierbar. 
Nach Definition der Monotonie ist 


Ka) <= fe) < fd) auf [a,b]. 
‚ Damit ist für eine beliebige Konstante c die Menge 
A.= le: Ha) <e} 


entweder ein abgeschlossenes Intervall, ein halboffenes Intervall oder die leere 
Menge, d.h. in jedem Fall meßbar, was zu zeigen war. 


2. Eine monotone Funktion besitzt nur Unsietigkeitspunkte erster Art. 

Ist x, ein beliebiger Punkt aus [a,b] und #2, — X; % <%,, dann ist die Folge 
{f(«,)} beschränkt nach unten und oben (z. B. durch f{a) bzw. f(b)) und kann folglich 
nur einen Häufungspunkt besitzen. Für verschiedene solche Folgen {x,} ergibt sich 
stets der gleiche Häufungspunkt für die Folge {f(x,)} der Funktionswerte, da die 
Existenz verschiedener Häufungspunkte der Monotonie der Funktion f- wider- 
spricht. Daher existiert f{x, — 0). Entsprechend ergibt sich die Existenz von f(x, + 0). 


Eine monotone Funktion ist nicht notwendig stetig. Aber es gilt folgender Satz: 


3. Die Menge der Unstetigkeitspunkte einer monotonen Funktion ist höchstens ab- 
zählbar. 

Da die Summe einer beliebigen endlichen Anzahl von Sprüngen einer auf dem 
Intervall [a,b] monotonen Funktion f die Differenz f(b) — f(a) nicht übersteigen 
darf, ist für jedes n die Anzahl der Sprünge, die größer als 1/r sind, endlich. Nume- 
rieren wir diese Sprungstellen für 2 = 1, 2, ... nacheinander, so ergibt sich ihre Ab- 
zählbarkeit. 


Die einfachsten unter-den monotonen Funktionen sind die sogenannten Sprung- 
funktionen. Diese Funktionen werden auf folgende Weise definiert. In endlich oder 
abzählbar vielen Punkten 


1ER VE REFRRURRL. MERPEER 


31 Kolmogorov/Fomin, Funktionen j 
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. des Intervalls [a, 5] werden positive Zahlen %, mit & Rn < 00 vorgegeben und der 
Funktionswert durch 


=, 


En<T 
festgelegt. 
Offensichtlich sind solche Funktionen monoton nichtfallend. Außerdem sind sie 
in jedem Punkt von links stetig!), und die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte stimmt 
. mit der Menge {x,„} überein. Da nämlich 


je —-0)=limf@-)=im 5 m 
>00 &>0--0 In<r—e 
ist und jedes x,, das der Bedingung ©, <x genügt, für ne kleines e auch 
die Bedingung %, <x — e erfüllt, ist der letzte Grenzwert gleich I) h, = f(x). Somit 
ist x j In<T 


fa 0) = fe). 


Wenn der Punkt x mit einem der Punkte x, übereinstimmt, d.h. x = x,, ist, dann 
folgt 
a. t+9) = lim fa, +e) = lim Z un In: 
&>0+0 &>0+0 An<ängte InZin, 
also 


Man, +0) — Man, — 0) = An. 


Wenn schließlich x mit keinem der Punkte x, übereinstimmt, dann ist die Sprung- 
funktion in x stetig (man beweise diesen Sachverhalt!). 


_ Im weiteren werden wir unter einer Sprungfunktion eine beliebige Funktion ver- 
stehen, die auf die oben beschriebene Weise erklärt ist. Den einfachsten Typ von 
Sprungfunktionen stellen Treppenfunktionen dar, bei denen die Menge der Un- 
stetigkeitspunkte {x„} eine monotone Folge bildet, 


1 <m << <en 


Im allgemeinen Fall kann eine Sprungfunktion jedoch eine kompliziertere Struktur. 
haben. Zum Beispiel, wenn {x,} die Menge aller rationalen Zahlen des Intervalls 
[a, 6] und A,„= (1/2)" ist, dann wird durch (3) eine Sprungfunktion definiert, die in 
allen rationalen Punkten unstetig und in allen irrationalen Punkten stetig ist. 


1) Wenn wir / durch die Formel 
fa) = & in 
InZt 
definiert hätten, so wäre diese Funktion in jedem Punkt von rechts stetig. Im. folgenden werden 


wir jedoch, wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil vorausgebaieh wird, alle betrachteten mono- 
tonen Funktionen als von links stetig voraussetzen.; 
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Einen anderen Typ von monotonen Funktionen, in gewissem Sinn das Gegenstück 
zu den Sprungfunktionen, stellen die stetigen monotonen Funktionen dar. Es gilt 
nämlich der folgende Satz. 


4. Jede von links stetige monotone Funktion kann als Summe aus einer stetigen 
monotonen Funktion und einer (von links stetigen) Sprungfunktion dargestellt werden. 
‚Diese Darstellung ist eindeutig. 


Es sei f eine von links stetige monoton nichtfallende Funktion mit den Unstetig- 
keitspunkten x,, %,,.... und den Sprüngen h,, hs, ... in diesen Punkten. Setzen wir 


= N hm: 


In<E 


dann ist die Ditferenz, 
P=! = a 


eine stetige nichtfallende Funktion. Um dies zu beweisen, betrachten wir die 
Differenz 


ve”) — ya’) = [fa”) — Fa)] — [H@”) — Ha’), 


wobei x’ < x’' sei. Auf der rechten Seite dieser Gleichung steht die Differenz zwischen 
dem vollen Zuwachs der Funktion f auf dem Intervall [x’, x] und der Summe ihrer 
Sprünge auf diesem Intervall. Es ist klar, daß diese Größe nichtnegativ ist, d. h., 
p ist eine monoton nichtfallende Funktion. Desweiteren gilt für einen beliebigen 
Punkt «* 


yla* — 0) = fia* — 0) _ 6% -9)= für Eh 


In<E® 


Pl@* +0) = fia* +0) — Ha* +0) = far +0) — S Mn. 


inet 


Daraus folgt 
pla* +0) — pla* — 0) = flat +0) — fat — 0) — hr =0 


(h* ist der Sprung der Funktion H in x*), woraus auf Grund der Stetigkeit von links 
der Funktionen f und H die Stetigkeit der Funktion folgt, was zu zeigen war. 


6.1.2. Differenzierbarkeit der monotonen Funktionen. Wir wenden uns jetzt der 
Frage zu, ob eine monotone Funktion differenzierbar ist oder nicht. Der folgende Satz 
faßt die Antwort zusammen. 


Satz 1 (Lnsns@ur). Bine auf [a,b] monotone Funktion f besitzt fast überall in 
diesem Intervall eine endliche Ableitung. 


Bevor wir diese Aussage beweisen, führen wir einige dazu notwendige Begriffe ein. 
Bekanntlich versteht man unter der Ableitung einer Funktion f im Punkt x, den 


21* 
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Grenzwert von s 

fe) Ha) | | 2 
—% . 

für & > %g. Unabhängig davon, ob dieser Grenzwert endlich ist oder nicht existiert, 

besitzen die folgenden Häufungswerte einen Sinn (sie können auch unendlich sein): 


zoo+0  % = %o 


(obere rechte Ableitungszahl), 


), = lim Ko) = He) (untere rechte Ableitungszahl), 


>40 u —.% 


A, = Im Fa — fee), (obere linke Ableitungszahl), 


7>%—0 2% 


fo) — Ka) 


x—% 


- 


4 = lim (untere linke Ableitungszahl), 
2>0—0 


Abb. 19 gibt eine Interpretation dieser Zahlen als Anstiege gewisser „Grenzsekanten“. 
Entsprechend der Definition ist 


,.<4 und <A. 


Wenn A, und 4, endlich sind und übereinstimmen, dann ist ihr gemeinsamer Wert 
die rechtsseitige Ableitung der Funktion f(x) im Punkt x,. Analog ist im Fall A, = A, 


y A 


Abb. 19 


0 x 


diese Zahl gleich der linksseitigen Ableitung von f in x,. Die Existenz einer endlichen 
Ableitung der Funktion f im Punkt x, ist gleichbedeutend. damit, daß alle Ab- 
leitungszahlen in diesem Punkt endlich sind und übereinstimmen. Daher kann man 
die Aussage des Satzes von LeBEsauE in der folgenden Weise formulieren: Für 
eine auf [a, b] monotone Funktion ist fast überall auf [a, b] 


00 <A =-4,=4 =A,< oo 
erfüllt. 
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Aufgabe. Es sei /*(«) = — f(x). Wie sind die Ableitungszahlen von /* und f miteinander 
verknüpft? \ j 
Man beantworte dieselbe Frage auch für den Übergang von f(x) zu ro). 


Der Beweis des Satzes von LEBEsaUE stützt sich auf das folgende Lemma, das auch 
im weiteren noch benutzt wird. Zu seiner Formulierung verwenden wir folgende 
Sprechweise. Für eine auf [a,b] stetige Funktion g(x) heißt ein Punkt x, unsichtbar 
von rechts, wenn es einen Punkt & € (x,, ] gibt, für den g(x,) < g(£) ist (siehe Abb. 20). 


NS ı 
1 


-- 8-1 


Abb. 20 


Lemma (F. Rıssz). Für eine beliebige stetige Funktion g ist die Menge der von. rechts 
unsichlbaren. Punkte eine offene Untermenge des Intervalls [a, bj!) und folglich als 
Vereinigung endlich oder abzählbar vieler paarweise disjunkter Intervalle (a,, b;) 
darstellbar (eventuell tritt dabei auch das Baal Intervall [a,, b,) mit a, = a auf). 
In den. Endpunkten dieser Intervalle gilt 


gar) S glbr). (5) 


Beweis des Lemmas. Wenn x, ein von rechts unsichtbarer Punkt für g ist, dann 
besitzt ein beliebiger anderer Punkt aus einer hinreichend kleinen Umgebung von x, 
(rechtsseitige Umgebung für x, = a) auf Grund der Stetigkeit von g dieselbe Eigen- 
schaft. Daher ist die Menge aller solcher Punkte offen in [e, b]. 

Ist (a,, b,) ein Intervall aus der Dating der offenen Menge der unsichtbaren 
Punkte und nehmen wir 


gay) > g(br) | | (6) 


an, so gibt es im Intervall (a,, b,) einen inneren Punkt «,, für den auch g(x,) > g(b;) 
ist. Ist x* der am weitesten rechts gelegene der Punkte x € (a,, 5.) mit g(x) > gl) 
dann existiert ein Punkt & € (x*, b], für den g(£) > g(x*) ist. Der Punkt € kann nun 
nach Definition des Punktes x* und g(x*) > g(b,) nicht im Intervall (a,, b,) Hegen. 
Andererseits kann er auch nicht rechts von b, liegen, weil dann ausg(b,) < g(x) < g(£) 
folgen würde, daß b, entgegen der Voraussetzung ein von rechts unsichtbarer Punkt 
wäre. Dieser Widerspruch zeigt, daß die Ungleichung (6) falsch sein muß, d.h., 
g9(a,) = g(b.) gilt, was zum Beweis des Lemmas zu zeigen war. Der Leser prüft ohne 
Mühe nach, daß sogar g(a,) = g(b;) gilt, wenn a, =F «a ist. 


3) Anm. d. Übers.: Die offenen Mengen auf [a,b] sind die Durchschnitte der offenen Mengen auf 
(— 0, 00) mit [a,b]. Insbesondere sind also [a, c), (c, 5] und fa, b] mit c e (a, b) offene Mengen. 
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Bemerkung. Ein: Punkt x, € [a,b] heißt von links unsichtbar für die stetige 
Funktion g(x), wenn es einen Punkt € € [a, x,) gibt, für den g(£) > g(x,) ist. Dieselben 
Überlegungen wie oben zeigen, daß die Menge aller von links unsichtbaren Punkte eine 

_ Vereinigung aus endlich oder abzählbar vielen paarweise disjunkten Intervallen 
(a, by) ist, wobei 


ar) = g(br) 
eilt. 
Wir gehen nun zum Beweis des Katzen von LEBESGUE über. Zuerst zeigen wir 
diesen Satz für den Fall, daß f eine stetige monoton nichtfallende Funktion ist. Dazu 
genügt es zu beweisen, daß fast überall auf [e, 6] 


a) A,< ©, 
YA>4A, 


ist. Setzen wir nämlich f*(«) = —f{2x, — x) in einer Umgebung von x,, so ist f* 
ebenfalls eine stetige monoton nichtfallende Funktion, und ihre Ableitungszahlen 
A,*F, Ay* stehen mit denen der Funktion f (jeweils auf x, bezogen), wie man leicht 
nachprüft, in folgendem Zusammenhang: 


Ar= A, "=, 


(vgl. die Aufgabe auf 8. 325). Schreiben wir b) für f auf, so folgt aus diesen Be- 
ziehungen F 


A, = As 7 


und wenn wir b) und (7) zusammen mit den offensichtlichen Ungleichungen 3, < A,, 
}, < A, fortlaufend aufschreiben, gelangen wir zu 


NENNEN: 


Daraus folgt 
j Kehren, 
Wir zeigen nun, daß fast überall A, < oo ist. Nehmen wir an, daß A, = oo in einem 


. Punkt x, ist, dann gibt es für eine beliebige Konstante Ü > 0 stets rechts von %, 
» einen Punkt &, so daß 


HE — fa) 
Em 
ist, d.h. 


FE) — Fix) > CE — ©.) 


>6C. 


oder 


K&,— CE > fx) — Oi. 
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Daraus folgt, daß x, ein von rechts unsichtbarer Punkt für die Funktion 


ae) = Fr) — 


’ ist. Nach dem Lemma von F. Rızsz ist die Menge aller solcher Punkte offen, und es 
gilt 

fa.) — 0a; S f(br) — Cbr 
für die Endpunkte a,, b, der Intervalle (qa,, b,) aus der Darstellung dieser offenen 


Mengen als Vereinigung: paarweise disjunkter Intervalle. Schreiben wir die letzte 
Ungleichung in.der Form 


ft.) — Far) 


(b. — 9) S G 


und summieren über %, so ergibt sich ° 


br) — Far) _ Fb) — fa) 
2, 0 — a) a Sum 


Da C beliebig groß gewählt werden kann, folgt daraus, daß die Menge aller Punkte, 


in denen A, = co ist, durch Intervalle (a,, b,) überdeckt werden kann, deren Gesamt- 
länge beliebig klein gemacht werden kann, d. h., diese Menge hat das Maß Null. 


Auf ähnliche Weise wird nun unter (zweimaliger) Verwendung des Rieszschen- 


Lemmas gezeigt, daß fast überall A, > A, gilt. Diese Aussage ist gleichbedeutend 
damit, daß A, <A, nur auf einer Menge M vom Maß Null ist. Da diese Menge M sich 


ihrerseits als abzählbare Vereinigung von Mengen E,,. der Punkte x darstellen läßt, 


in denen ), <e und A,>C für feste rationale Zahlen e und CC (O<e<Ü<x) 
ist, genügt es, u(E,,c) = 0 für beliebige c und Ü zu zeigen. Dafür beweisen wir zu- 
nächst: 


Für ein beliebiges Intervall («, P) C [e, bl ist : 
KB. nA) Seß—a), E=ejC. 


Betrachtet man die Menge derjenigen x € (a, ß), für die A, < c ist, dann gibt es 


für jeden Punkt x dieser Menge ein & < x, so daß 
Id Ze) _ 
EX 
ist, d.h. 
KO —cE > fe) — em, 
oder anders ausgedrückt: x ist ein von links unsichtbarer Punkt für die Funktion 


fix) — ex. Nach dem Lemma von F. Rırsz (vgl. die Bemerkung auf 8. 326) ist die 
Menge solcher x als Vereinigung von höchstens abzählbar vielen Intervallen («,, fx) 


N 
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aus (w, ß) darstellbar, wobei 
For) — 0% = Pr) — Pr; 
HB) — Ko) < elßr — 0%) Ä ® 


ist. Betrachten wir nun in jedem der Intervalle (x;, 8.) die Menge G, derjenigen x, 

für die A, > C ist, so erhalten wir wieder unter Verwendung des Rieszschen Lemmas, 
daß G, als Vereinigung höchstens abzählbar vieler ‚paarweise disjunkter Intervalle 
(%r ßx;) darstellbar ist und dabei 


d.h. 


D 


By on <= = Be) — Now) | (9) 


gilt. Da die Menge E,,c n (&, $) offensichtlich durch das System der Intervalle («,;, ßr;) 
(k,j = 1,2, ....) überdeckt wird und nach (8) und (9) 


(Pu — a) Zp FB) — For)] 


k. 


De 


Um HS 
% k 


ce 
C 
<o(ß® —«) 


ist, ergibt sich die obige Abschätzung für das Maß. der Menge E,.n (&, ß). -- 
Auf der Grundlage dieser Abschätzung ergibt sich nun aus dem nächsten Lemma 
sofort, daß #(E,,.) = 0 Ist. 


Lemma. Ist A eine meßbare Untermenge des Intervalls [a,b] und ist für ein. be- 
liebiges Intervall (&,ß) = [a,b] die Abschätzung u(A n(e, B) sel —a) erfüllt, 
wobei 0 <o< 1 ist, dann ist ul A) = 0. 


Beweis. Es sei „(4) =t. Dann existiert für jedes e> 0 eine offene Menge 
G=U (an: dm) (Am: Om) paarweise disjunkte Intervalle), so daß Ac-G und 


2 (m — a) <E + € ist. Setzen wir 4, = u[A N (Am,dm)); SO ist = 2 tm. Nach der 


Voraussetzung des Lemmas.ist andererseits E< go), (dm — m) <oe(t +); woraus 
wegen 0 <o< 1 die Aussage ti = 0 folgt. m = 

Damit ist das letzte Lemma bewiesen und gleichzeitig der Beweis des Satzes 
von LeBrs@un für den Fall abgeschlossen, daß die betrachtete monotone Funktion f 
stetig ist. 


Der Beweis für allgemeinen Fall ergibt sich völlig analog, wenn man die allgemeinere 
Fassung des Lemmas von Rızsz benutzt, die nachfolgend angegeben wird. 

Es sei g eine auf dem Intervall [«, 5] definierte Funktion, die nur Unstetigkeits- 
stellen erster Art besitzt. Nennen wir einen Punkt x, € [a,b] unsichtbar von rechts 
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für g(&), wenn ein & € (x, 5] existiert, so daß 


max [g(zo — 0), 9(@0); g(&0 + O1 < 9) 


ist, dann ist die Menge der für g von rechts unsichtbaren Punkte offen, und für die 
Endpunkte a,, b, einer Darstellung dieser Menge durch paarweise disjunkte offene 
Intervalle (a,, 5.) gilt 


9a.) < g(bı). 


“ Obwohl der Beweis des Satzes 1 ziemlich lang ist, besitzt der Satz selbst einen an- 
schaulichen Sinn. So läßt sich z. B. leicht erklären, daß A, (und A,) notwendig fast 
überall endlich sein müssen. Der Quotient Af/Ax, der das Wachsen der Funktion f im 
. Punkt & beschreibt, kann nämlich bei endlichem Gesamtwachstum f{b) — fla) - 
von f auf [e, 5] auf keiner Menge positiven Maßes unendlich sein. 


Manchmal erweist sich auch der folgende Satz über die gliedweise Differentiation 
einer Reihe aus monotonen Funktionen als nützlich. 


Satz 2. Eine auf [a, b] überall konvergente Reihe 
2PRa=Fa (10) 
n=1 


monoton. nichtfallender Funktionen F,(x) kann fast überall gliedweise definiert werden, 
d.h.,für fast alle Punkte x € [a, 5] geli 


zZ Fo) = Pa). 


Beweis. Man kann 0. B. d. A. voraussetzen, daß alle F'„(x) nichtnegativ und im 
Punkt x = a gleich 0 sind, da andernfalls das Ersetzen von F',(x) durch F,(x) — F,(@) 
zu solchen Funktionen führt. 

Es sei ZH < [e, b] die Menge aller Punkte x, in denen F, ’(x) (für alle r) und F’(«) 
existieren. Nach Satz 1ist zz (b — a). Für beliebige Punktezx€e Hund&e [a,b] 
gilt 

OA re 


Ex E-% 


Weil &— x und F,„(&) — F,(x) auf Grund der Monotonie das gleiche Vorzeichen 
haben, folgt daraus, daß für jedes N ; 


N 
IF —F, 
Emo — Fi) 


E—ıx ze E—Xx- 
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ist. Führt man in dieser Ungleichung den Grenzübergang & —> x durch, so ergibt sich 
B2 Pr, = Fe) 


"und daraus wegen F,(«) 20 (r=1,2, ...) 


ER) < Fa), u an 


n=1 


d. h., die Reihe der Ableitungen F','(x) konvergiert überall auf Z. Wir zeigen nun, 
daß in (11) für fast alle x das Gleichheitszeichen gilt. Dazu bestimmen wir für jedes & 
eine Partialsumme $,,(#) der Reihe (10), so daß 


; 

0: (PO) — 8,0) < z 
ist. Da die Funktion F(x) — 8,,(@) = 3 Fu(&) monoton siichfellend ist, gilt für 
beliebiges x auch m>nr 


1 
0< Flo) — Sa) < 5; 
Daher konvergiert die aus nichtfallenden Funktionen bestehende Reihe 


5 [Fia) — 8,,@)] a2) 


Sera | | | (18) 


die aus (12) durch gliedweise Differentiation entsteht, fast überall. Da das allgemeine 
Glied der konvergenten Reihe (13) notwendig gegen 0 strebt, gilt fast überall 


8.2) — Fa) > 0. 

Aus dieser Konvergenz einer Be 187.2) der überall auf Z konvergenten Par- 
| tialsummenfolge {8, (z)} von 2 F, (x) ergibt sich, daß in (11) fast überall das 
Gleichheitszeichen stehen muß, & h. auch auf [a, 5] fast überall 


& Fand) = Fa) 
n=1 
ist. Damit ist der Satz bewiesen. 


Folgerung. Eine Sprungfunktion hat fast überall eine verschwindende Ableitung. 
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x 


Das ergibt sich sofort aus Satz 2, wenn die Sprungfunktion als Reihe der nicht- 
fallenden „Stufen“ 
fü < 

nal, ür 2 <m,, 


th, für 2>m 


dargestellt wird (F,'(«) = 0fürc=#+3,). 


6.1.3. Die Ableitung eines Integrals nach der oberen Grenze. Wie wir früher (vgl. 
6.1.1.) festgestellt hatten, ist das Integral 


f pE) di 


einer beliebigen integrierbaren Funktion als Differenz zweier monotoner Funktionen 
darstellbar. Daraus ergibt sich mit Satz 1 sofort folgendes Resultat. 


Satz 3. Für jede integrierbare Funktion p existiert die Ableitung 
pl) di (14) 


für fast alle x. 


Es muß hier betont werden, daß wir bisher nur die Existenz der Ableitung (14) 
bewiesen haben. Die Frage, ob die Gleichheit 


- J pie) dt = pla) 


besteht, ist bisher nicht betrachtet worden. Wir werden in 6.3. darauf zurück- 
kommen und zeigen, daß diese Gleichung für eine beliebige integrierbare Funktion 9 
fast überall richtig ist. 


6.2. Funktionen von beschränkter Variation 


Die Frage nach der Differenzierbarkeit eines Lebesgueschen Integrals nach der 
oberen Grenze führte uns zur Betrachtung einer Klasse von Funktionen, die als 
Differenz zweier monotoner Funktionen darstellbar waren. In diesem Abschnitt 
geben wir für diese Klasse ein andere Beschreibung an, die sich nieht auf den Begriff 
der Monotonie stützt, und untersuchen grundlegende Eigenschaften dieser Funktionen. 
Wir beginnen mit zwei notwendigen Definitionen. 


/ 
\ 
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Definition 1. Gegeben sei eine auf dem Intervall [a, 5] definierte reelle Funktion 
f(x). Sie heißt Funktion von beschränkter Variation (oder beschränkter Schwankung), 
wenn es eine Konstante C gibt, so daß für jede Zerlegung des Intervalls [a, 5] durch 
die Punkte 

= u <m<er <m—b 


die Ungleichung 


MM: 


Man) - Mar) = C m 


k 
erfüllt ist. 


1 


Jede monotone Funktion ist von beschränkter Variation, weil für sie die Summe 
in (1) von der Wahl der Zerlegung unabhängig ist und stets den Wert |f{b) — f(a)| hat. 


Definition 2. Ist f eine Funktion von beschränkter Variation auf [e, 5], dann 
heißt die obere Grenze der Summen (1), gebildet für alle möglichen endlichen Zer- 
legungen des Intervalls [a, b], vollständige (totale) Variation (oder vollständige Schwan- 
kung) der Funktion f auf [a, 5], in Zeichen P?[f], d. h., es ist 


vefl= up? Ka) — Hara)l- 


. Bemerkung. Ist die Funktion f auf der ganzen Zahlengeraden definiert, so heißt 
! Funktion von beschränkter Variation auf (—0, ©), wenn die Größen 


ven 

für alle Intervalle [a, 5] als Menge beschränkt sind. Dabei wird dann 
lim Vf] 
b->oo 


die vollständige (oder totale) Variation der Funktion f auf der Geraden -—o <x< oo 
genannt und mit V2 [fl bezeichnet. 


Wir beweisen nun einige grundlegende Eigenschaften der vollständigen Variation 
einer Funktion. 


4. Wenn « eine konstante Zahl ist, dann gili 
Velaf] = el Ver. 
Das folgt sofort aus der Definition von vr. 


2. Wenn f und g Funktionen. von beschränkter Variation sind, dann ist f + g auch 
von beschränkter Variation, und es gilt . 


Vito Vf + Velo). | ) 
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Für jede Zerlegung des Intervalls [«, 5] ist nämlich 


& Man) + ga) — Fan); — Har-)| 

=2 Me) — Mrd)! +2 Ialar) — g@r-ı)| ; 
woraus sich wegen 

sup (A +B)ssupA + supB 


die Ungleichung (2) ergibt. 

Aus den Eigenschaften 1 und 2 folgt unmittelbar, daß. eine Linearkombination 
aus Funktionen von beschränkter Variation (auf einen festen Intervall [«, b]) 
wieder eine Funktion von beschränkter- Variation ist, d.h., die Funktionen von 
beschränkter Variation bilden einen linearen Raum (im Unterschied zur Mens | der 
monotonen Funktionen, die kein linearer Raum ist). 


3.Ita<b<e, dan gilt 3 
Vf + Ve Ve. (8) 


Das ergibt sich. folgendermaßen. Wir betrachten zuerst eine Zerlegung des Inter- 
valls [e, c], die den Punkt b als Teilpunkt enthält, etwa x, = b. Für diese Zerlegung 
ist 


Seelen 
k1 1 ker+1 
< Verfl + Velfl. (4) 


Ist eine beliebige Zerlegung des Intervalls [e, c] vorgegeben, so kann man zu den 
Teilpunkten dieser Zerlegung immer noch den Punkt 5 hinzufügen; ohne daß sich 
die Summe 


55 Il) — Fay-)| 


dadurch verkleinert. Folglich ist die Ungleichung (4) für jede Zerlegung des Inter- 
valls [e, ce] richtig. Daraus folgt sofort 


vensVel+ Veln. 


“ Andererseits gibt es für jedes &> 0 Zerlegungen der Intervalle [a,b] und Ib, ce]; 
so daß 


3 Ma) — Kai)! > Voll — s 
und 


2 fe) — Sega] > Wil 
I 
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ist. Fügen wir diese beiden Zerlegungen zusammen, so ergibt sich eine Zerlegung des 
Intervalls [e, c], für die j 


Was) — Ka) = Eier) — Main) + Me) — Ten 
i ; 


>Velfl+ Pelle 
gilt. Da e > 0 beliebig wählbar ist, folgt hieraus 
ve ven + VÜ). | 6) 
Aus (4) und (5) ergibt sich die behauptete Gleichung (3). | 


Weil die Variation einer beliebigen Funktion auf einem beliebigen Intervall stets 
nichtnegativ ist, ergibt sich aus Eigenschaft 3 die Eigenschaft 


4. Die Funktion 
via) = Vorl 
ist monoton nichtfallend. 


5. Wenn f in einem Punkt x* von links stetig ist, dann ist auch v(z) in-diesem Punkt 
von links stetig. 


Auf Grund der Stetigkeit von f gibt es zu jedem vorgegebenen e>0O einö>0, 


so daß |f{@*) — fiz)] < = für &* —5<xsa* ist. Wir wählen nun eine Zerlegung 


em <m << =a* 


des Intervalls [x,, x*] so aus, daß 
* u € 
vn 2 far) — Mar) < Fr (6) 
: =1 R 
ist. Dabei können wir 
a — 1 <6Ö 


annehmen (andernfalls nehmen wir noch einen Teilpunkt zur Zerlegung hinzu, was 
die Summe auf der linken Seite von (6) nicht verkleinert). Daraus folgt 


el 


und 
n—1 
vn = Man) — Ma-)| < e- 
=1 
Damit ist aber erst recht 


en ven 
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d.h. \ 

ver) — Van-1) < E- 

Da v eine monoton nichtfallende Funktion ist, ergibt FR aus dieser Ungleichung, 
daß v(zx*) — vi) < e für alle x € [2,1 <*] ist, was zu zeigen war. 


Wenn f in einem Punkt x* von rechts stetig ist, dann zeigen analoge Überlegungen, 
daß auch v in diesem Punkt von rechts stetig ist. Damit gilt: Wenn f in einem Punkt 
(oder auf dem ganzen Intervall [a, b]) stetig ist, dann ist dort auch v stetig. 


Ist f eine beliebige Funktion von beschränkter Variation auf a 5] und v ihre voll- 
ständige Variation auf [e, x], dann ist die Differenz 
a ? er j x 
eine monoton nichtfallende Funktion. Denn für ©’ < x” ist stets 
fa) — Far)| < va”) — ve) = VEN. 
und daher ist die Differenz 
ge”) — Pla’) = [oie”) — v@)] — a) IE] MM, 
stets positiv..Da andererseits die Funktion f in der Form 
=v—-p 
darstellbar ist, erhalten wir folgendes Resultat. 


 Satzl. , ede Finkiion von beschränkter Variation kann als Differenz zweier monoton 
nichtfallender Funktionen dargestellt werden. 


Die Umkehrung dieses Satzes ist offensichtlich auch richtig: Jede Funktion, die 
als Differenz zweier monotoner Funktionen dargestellt werden kann, ist von be- 
schränkter Variation. Daher stimmt die Gesamtheit der Funktionen, die als Differenz 
monotoner Funktionen darstellbar sind, mit der Gesamtheit der Funktionen von 
beschränkter Variation überein. 


Aus Satz 1 und dem in 6.1.2. bewiesenen Satz von LuB&savE über die Differenzier-' 
barkeit monotoner Funktionen folgt nun unmittelbar: 


Jede Funktion von beschränkter Variation besitzt fast überall eine endliche Ab- 
leitung. 


Aufgaben 


1. Man zeige: Wenn / auf [a,b] eine beschränkte Ableitung besitzt (d.h., //(x) existiert überall, 
und es ist |{@)| <,0, x e[a, 5}); dann ist / eine Funktion von eher Variation, und 
es gilt : 

vers 0b — a). 


2. Man zeige, daß die vollständige Variation der Funktion Hx) = x» sin 2 auf[0, 1]unendlich ist. 
x 
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Man überlegt sich leicht, daß konstante Funktionen und nur diese eine verschwin- 
dende vollständige Variation besitzen. Setzen wir 


Il = Ve; 


dann besitzt diese Größe die Eigenschaften 2 und 3 einer Norm (vgl. 3.3.1.), während 

‘die Eigenschaft 1 entsprechend der vörhergehenden Bemerkung nicht erfüllt ist.. 
Werden jedoch nur Funkticnen auf [e, 5] betrachtet, die der Bedingung f{a) = 0 
genügen, dann besitzt die Größe V,[f] alle Eigenschaften einer Norm, und es ist 
folgende Definition sinnvoll. Die Menge V°[e, 5] der Funktionen von beschränkter 
Variation auf dem Intervall [e, b], die der Bedingung (a) = 0 genügen, bildet mit 
der wie üblich definierten Addition von Funktionen und Multiplikation mit reellen 
Zahlen und der Norm . 


Il = Verf 


einen linearen normierten Raum, der als Raum der Funktionen von. beschränkter 
Variation bezeichnet wird. (Der Leser beweise die Vollständigkeit dieses Raumes!) 


6.3... Die Ableitung des unbestimmten Lebesgueschen Integrals 


In 6.1. haben wir bewiesen, daß das Lebesguesche Integral 
j 
[ro d 
[4 


als Funktion von x fast überall eine endliche Ableitung besitzt, jedoch nicht gezeigt, 
wie diese Ableitung mit dem Integranden zusammenhängt. Jetzt beweisen wir fol- 
gendes Resultat, auf das wir schon am Einde von 6.1. hingewiesen haben. 


Satz 1. Für jede integrierbare Funktion f gilt fast überall 


„fa =re. 


Beweis. Wir setzen 
De) = | jo «a 
& 
und zeigen zuerst, daß für fast alle x 
fe) = 9'(@) 
gilt. Ist f(x) < ©’(x), dann gibt es zwei rationale Zahlen & und ß, so daß 
fa) <a <P<Pl) ‘ A) 
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gilt. Bezeichnen wir mit E,, die Menge aller Punkte x, für die (1) erfüllt ist, dann ist 
E,s meßbar, da f und 8’ meßbar sind. Im weiteren zeigen wir, daß u(E,,) = 0 für 
beliebige rationale Zahlen x, ß ist. Auf Grund von 


WIDTRENZ Re 


und der Abzählbarkeit der rationalen Zahlen folgt daraus 
ule: fa) < Pd) = 0, 


was mit der obigen Behauptung äquivalent ist. 
Es sei nun eine beliebige Zahl & > 0 vorgegeben und ö > 0 so bestimmt, daß 


08 = 


für u(e) < ö ist (ein solches ö existiert auf Grund der absoluten Stetigkeit des Inte- 
grals). G sei eine offene Menge in [a, b] mit der Eigenschaft 


GDE., und ul) <wuEs) +6. 
Ist nunx € E,,, dann gilt für alle genügend nahe bei x gelegenen e>x 


D(E) — Bk«) 


EI, >ß : 2) 


oder 


DE) - PE> Bla) — Pr, 


d. h., & ist ein von rechts unsichtbarer Punkt für die Funktion @(x) — ßx auf einem 


beliebigen Intervall aus der Darstellung von @ durch paarweise disjunkte offene . 


Intervalle. Nach dem Lemma von F. Rızsz (vgl. 6.1.2.) gibt es nun eine offene Menge 
S= U (@;, b,) mit den Eigenschaften 2, Sc G und 


Bibi) — Pb. Z Bla) — Par. 
Nach dieser Ungleichung ist 


Bd) — Pla,) > Plbr — ar), 
d.h. 


br 
joa = an. 


Summieren wir diese Ungleichungen für alle Intervalle der Darstellung von 8, dann 
erhalten wir 


[tod = Bus). | oa 
ur | j 


22 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Andererseits ist 
ne oe + [to )dt < En) +e<ouß)+e+lalö. (4 
Ep SNEaB 
.Ein Vergleich von (3) und (4) ergibt 
ButS) S aulS) HE + Ielö, 
e+ jalö 
Be 
Daraus folgt: Die Menge E,, kann durch eine offene Menge $ von beliebig kleinem 


Maß überdeckt werden (6 kann z.B. so bestimmt werden, daß |x]ö < e ist), d.h. 


HR.) = 0. 
Nach der Bemerkung am Anfang des Beweises ist bisher gezeigt, daß fast überall 


fe) 2 Pe) 


u(S) S 


gilt. Ersetzen wir f(x) durch —/(z), so erhalten wir auf dieselbe Weise, daß fast 
überall 


fe) > —D'(«), 


d.h. 
fa) < Pe) 


ist. Aus beiden Ungleichungen folgt 
; d 
= P@)=- fi d 
© 
a 


für fast alle x € [a,b], was zu zeigen war. 


6.4. Berechnung einer Funktion aus ihrer Solange: 
Absolut stetige Funktionen 


Bisher haben wir die erste der am Anfang dieses Kapitels gestellten Fragen gelöst; 
wir haben gezeigt, daß die Gleichheit 


62 r ft) dt = fix) (fast überall) 
da 


für eine beliebige auf [a,b] integrierbare Funktion besteht. Nun betrachten wir die 
zweite der dort formulierten Fragen, d.h., wir untersuchen, ob sich die im Fall 
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stetig differenzierbarer Funktionen gut bekannte Newton-Leibnizsche Formel 
= i 
Flo) = Fa) + | Fi z () 
4 


auf den allgemeinen Fall des Lebesgueschen Integrals ausdehnen läßt. Dabei ist es 
natürlich, die Betrachtungen auf fast überall differenzierbare Funktionen. emzu- 
schränken, da sonst die Gleichung (1) keinen Sinn hat. Wie wir bereits wissen, sind 
solche Funktionen insbesondere die Funktionen von beschränkter Variation. Anderer- 
seits ist auch das Integral auf der rechten Seite von (1) eine Funktion von beschränk- 
ter Variation. Daher kann die Gleichung (1) nur in der Klasse der Funktionen von 
beschränkter Variation und nicht auf einer noch umfangreicheren Klasse richtig 
sein. Weil jede Funktion von beschränkter Variation als Differenz zweier monoton 
nichtfallender Funktionen darstellbar ist, werden wir in erster Linie monotone Funk- 
tionen betrachten. | 


Satz 1. Die Ableitung f einer monoton nichtfallenden Funktion ü ist integrierbar, 
und es gilt 


[rw de <= fb) — fa). 


Beweis. Die Ableitung der Funktion f im Punkt x ist als Grenzwert des. Quo- 
tienten!) 


ante I) 


h 


für A —0 definiert. Aus der Monotonie der Funktion f folgt ihre Integrierbarkeit 
und die Integrierbarkeit jeder der Funktionen 9,. Daher 'kann die Gleichung e ) 
AubegFIert werden. Man erhält i 


ma ifrerna 3 [ana 


b+h a-+h 


ee 
b a 


Der Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung strebt für h> 0 + 0 gegen 
tb) — fa + 9 Daher erhalten wir nach dem Satz von FAtou 


VE 


5 
[rto) ae <tim | ate)de = 10) fa +0 =1M Ne), 


- 4 


1) Damit der Ausdruck f{x +) für jeden Punkt x e[a, 5] sinnvoll ist, nehmen wir f(x) = f(b) 
für > und f{x) = fa) fürx< aan. 


238 
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wobei auch die Integrierbarkeit von f’ aus diesem Satz folgt. Damit ist Satz 1 be- 
wiesen. 


Es ist nicht schwierig, eine monotone Funktion f zu finden, für die echte Ir 
gleichheit 


b 


[rw de < 16) — fa) 


a 


besteht. Die Funktion 


10 für0sz < 


lm 


fa) = 1 
1 für z=l 


ist z. B. eine solche Funktion. Interessant ist, daß es sogar Eheitge monötone Funk- 
‚ tionen gibt, für welche die echte Ungleichheit 


Ra 


Fo) da < le) — fa) 


bei beliebigem x besteht. Eines der einfachsten Beispiele hierfür ist das folgende. 
Wir betrachten auf dem Intervall [0, 1] die Cantorsche Menge und definieren die 
Funktion f auf den Zwischenintervallen n-ten Ranges (einschließlich ihrer Grenzen) 
durch 

2k —1 


eg k=1,2,3,...,20, (3) 


wobei diese Intervalle von links nach rechts zu numerieren sind. Es ist also 


= 
: 
= 


m aha 
= = 
I I 


= 
I | 
elw lm wel 


eu 
ia 
s|-ı 
IA 
IN 
o|w 


usw. (vgl. Abb. 21). Damit ist f auf dem gesamten Intervall [0, 1] mit Ausnahme 
der Punkte zweiter Art der Cantorschen Menge (das sind die Punkte aus [0, 1], die 
weder zu den Zwischenintervallen gehören noch Randpunkte von solchen sind) 
definiert. In den letztgenannten Punkten definieren wir f auf folgende Weise. Ist i* 
ein Punkt zweiter Art der Oantorschen Menge, {t„} eine wachsende und {f,') eine 
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fallende gegen t* konvergente Folge von Punkten erster Art (Endpunkte von Zwi- 
schenintervallen), dann existieren die Grenzwerte: 


lim ff.) und lim ftt,') 4) - 


M>OO 


und sind, wie man leicht nachprüft, gleich. Ihren gemeinsamen Wert setzen wir als 
Funktionswert f{t*) im Punkt i* fest. Die so definierte Funktion wird als Cantorsche 
Treppenfunktion bezeichnet. Sie ist auf dem ganzen Intervall [0, 1] stetig und mono- 


Abb. 21 


ton zichtfallend. Ihre Ableitung ist in jedem Punkt eines Zwischenintervalls offen- 
sichtlich gleich 0 und daher auf [0, 1] fast überall 0, so daß in diesem Fall 


z 


= [rod< fe) — 10) = fie) 


für ein beliebiges x aus (0, 1] gilt. 
Wir vn nebenbei darauf hin, daß für eine monotone Funktion f(x) aus der 


Gleichheit f ft) dt = f(b) — f(a) die Gleichheit f fe) dt= f(x) — a) für jedes 
x € (a,b] folgt. j 
Um die Klasse der Funktionen beschreiben zu können, für die die Gleichheit 


b 


[rw d = 1) — fa) 


a 


besteht, führen wir folgende Definition ein. 


Definition 1. Eine auf dem Intervall [e, b] definierte Funktion heißt dort absolut 
stetig, wenn es für ein beliebiges e > 0 stets ein ö > 0 gibt, so daß für jedes endliche 
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System paarweise disjunkter Intervalle 
(&r, Br); k=1,2,...,n 
mit der Eigenschaft 


n nd 
2b.) <6 
kei 


die ee 


Rn 

= Ib) — Kan)l <e 
erfüllt ist. j 

Es ist klar, daß jede absolut stetige Funktion gleichmäßig stetig ist. Die Um- 
kehrung dieser Aussage ist jedoch im allgemeinen nicht richtig. Zum Beispiel ist die 
Fortsetzung der Cantorschen Treppenfunktion, die links von 0 identisch 0 und rechts 
von 1 identisch 1 ist, stetig auf dem Intervall [—1,.2] und demzufolge gleichmäßig 
stetig, jedoch nicht absolut stetig. Das ergibt sich daraus, daß die Cantorsche 
Menge durch ein endliches System von Intervallen (a,, b,), k=1,2,....,n, mit be- 
liebig kleiner Gesamtlänge überdeckt werden kann, während offensichtlich 


\ 


N 


Edel 
k=i 
ist. 


Wir Bye nun einige grundlegende Eigenschaften absolut stetiger Funk- 
tionen. 


1. In Definition 1 kann an Stelle eines beliebigen endlichen Systems von Inter, 


_ vallen mit einer Gesamtlänge kleiner als ö ein beliebiges abzählbares System von 


Intervallen mit einer Gesamtlänge kleiner als ö betrachtet werden, ohne daß sich die 
Definition inhaltlich ändert. Denn kann man für ein vorgegebenes e > 0 ein 6.>0 an- 
geben, so daß 


DM: 


Mr) — Kar)| < 8 


k 


Il 
- 


für ein beliebiges endliches System von Intervallen (e,, 5.) mit 


”M= 


(da) <6ö 
K 


Il 
- 


gilt, dann sit auch für ein beliebiges abzählbares can von Intervallen (x;, ß}): 
k=1,2,..., mit 


Fer 
k=1 
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für beliebiges » stets 


63 MB) — Han) <e 


“und, wenn man den Grenzübergang n — oo durchführt, 
z HB) - Kan)l se. 
=1 


2. Jede absolut stetige Funktion ist von beschränkter Variation. 

Absolute Stetigkeit auf dem Intervall [e, b] bedeutet für die Funktion f insbeson- 
dere, daß für jedes e > 0 ein 6 > 0 gefunden werden kann, so daß die vollständige _ 
Variation der Funktion f auf einem Intervall mit einer Länge kleiner als.ö nicht 
größer als & ist. Da das Intervall [e, 5] in endlich viele Intervalle mit einer Länge 
kleiner als ö zerlegt werden kann, ist dann auch die vollständige Variation von f auf 
[e, 5] endlich. j 

3. Die Summe von absolut stetigen Funktionen und das Produkt einer solchen Funk- 
‚tion mit einer Zahl sind wieder absolut stetige Funktionen. 

Das folgt sofort aus der Definition der absoluten Stetigkeit und den ns 
des absoluten Betrages einer Summe bzw. eines Produktes. 


Die Eigenschaften 2 und 3 besagen, daß die absolut stetigen Funktionen im Raum j 
aller Funktionen von beschränkter Variation eine lineare Menge bilden. 


4. Jede absolut stetige Funktion kann als Differenz zweier absolut stetiger nicht- 
fallender Funktionen dargestelli werden. 
Da jede absolut stetige Funktion f als Differenz 


[=vg 
der beiden nichtfallenden Funktionen 
v@)=Vlf] und ge) = ve) — fe) 


dargestellt werden kann, genügt es, für den Nachweis der Eigenschaft 4 zu zeigen, 
daß die Funktion v(x) absolut stetig ist. Die absölute Stetigkeit von g folgt dann 
sofort aus Eigenschaft 3. Es sei ein e > 0 vorgegeben und dazu ein ö > O entsprechend 
der ‚Definition der absoluten Stetigkeit von f bestimmt. Für ein beliebiges System 
von n Intervallen (a,, 5.) mit einer Gesamtlänge kleiner als ö betrachten wir die 
Summe 


(v(bı) — v(a)). (8) 


N”: 


En 
|) 
- 


Die Summe ist gleich der oberen Grenze der Zahlen 


lad Mel a 6) 


EN. 
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bei allen möglichen endlichen Zerlegungen 
j 1 =%o <a <a <er< m, = bi; 


Gig <Mı < Una << um, = de: 


Tine < in < Una << Rn = du 


der Intervalle (a,, b,), ..., (0, b,). Da die Gesamtlänge aller Intervalle (x, ;-ı, #41) 
für jede Zerlegung kleiner als ö ist, wird auf Grund der absoluten Stetigkeit von f 
jede der Summen (6) kleiner als e sein. Folglich ist auch ihre obere Grenze (5) nicht 
größer als e, was die absolute Stetigkeit der Funktion v bedeutet. 


Die beiden folgenden Sätze beschreiben den engen Zusammenhang zwischen dem 
Begriff der absoluten Stetigkeit und dem unbestimmten Lebesgueschen Integral. 


Satz 2. Das unbestimmte Integral 
z 
Fo) = | 10) di 


einer integrierbaren Funktion f ist eine absolut stetige Funktion seiner oberen Grenze. 


Beweis. Ist {(a,, 5,)} ein beliebiges endliches System paarweise disjunkter Inter- 
valle, so ist 


Er) - Fa) = 2 => Jim )|,d = [ sole. 


Utan, dr} 


Strebt die Gesamtlänge des Intervallsystems gegen 0, dire folgt aus der absoluten 
Stetigkeit des Lebesgueschen Integrals (vgl. Satz 5 aus 5.5.), daß auch das Integral 
gegen 0 strebt. 


Satz 3 (Lebzsoun). Die Ableitung f = F’ einer auf dem Intervall [a,b] absolut 
stetigen Funktion F ist integrierbar, und es aM für jedes x € [a, b] 


J it) di = F(x) — Fla). 


Die Sätze 2 und 3 zeigen, daß sich die absolut stetigen Funktionen und nur diese 
aus ihrer Ableitung durch Integration eindeutig (bis auf eine additive Konstante) 
berechnen lassen. 


Für den Beweis des Satzes 3 brauchen wir folgendes Lemma. 


Lemma. Wenn die Ableitung einer absolut stetigen monoton nichtfallenden Funktion f 
fast überall gleich O ist, dann ist diese Funktion eine Konsiante. 


Beweis des Lemmas. Weil / eine stetige monoton nichtfallenden Funktion auf 
[a, 5] ist, stimmt ihr Wertevorrat mit dem Intervall [ {(a), f(b)] überein. Daher genügt - 
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es zu zeigen, daß. dieses Intervall die Länge 0 hat, wenn fast überall f(x) = 0 ist. 
Es sei E = {e:x€ [a,b], f(a) = 0), Z=[e,b] NE. Dann ist nach Voraussetzung 
„(Z) = 0. Für ein beliebig vorgegebenes e > 0 bestimmen wir nun ein ö6> 0 ent- 
sprechend der Definition der absoluten Stetigkeit von f und wählen eine Überdeckung 
der Menge Z durch ein System offener Intervalle (a,, d,) mit einer Gesamtlänge . 
kleiner als 6. Das ist wegen u(Z) = 0 möglich. Entsprechend der Auswahl von 6 ist 


2 fd) — Kan) <e; 


d. h., die Menge der Funktionswerte von f auf dem System {(a;, b,)} (und damit erst _ 
recht auf der Untermenge Z) hat ein Maß kleiner als . Da & > 0 beliebig war, folgt 
ulftZ)) = 0. 

Wir betrachten nun die Menge Z = [a,b] NZ. Ist x, € E, so ist f(x) = 0, und: 
für alle hinreichend nahe bei x, liegenden x ist die Ungleichung 


fe) — Me) _ 


erfüllt. Nehmen wir x > x, an, so heißt das 4 


Kr) — Mao) < el® — %o) 
oder oo. 
x — fx) <er — fR), 


d.h., x, ist ein von rechts unsichtbarer Punkt für die Funktion g(x) = ex — f{&). 
Nach dem Lemma von F. Rızsz ist die Menge E damit in einem endlichen oder 
abzählbaren System von Intervallen («;,, ß,) enthalten, in deren Endpunkten die 
Bedingungen 


eßr — Hr) Z eo: — Kor); 


also 


HB) — For) S e(ßr 0%) 


“ erfüllt sind. Summieren wir die letzten Ungleichungen über k, so ergibt sich 
2 (HB) — Mor) < e2 (Pr — a) Selb — a). 


Das bedeutet, daß die Menge der Funktionswerte von f auf einem E überdeckenden 
Intervallsystem ein Maß kleiner als &(b — «) hat. Da > 0 beliebig wählbar ist, folgt 
u{I) = 0. 
Damit ist gezeigt, daß HE) und f{Z) das Maß 0 haben. Da aber die Vereinigung 
beider Mengen gleich [f(e), f(b)} ist, hat auch dieses Intervall das Maß 0, was zu 
zeigen war. 
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Auf der Gundlage des Lemmas ist nun Satz 3 leicht zu beweisen. Wir beschränken 
uns dabei auf den Fall, daß F(x) nichtfallend ist. In diesem Fall ist 


"Dla) = Fa) — [ fti) di 


auch eine monoton nichtfallende Funktion, denn für x” > x ist 


ZZ 


D(#') — Bla’) = Fa”) — Fler) — 1 )d>0. 


Außerdem ist ®. absolut stetig (als Differenz zweier absolut stetiger Funktionen) und 
Ö'(z) = 0 fast überall (nach Satz 1 aus 6.3.). Daher ist ® nach dem obigen Lemma 
eine Konstante. Setzen wir in (7) x =, so sehen wir, daß diese Konstante gleich 
Fa) ist. Damit ist der Satz bewiesen. 


Wir haben früher schon festgestellt, daß jede Funktion f von beschränkter Variation 
als Summe 


I=H+p 


aus einer Sprungfunktion HZ und einer stetigen Funktion g von beschränkter Varia- 
tion dargestellt werden kann. Setzt man für die stetige (im allgemeinen nicht absolut 
stetige) Funktion @ 


€ 


vo) = [Po di, 


@ 


so ist die Differenz 
KFy—yv 

ebenfalls eine Funktion von beschränkter Variation mit fast überall verschwindender 
Ableitung 

d d 

— =o _ 'ddE—0. 

7, Pk) Fk 

" a 


Bezeichnen wir eine stetige Funktion von beschränkter Variation mit fast überall 
verschwindender Ableitung als singuläre Funktion, so können wir folgendes Resultat 
. formulieren: 


Jede Funktion von beschränkter Variation kann in Form einer Summe 
I=H+y+% u) 


aus einer Sprungfunktion, einer absolut stetigen Funktion und einer singulären Funk- 
tion dargestellt werden. 
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Es läßt sich leicht zeigen, daß jeder der Summanden in der Zerlegung (8) durch 
die Funktion f bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt ist. Werden alle 
Funktionen in (8) durch die Forderung normiert, daß sie in. dem Punkt x = a ver- 
schwinden sollen, dann ist die Zerlegung (8) eindeutig. Differenziert man die Glei- 
chung (8), so. ergibt sich 


To) = WR) | 
für fast alle x, da ZH’ und x fast überall gleich 0 sind. Daher kann bei der Integration 


der Ableitung einer Funktion von beschränkter Variation diese Funktion durch ihre‘ 


absolut stetige Komponente ersetzt werden. Die zwei anderen Komponenten (die 
Sprungfunktion und die singuläre Funktion) „verschwinden dabei spurlos“. 


Es ist sehr interessant, die Resultate dieses Abschnitts mit denen der Theorie der 
Distributionen zu vergleichen. Wie in Kapitel 4 werden. wir unter einer Distribution 
ein lineares stetiges Funktional auf dem Raum K der finiten unendlichen oft diffe- 
renzierbaren Funktionen verstehen. Dabei entspricht einer gewöhnlichen lokal inte- 
grierbaren Funktion f das Funktional, das jedem Element € K die Zahl 


(9) = [ He) Pla) de 


zuordnet. Die Distributionsableitung dieses Funktionals ist dann das Funktional, 
das jedem Element € K die Zahl 


N9)= —[ I&) (a) de 
. oo 
zuordnet. Da in der Klasse der Distributionen die Gleichung y’ — 0 nur die üblichen 
Lösungen (Konstanten) ‚besitzt, ist jede Distribution durch ihre Ableitung bis auf 
eine additive Konstante bestimmt. Insbesondere ist also jede lokal integrierbare 
Funktion f (bis auf eine additive Konstante) fast überall durch ihre Distributions- 


ableitung f’ bestimmt, Setzen wir voraus, daß die Funktion f fast überall eine lokal. 


integrierbare Ableitung besitzt (das ist erfüllt, wenn f z. B. eine monotone Funktion 
ist) und bezeichnen diese (übliche) Ableitung mit fi = df/dx, so können wir diese 
Funktion als Distribution 

a 

= | Gennas 
x 
0 ö x 

auffassen. Man sieht nun leicht, daß diese Distribution f, im allgemeinen nicht mit 
der Distributionsableitung f übereinstimmt. So ist z. B. für 


1fürz >60, 
fe) = & 
Oo fürz soO 


fı = 0, aber f = 6 (vgl. Beispiel 1 in 4.4.3.). 


a 
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Satz 3 klärt die Redieheng zwischen Distributionsableitung und gewöhnlicher Ab- 
leitung einer Funktion. Nach diesem Satz stimmt in der Klasse der Funktionen von 
beschränkter Variation für absolut stetige Funktionen (und nur für sie!) die gewöhn- 
liche Ableitung mit der Distributionsableitung überein (vgl. die folgende Aufgabe 3). 

Die obigen Betrachtungen zeigen uns eine ähnliche Situation, wie wir sie schon 
in 4.4. besprochen haben: Um grundlegende Operationen der Analysis (hier die Dar- 
stellung einer Funktion durch ihre Ableitung) zu sichern, muß man entweder inner- 
halb des Rahmens der klassischen Analysis die betrachtete Funktionenklasse ge- 
nügend einschränken (hier absolut stetige Funktionen) oder umgekehrt den Begriff 
der Funktion (und entsprechend der Ableitung) wesentlich erweitern. 


Aufgaben 

1. Man zeige, daß die Definition der absoluten Stetigkeit einer Funktion mit der folgenden äqui- 
valent ist: f heißt absolut stetig auf [a,b], wenn jede Untermenge einer Menge vom Maß 0 
durch f in eine Menge übergeführt wird, die wieder das Maß 0 hat. 

2. Man bestimme die Distributionsableitung der Cantorschen Treppenfunktion. 


3. Es sei f eine Funktion von beschränkter Variation, f’ ihre Distributionsableitung, f, die Di- 
stribution, die der gewöhnlichen Ableitung df/d« der Funktion f entspricht. Man zeige, daß 


a)f=f, gilt, wenn / absolut stetig ist; 
b) fix) fast überall mit einer absolut stetigen Funktion übereinstimmt, wenn = f, gilt, und 
insbesondere fx) absolut stetig ist, wenn f = f, und f stetig ist. 


6.5. _ Das Lebesguesche Integral als Mengenfunktion. 
Der Satz von Radon-Nikodym 


6.5.1. Reellwertige Maße. Hahnsche und Jordansche Zerlegung eines Maßes. Die in 
den vergangenen Abschnitten für Funktionen auf der Zahlengeraden dargestellten 
Begriffe und Aussagen können weitgehend auf Funktionen ausgedehnt werden,. die 
auf einer beliebigen Menge mit Maß gegeben sind. Im folgenden wird diese Ausdeh- 
nung dargestellt. 

Es sei X eine Menge mit dem (endlichen) Maß u und f eine auf X bezüglich u 
integrierbare Funktion. Dann ist f auch auf jeder SIeBhareR Untermenge 4 von X 
integrierbar und folglich das Integral 


BA) = s! I) du | | eb) 
(bei festem f) eine Mengenfunktion auf der o-Algebra ©, aller meßbaren Unlseihengen 
der Menge X. Für eine beliebige Zerlegung 

A=UA4r 
k 
der meßbaren Menge A in endlich oder abzählbar viele paarweise disjunkte Mengen A, 
gilt (vgl. 5.5.4.) 

= 2, D(A,) ’ 
k 
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d. h., die durch (1) definierte Funktion © besitzt alle Eigenschaften eines o-additiven 
Maßes mit eventueller Ausnahme der Nichtnegativität (wenn f nichtnegativ ist, ist 
auch ® nichtnegativ). 

Definition 1. Eine beliebige (endliche) o-additive Mengenfunktion ® auf einer 

c-Algebra von Untermengen einer gegebenen Menge X heißt reellwertiges Maß}). 

Der Begriff des reellwertigen Maßes ist eine natürliche Verallgemeinerung des 
Begriffes des üblichen (nichtnegativen) o-additiven Maßes und reduziert sich, wie 
wir unten sehen werden, in gewissem Sinn auf den üblichen Maßbegriff. 

Aufgabe. Man zeige, daß für ein beliebiges (endliches) reellwertiges Maß ® auf einer 
o-Algebra & von Mengen eine Konstante c existiert, so daß |D(A)| sc für alle AE© gilt. 

‚Wir führen nun folgende Begriffe ein. Für ein reellwertiges Maß ®, das auf 
einer o-Algebra & von Untermengen der Menge X definiert ist, heißt eine Menge 
E € © negativ bezüglich ©, wenn Ö(EnF)=0 für alle Fe © ist; analog heißt & 
positiv, wenn (EnF)Z0für alle Fe S ist. 

Satz 1. Ist ® ein reellwertiges Maß auf X,?) dann existiert eine solche meßbare 
Menge A- = X, so daß A- negativ und At = X \ A7 positiv (bezüglich ®) ist. 


Beweis. Wir setzen 
a=infd(A), 


wobei das Infimum über alle negativen Mengen A gebildet wird. Ist {A,} eine Folge 


negativer Mengen mit 
Ayan D(A,)=a, 


dann ist a. = U A„, wobei PA) = = a ist, die gesuchte Menge. Dafür genügt es zu 


zeigen, daß A* =. X \ A” positiv ist. Nehmen wir an, 4*+ sei nicht positiv, dann 
"enthält A+ eine meßbare Untermenge C, mit 8(C,) < 0. Dabei kann die Menge C, 


selbst nicht negativ sein, weil wir sonst nach Vereinigung mit A eine FDRRHHNE : 


Menge Ä erhielten, für die 
B(Ä)<a 
im Widerspruch zur Konstruktion von A- wäre. Daher existiert eine kleinste ganze 
Zahl k, > 0, für die es eine. Untermenge CO, von C, gibt, die die Bedingung 
C)>— 


1 


1) Anm. d. Übers.: Im Original wird ein reellwertiges Maß als „Ladung“ (sapsın) bezeichnet. 
Damit wird auf die Analogie zu realen elektrischen Ladungen hingewiesen. Eine derartige 
elektrische Ladung kann man in einen positiven und in einen negativen Anteil zerlegen. Das 
Analogon hierzu für reellwertige Maße wird in Satz 1 bewiesen. 

2) Anm.d. Übers.: Die Aussage ‚,® ist ein reellwertiges Maß auf X“ bedeutet (vgl. Definition 1), 
daß in X eine o-Algebra & von Untermengen ausgezeichnet ist, auf der die Funktion © erklärt 
ist. Bine Menge A € © wird dann als meßbar (bezüglich ®) bezeichnet. 
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erfüllt. Es ist klar, daß C, # [OR ist. Wiederholt man nun für die Menge EC, NC, 
die gleichen Überlegungen wie für C,, so kommt man zu einer Menge C,, die die 
Bedingung 
i : 
BC)=2 E (k, > kı) 


2 


erfüllt, usw. Setzen wir schließlich 


F=0NUG,;, 
i-1 B 
so ist die Menge F‘, nicht leer, weil B(C,) < 0 und 8(C;) > 0 fürs > 1 ist. Aus der 
Konstruktion von F, ergibt sich, daß F, negativ ist. Vereinigen wir P, mit A-, so 
erhalten wir wie oben einen Widerspruch zur Konstruktion von 47, d. h., für alle 


- meßbaren Mengen EC X NA gilt 
DE) 20, 


also ist X N A positiv, was zu zeigen war. 

Die Zerlegung der Menge X in einen negativen Teil A- und einen positiven Teil 4+ 
heißt Hahnsche Zerlegung. \ 

-Die Hahnsche Zerlegung ist im allgemeinen nicht eindeutig bestimmt. Wenn 


X=4Aru4r und X=4Ayruf4r 


zwei solche Zerlegungen sind, gilt jedoch für jedes Z € & 


BEnAr)=BEnAr) und BSEnAr)=GEnAs). (2) 
Aus | 

En(ArNAs)CcEnAr (3) 
folgt nämlich 


D(En(AmNA))<O0. 
Andererseits ist auch 


En(ArNAy)CEnksr, (4) 
was “ 
B(En(ArNAZ))>0 


nach sich zieht. Also ist 
D(En(ArNAy))=0. 
„Analog erhält man | 


DE n (Ay NAr)) = 0. 
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Aus den letzten beiden Gleichungen folgt 
D(EnAr)= DE nAr). 


Genauso zeigt man auch die zweite Gleichung von (2). 
‚Ausgehend von (2) kann man nun feststellen. Das reellwertige Maß © bestimmt ein- 
deutig zwei nichtnegative Mengenfunktionen auf ©, nämlich 


Ö+(E) = Ö(E n At), 
D-(E) = —Ö(E n A), 


die die obere bzw. die untere Variation des reellwertigen Maßes ® genannt werden 
und offensichtlich folgende Eigenschaften besitzen: 


1.9=6—-6;; 
2.®* und ©- sind nichtnegative o-additive en (d.h. Maße im 
üblichen Sinn. 


Ein Maß ist offensichtlich auch die Funktion öl= © + ©; sie wird die voll- 
ständige Variation des reellwertigen Maßes ® genannt. Die Darstellung von ® als 
Differenz der oberen und der unteren Variation heißt Jı ordansche Zerlegung des reell- 
-wertigen Maßes ®. 


Bemerkung. Wir haben bisher nur endliche reellwertige Maße betrachtet, d.h. 
solche Funktionen ©, deren Werte nach oben und unten beschränkt waren. Die 
Funktionen ®* und ©- sind in diesem Fall endliche Maße. Alle obigen Betrachtungen 
können jedoch auch auf reellwertige Maße, die nur nach einer Seite beschränkt sind, 
ausgedehnt werden. 


6.5.2. Grundtypen von reellwertigen Maßen. Es sei „ ein o-additives Maß, das auf einer 
o-Algebra © von Untermengen der Menge X definiert ist. Die in © enthaltenen 
Mengen ‘nennen wir meßbar. Außerdem werden wir im weiteren folgende Begriffe 
benutzen. j 

Wir sagen, daß ein auf © definiertes reellwertiges Maß ® auf der meßbaren Menge 
4A, konzeniriert ist, wenn ®(E) = 0 für jede Menge EX \ A, ist. Die Menge A, 
heißt in diesem Fall Träger des reellwertigen Maßes ©. 

Ein reellwertiges Maß © heißt sietig, wenn ®(E) = 0 für jede einpunktige Menge E 
ist. ® heißt diskret, wenn es auf einer endlichen oder abzählbaren Menge konzen- 
triert ist. Diskretheit von ® bedeutet also die Existenz einer endlichen oder abzähl- 
baren Menge von Punkten c,, C3, ++, Cn, +.., so daß für jedes # € © 

= N dla) 
cr&E 


gilt. ® heißt absolut sietig (bezüglich eines gegebenen Maßes u), wenn ®(4) = 0 
für jede meßbare Menge A ist, für die u(A) = 0 ist. ® heißt singulär (bezüglich u), 
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‚wenn © auf einer Menge konzentriert ist, die bezüglich u das Maß 0 hat. Es ist 
klar, daß ein reellwertiges Maß d, das gleichzeitig absolut stetig und singulär bezüg- 
u eines Maßes u ist, identisch 0 ist. 


6.5.3. Absolut stetige reellwertige Maße. Der Satz von Radon-Nikodym. Ein Beispiel 
für ein reellwertiges Maß, das absolut stetig bezüglich eines gegebenen Maßes u ist, 
stellt das als Mengenfunktion betrachtete Lebesguesche Integral 


— [ ie) du 
A 


einer festen integrierbaren Funktion f dar. Mit dem folgenden Satz. wird bewiesen, 
daß diese Form bereits alle möglichen Fälle von absolut stetigen reellwertigen Maßen . 
ausschöpft. 


Satz 2 (RADon-NIKoDYM). Es sei u ein o-additives Maß, das auf einer o-Algebra 
von Untermengen der Menge X definiert ist, und ® sei ein reellwertiges Maß, das auf 
derselben o-Algebra definiert und absolut stetig bezüglich u ist. Dann existiert auf X 
eine bezüglich u integrierbare Funktion f, so daß 


= [ fe) du 


für jede meßbare Menge A ist. Diese Funktion f, die sogenannte Radon-Nikodym- 
Ableitung ‚des reellwertigen Maßes ® nach dem Maß u, ist bis auf u- Aquivalenz ein- 
deutig bestimmt. 


Beweis. Jedes reellwertige Maß kann nach 6.5.1. als Differenz zweier nicht- 
negativer Maße dargestellt werden. Ein absolut ‚stetiges Maß wird dabei als Diffe- 
renz absolut stetiger Maße dargestellt. Daher genügt es, den Beweis des Satzes für 
nichtnegative reellwertige Maße, d. h. Maße im üblichen Sinn, durchzuführen. Wir 
beweisen zunächst folgendes Lemma. 


Lemma, Es sei ® ein bezüglich u absolut sietiges Maß, das nicht identisch O ist. 
Dann existieren eine Zahl n und eine meßbare Menge B, so daß u(B)>0 und B eine 


1 
‚positive Menge bezüglich des reellwertigen Maßes BD — — u ist. 
ın 


Beweis des Lemmas. X = A, u A„* sei die Hahnsche Zerlegung für das Maß 


D unge 1,2,..., und es sei 
n 


DB(A) Ss E u(Ay) für allen, 
y7A » 
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d.h. ®(Ay”) = 0. Daraus folgt Ö(A,*) > O und wegen der absoluten Stetigkeit von ® 
(bezüglich „) auch u(A,*) > 0. Damit muß es ein rn geben, für das a(A,*) > 0 ist. 
Diese Zahl n und die Menge B = A,* erfüllen die Bedingungen des Lemmas. 


Wir gehen nun zum eigentlichen Beweis des Satzes über. Dazu sei X die Menge 
aller Funktionen f auf X, die die folgenden Eigenschaften besitzen: f ist nichtnegativ, 
integrierbar bezüglich u, und es gilt f f(x) du < D(A) für jede meßbare Menge A. 
Weiter sei 4 


el]: 


Sek (X 


und {f„} sei eine Folge von Funktionen aus K mit der Eigenschaft 


lim Stn®) du=M. 


N>00 X 
Setzen wir nun 


In®) — max (hi), Ts(®), ... 1n(®)) ’ 


N 
dann ist jede meßbare Menge # in der Form E = U) E, darstellbar, wobei g„(«) = fı(x) 
auf EZ, und E,nE, = 0 (k =# |) ist. Daher gilt, *=1 


[nede=% [Ie)du< 2 DB, = DB). 
E k=1 Er . k=1 
Setzen wir 


f) = Sup {ue)}; 


so ist offensichtlich {(«) ‚= lim 9„(x) und folglich nach dem Satz von B. Levi 


Ste) du = lim [gula) du =M. 
x n>X X 


x 


Wir zeigen nun die Gültigkeit von 
DE) — Sie) du =0. 
E 
Nach Konstruktion ist die Mengenfunktion 


AB) = DB) — | Ha) du 
E . 


nichtnegativ und besitzt alle Eigenschaften eines Maßes, Außerdem ist sie offen- 
sichtlich absolut stetig bezüglich z. Nehmen wir nun an, daß A == 0 ist, dann gibt es 
nach dem Lemma eine Zahl & > 0 und eine Menge B, u(B) > 0, so daß 


suEnB) sAMEn B) 


33 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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für eine beliebige. meßbare Menge E ist. Setzen wir h(x) = f(x) + &xz(&), wobei x,(x) 
die charakteristische Funktion der Menge B ist, so erhalten wir für eine beliebige 
meßbare Menge E 


 [Mayau= [Ha)du + un) = Ste) du + @Bn 2) = om), 


E\NB 


d. h,, h(x) gehört einerseits zur oben definierten Menge K; während andererseits 
ro an = [i) x) du + eu(B) > M 
ist. Aus diesem Widerspruch folgt, daß die Annahme } = 0 nicht Be sein kann, 
also } = 0 ist, d.h. 
Ö(4) = J fa) du 
für beliebige meßbare Mengen A gilt. Damit ist die Existenz der i im Satz angegebenen 


Funktion f bewiesen. 
Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von j. Wenn für alle A € © 


= [ hie) du = [ File) du 
A A 
angenommen wird, dann folgt für die Mengen 
1 
A,n= 1e: [f.(®) — h@)] >| 


aus der Cebysevschen Ungleichung (vgl. 5.5.4.) 
na) sn [Ihe hala=0, n=12.. 


An 

Analog ergibt sich für B„ = {x: [h(®) — fa(@)] > 1/m} 
HB) =. 

Wegen. 


ZUEZ ELEND | i 
folgt daraus 
ale: fl) + la} = 


d. h., auf X ist fast überall fı(©) = f,(«), was zu zeigen war. 


Bemerkung. Der Satz von Rapox-NIKoDYM stellt offensichtlich die natürliche 
Verallgemeinerung des Satzes von LrsEsqUuR (Satz 3 aus 6.4.) dar, nach dem eine 
absolut stetige Funktion das Integral ihrer Ableitung ist. Während es jedoch bei der 
Betrachtung von Funktionen auf der Zahlengeraden eine Methode zur Bestimmung 
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dieser Ableitung gab (Berechnung des Grenzwertes von Af/Ax für 4x —0), stellt der 
Satz von RADon-NIKODYM nur die Existenz der Ableitung dÖ/du eines absolut stetigen 
reellwertigen Maßes ® nach dem Maß u fest und liefert keine Möglichkeit zur Berech- 
nung dieser Ableitung. Man kann jedoch eine Methode zur Berechnung dieser Ab- 
leitung angeben. Sie besteht darin, daß man den Grenzwert des Quotienten B(A)/u(A) 
für ein System von Mengen berechnet, das sich in einem gewissen Sinn auf den 
vorgegebenen Punkt zusammenzieht. Wir verzichten hier auf eine Darstellung dieser 


Methode und verweisen den Leser auf das Buch [61], wo man eine detaillierte Be- 


handlung dieser Fragen findet. 


6.6. Das Stieltjessche Integral 


6.6.1. Stieltjessche Maße. In 5.1. hatten wir das Lebesguesche Maß auf der Zahlen- 
geraden konstruiert. und bereits auf die folgende Möglichkeit der Konstruktion: eines 
allgemeineren Maßes hingewiesen (vgl. 5.1.3.). Man definiert, ausgehend von einer 
monoton nichtfallenden linksseitig stetigen Funktion F, für alle abgeschlossenen, 
halboffenen und offenen Teilintervalle des Grundintervalls [e, 5] durch die Formeln 


m(&, ß) = F(ß) — Fa +0), } 
m BHO-FR, | 
m(&, B] = F{ß +0) — Flo +0), | 
m{a, 8) = F(ß) — Fi) 


ein Maß und setzt dieses Maß mit Hilfe des Lebesgueschen Verfahrens auf eine 
o-Algebra Ar fort. Diese o-Algebra enthält alle offenen, alle abgeschlossenen (und 
damit auch alle Borelschen) Untermengen von [a, b]. Die Fortsetzung urdes Maßesm - 
auf Ay, die man auf diese Weise gewinnt, heißt. Lebesgue-Stieltljessches Maß. Die 
Funktion F heißt erzeugende Funktion dieses Maßes. 

Wir betrachten einige Beispiele von Lebesgue-Stieltjesschen Maßen. 


1) 


1. Ist F eine Sprungfunktion mit den Sprungstellen z,, x, ... und den Sprüngen 
hy, Re, ... in diesen Punkten, so läßt sich das Maß u7, das dieser Funktion entspricht, 


“ auf folgende Weise beschreiben: Alle Untermengen des Intervalls [e, 5] sind meßbar, 


und das Maß einer Menge A ist gleich 
urA)= Ih. < 2» 


meA 


Aus der Definition des Lebesgue-Stieltjesschen Maßes folgt nämlich sofort, daß das 
Maß jedes Punktes x; gleich h,; und das Maß des Komplements der ee eih= 


jede Untermenge Ac[a,b). 


„23* 
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Ein Maß Kr, das einer Sprungfunktion F entspricht, heißt diskretes Maß. 

2. Ist F eine absolut stetige nichtfallende Funktion auf [e, b], {= F’ ihre Ab- 
leitung, so ist das Maß ur auf allen Lebesgue-meßbaren Untermengen des Intervalls 
[e, b] definiert, und es gilt für derartige Mengen A 


- [Ha)de. ee 8) 
4 


Nach dem Satz von LeBzscur ist nämlich für jedes offene Intervall («, ß) 
Hrla, 8) = F(ß) — Flo) = Sie 2) da, 


ind da die Lebesguesche Fortsetzung eines o-additiven Maßes durch ihre Werte 
auf dem Ausgangssemiring eindeutig bestimmt ist, gilt (3) für beliebige Lebesgue- 
meßbare Mengen A < [a,b]. 

Ein Maß ur, das einer absolut stetigen Funktion F entspricht, heißt absolut stetiges 
Maß. 

3. Ist F eine singuläre stetige Funktion, dann entspricht ihr ein Maß ur, das ganz 

.auf der Menge (vom Lebesgueschen Maß 0) konzentriert ist, auf der F’ verschieden 

von 0 oder nicht erklärt ist. f 

Ein Maß ur, das einer singulären Funktion F entspricht, heißt singuläres Maß. 


"Es ist klar, daß für eine Funktion F = F, + F, das entsprechende Maß ur die 
Gestalt ur = ur, + Ur, bat. Daher folgt aus der. Zerlegbarkeit einer monotonen 
Funktion in eine Summe aus einer Sprungfunktion, einer absolut stetigen und einer 
singulären Funktion, daß jedes Lebesgue-Stieltjessch a Maß als Summe eines dis- 
kreten, eines absolut stetigen und eines. singulären Maßes dargestellt werden kann. 
Da die Zerlegung der erzeugenden Funktion bis auf "konstante Summanden eindeutig 
ist, ergibt sich entsprechend der Definition (1) für jedes Lebesgue-Stieljessche Maß 
eine eindeutig bestimmte Zerlegung in eine diskrete, eine absolut stetige und eine 
singuläre Komponente. 


Bisher haben wir Lebesgue-Stieljessche Maße auf einem Intervall betrachtet. Ist 
jetzt F eine (nach oben und unten) beschränkte monotone nichtfallende Funktion 
auf der ganzen Geraden und definieren wir analog zu (1) ein Ausgangsmaß für die 
verschiedenen Intervalle, so erhalten wir durch den Lebesgueschen Fortsetzungs- 
prozeß ein endliches Maß auf der ganzen Geraden, das wir ebenfalls Lebesgue-Stieltjes- 
sches Maß nennen. Das Maß der ganzen Geraden ist bei diesem Maß gleich 


Foo) — Fi), 
wobei 
Fix) = > re: F(—oo) = lim F(«) 
2-0 
ist (die Existenz dieser Grenzwerte folgt aus der Monotonie und Besciränksheit 
von F). 
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Der Begriff des Lebesgue-Stieltjesschen Maßes führt nicht, wie es vielleicht auf 
den ersten Blick erscheint, zu einer speziellen Klasse von’ Maßen auf der Zahlen- 
geraden, sondern enthält alle möglichen Konstruktionen eines Maßes, d.h., alle 
endlichen o-additiven nichtnegativen Mengenfunktionen auf der Geraden sind mit 
Hilfe dieses Begriffes darstellbar. Denn ist « ein beliebiges Maß auf der Geraden, so 
erhält man durch die Festlegung 


Fa) = u(—%, a) 


eine monotone Funktion, deren Lebesgue-Stieljessches Maß mit dem Ausgangsmaß u 
übereinstimmt. Auf Grund dieses Sachverhaltes kann man den Begriff des Lebesgue- 
Stieltjesschen Maßes auf der Geraden als Konstruktionsmethode für Maße auffassen, 
die eine erzeugende Funktion benutzt. 


6.6.2. Das Lebesgue-Stieltjessche Integral. Es sei ur ein Maß auf dem Intervall [a, 5], 
das durch die monotone Funktion F erzeugt wird. Für dieses Maß definieren wir wie.. 
üblich die Klasse der integrierbaren Funktionen und den Begriff des Lebesgueschen 
Integrals (vgl. 5.5.) 


b 
Ste) dur. 


Ein solches Integral bezüglich eines durch die Funktion F erzeugten N Maßes ur heißt 
Lebesgue-Stieltjessches Integral und wird mit dem Symbol 


Th) ar) 


bezeichnet. 
Wir betrachten einige Beispiele. 


1. Ist F eine Sprungfunktion (d.h. sr ein diskretes Maß), dann reduziert sich das 
Integral 
b 


> Ste) AP) 


a 


auf.die Summe 
Pa f (%) h; > 
% 
wobei x; eine Sprungstelle von F und h; den Sprung von F in x, bezeichnet. 


2. Ist F eine absolut stetige Funktion, dann ist das Lebesgue-Stieljessche Integral 
D 


[ ie) dr) 


a 
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gleich 
b 
[ro Fo de, 


Q 


? 


d.h. gleich dem Integral über f(x) F’(x) bezüglich des gewöhnlichen Lebesgueschen 
Maßes auf der Geraden. 
‚Das ergibt sich folgendermaßen. Ist f(x) = const, dann folgt 


b 

| fa) dF(@) = [ Ha) F'(«) de (4) 
a 

aus (3). Auf Grund der o-Additivität dieser Integrale gilt (4) auch für bezüglich, Ar 

integrierbare Treppenfunktionen. Ist nun {f,} eine gegen f gleichmäßig konvergente 

Folge von Treppenfunktionen, die wir 0.B.d. A. als monoton nichtfallend voraus- 

setzen können, so konvergiert die ebenfalls monoton nichtfallende Folge {f„(x) F’ @ 

fast überall gegen f(x) F’(x), und nach dem Satz von B. Levı kann in 


d B 
[h@) dr) = [ Inle) F’(@) de 

der Grenzübergang n — oo mit der Integralbildung, vertauscht t werden, woraus die 

Behauptung folgt. 


Aus dem oben über die Zerlegung der Funktion F und des entsprechenden Maßes ur 
Gesagten ergibt sich jetzt, daß bei einer Funktion F', die nur aus einer Sprungfunktion 
und einer absolut stetigen Funktion besteht, das Lebesgue-Stieltjessche Integral 
auf eine Reihe (oder endliche Summe) und ein Integral bezüglich des üblichen 
Lebesgueschen Maßes reduziert werden kann. Wenn jedoch F auch einen singulären 
Teil enthält, dann ist eine solche Reduktion nicht möglich, 


Der Begriff des Lebesgue-Stieltjesschen Integrals kann in natürlicher Weise ver- 
allgemeinert werden, indem man von den.monotonen Funktionen zu beliebigen 
Funktionen von ‚beschränkter Variation übergeht. Ist ® eine solche Funktion, so 
stellen wir sie als Differenz zweier monotoner Funktionen 


d=v—g 


dar (v ist die vollständige Variation der Funktion ® auf dem Intervall [a, &]) und 
definieren das Lebesgue-Stieltjessche Integral von ® durch 


b 
/ fa) dB) = j Ha) do(e -f fa) ) dgl) 


Man prüft leicht nach, daß für eine andere Darstellung von © als Differenz zweier 
monotoner Funktionen 


S=w—h 
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stets 
b b 5 


b 

ia) da) — [ ia) data) = [ 1a) dw) — | Fe) dhl«) 
a. 177 a a 

ist, d.h., zur Berechnung des Lebesgue-Stieltjesschen Integrals einer gegebenen 

Funktion ® von beschränkter Variation kann eine beliebige Darstellung dieser Funk- 

tion als Differenz zweier monotoner Funktionen benutzt werden. 


6.6.3. Einige Anwendungen des Lebesgue-Stieltjesschen Integrals in der Wahrschein- 
lichkeitsreehnung. Das Lebesgue-Stieltjessche Integral wird sowohl in der Analysis 
selbst als auch in vielen anderen für die Anwendung wichtigen Disziplinen benutzt. 
Insbesondere wird dieser Begriff sehr häufig in der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
gebraucht. Wir erinnern daran, daß man eine Funktion F Verteilungsfunktion der 
zufälligen Größe & nennt, wenn 


Fia)= Pi&<e) 


gilt, d.h. F(x) die Wahrscheinlichkeit dafür ist, daß die zufällige Größe & einen Wert 
annimmt, der kleiner als & ist. Offensichtlich ist jede Verteilungsfunktion monoton 
nichtfallend, linksseitig stetig und erfüllt die Bedingungen - 


F-)=0, Fto)=1. 


Umgekehrt kann man auch jede solche Funktion als Verteilungsfunktion einer 
zufälligen Größe betrachten. 
Wesentliche Charakteristiken einer zufälligen Größe sind ihr Erwartungswert 


ME = [@dF(e) (5) 
und ihre Varianz 
DE = f (x — ME)? dF(x). (6) 


Die zufälligen Größen teilt man gewöhnlich in diskrete und in stetige zufällige 
Größen ein. Eine zufällige Größe heißt diskret, wenn sie höchstens endlich oder abzähl- 
bar viele Werte ; 


1, Ugs onen Ins er« 


annehmen kann. So ist z.B. die Anzahl der Telephonanrufe in einer Vermittlungs- 
station, bezogen auf ein Zeitintervall, eine diskrete zufällige Größe. 

Sind 9, P3 +++; Pa, ... die Wahrscheinlichkeiten, mit denen die Größe & die Werte 
%1, %a5 ++, %, ».. annimmt, so ist die Verteilungsfunktion für & offensichtlich eine 
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Sprungfunktion. Für sie reduzieren sich die Integrale (5) und (6) auf die Summen 


ME= N api 
% 
und 
D=N(@—-ad)p (a=M2. 
ı 
Eine zufällige Größe heißt stelig, wenn ihre Verteilungsfunktion F absolut stetig 
ist. Die Ableitung F’ dieser Verteilungsfunktion heißt Dichte der Wahrscheinlichkeits- 
verteilung der zufälligen Größe &. Entsprechend dem in 6.6.2. Gesagten reduzieren 
sich für eine stetige zufällige Größe die Lebesgue-Stieltjesschen Integrale ihres 
Erwartungswertes und ihrer Varianz auf Integrale bezüglich des gewöhnlichen 
Lebesgueschen Maßes: - 


DE = | (® — a)? pie) de, 

dabei ist p = F’ die Dichte der Wahrscheinlichkeitsverteilung für & und a = Me&. - 

In den elementaren Vorlesungen über Wahrscheinlichkeitsrechnung beschränkt 
man sich gewöhnlich auf die Betrachtung diskreter und stetiger zufälliger Größen, 
da man im Grunde genommen bei angewandten Fragen keinen anderen Größen 
begegnet. Im allgemeinen kann jedoch die Verteilungsfunktion einer zufälligen Größe 
auch einen singulären Teil enthalten, d.h., nicht jede zufällige Größe kann als 
Kombination einer diskreten'und einer stetigen zufälligen Größe dargestellt werden. 


Es sei & eine zufällige Größe, .F ihre Verteilungsfunktion und 7 = o(£) eine andere zufällige 
Größe, die als Borelfunktion von £ darstellbar ist. Der Erwartungswert Mn der Größe n kann ent- 
sprechend der Definition durch 


x 
Mn = [ xdö() 
oo 
beschrieben werden, wobei ® die Verteilungsfunktion für n ist. Wesentlich ist jedoch, daß dieser 
Erwartungswert auch mit Hilfe der Verteilungsfunktion F der Größe £ beschrieben werden kann, 
wenn die Funktion p bezüglich des durch F erzeugten Maßes #7 integrierbar ist. Es gilt dann 


x 
Mn = My(&) = [ oa) dF(@). 
X 
Um diese Beziehung nachzuweisen, betrachten wir zunächst die durch y = o(x) definierte Abbil- 
dung, die die Gerade —o < x < oo mit dem Maß ur auf die Gerade —oo < y< oo mit dem 
Maß ug abbildet. Aus den Resultaten des Kapitels 5 folgt, daß bei: einer maßerhaltenden Ab- 
bildung 9 der Menge X mit dem Maß ı auf die Menge Y mit dem Maß » für eine auf Y integrier- 
bare Funktion f 


[to) & = [-Holc)) du 
Y X 
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gilt (Substitution der Variablen im Lebesgueschen Integral). Setzen wir in dieser Gleichung 
Ky) = y und u = up, v = üg, 50 erhalten wir die zu beweisende Gleichung. Für die Berechnung 
des Erwartungswertes (und natürlich auch der Varianz) vonFunktionen der Größe£ ist also die. 
Kenntnis der Verteilungsfunktion der Größe £ ausreichend. 


6.6.4. Das Riemann-Stieltjessche Integral. Neben dem Lebesgue-Stieltjesschen 
Integral, das wir in 6.6.2. als Differenz zweier Lebesguescher Integrale der gegebenen 
Funktion bezüglich zweier Maße auf der Geraden dargestellt hatten, kann man noch 
das sogenannte Riemann-Stieltjessche Integral betrachten. Es wird analog zum 
gewöhnlichen Riemannschen Integral als Grenzwert von Integralsummen definiert. 
Es sei ® wieder eine linksseitig stetige Funktion von beschränkter Variation auf 
dem halboffenen Intervall [e, b) und f eine beliebige Funktion auf diesem Intervall.t) . 
Für eine Zerlegung 


1 = u <a <m << =b 


des Intervalls [a, b) bilden wir. die Summe 


» f&) Ida) - Ba) Elan). | | (7) 


Strebt nun diese Summe bei unbegrenzter Verfeinerung der Zerlegung, d.h. für 
max (2; — %;-1) > 0, unabhängig von der Wahl der Teilpunkte x; und der Punkte &; 
aus den halboffenen Teilintervallen der entsprechenden Zerlegung gegen einen Grenz- 
wert, dann heißt dieser Grenzwert Riemann-Stieltjessches Integral der. Funktion f 
bezüglich der Funktion ® über [a, b) und wird mit dem Symbol 


b ° - - . 
Ste do) (8) 


bezeichnet. 


Satz 1. Ist die Funktion f stetig auf dem Intervall [a, b], dann existiert ihr Biemann- 
Stieltjessches Integral (8) und stimmt mit dem entsprechenden Lebesgue-Stieltjesschen 
Iniegral überein. 


Beweis. Die Summe (7) kann man als Lebesgue-Stieljessches Integral der Treppen- 
funktion 


ha)=f&) fürn, se<u (G=l,...,n) 


auffassen. Da die Funktion f stetig ist, konvergiert bei unbegrenzter Verfeinerung 
der Zerlegung des Intervalls [a, b) eine Folge solcher Treppenfunktionen gleichmäßig 


1) Da im Stieltjesschen Integral einzelne Punkte einen von Null verschiedenen Beitrag liefern 
können, ‚betrachten wir hier halboffene Intervalle. 
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gegen f. Daraus ergibt sich sofort, daß der Grenzwert der entsprechenden Summen (7) 
existiert und gleich dem Lebesgue-Stieltjesschen Integral der Grenzfunktion f ist 
(Grenzwertbildung und Integral können vertauscht werden). Andererseits ist dieser 
Grenzwert nach Definition gerade das Riemann-Stieltjessche Integral (8) von f. 
Damit:ist der Satz bewiesen. 7 


Wir stellen nun einige: elementare Eigenschaften des Riemann-Stieltjesschen Inte- 
grals zusammen. Die Funktion f sei dabei immer auf dem ganzen Intervall [e, 5b] 
stetig. 


1. (Mittelwertsatz). Für das Riemann-Stieltjessche Integral ist folgende Abschätzung 
richtig: 
b 

fr fx) d®(x 
a 
Dabei bezeichnet V,?[®] die vollständige Variation von © auf [e, 5]. 

Wir gelangen zu dieser Abschätzung, wenn wir von. der.für eine beliebige Zerlegung 
des Intervalls [a, b) gültigen Ungleichung 


= max |f{@)| - Vol®]. 9) 


NE) Ole) — Mar] 


IE. 10) — Da) 


< max |fla)] - 2 |Dla:) — Dei) 


'< max |f(®)| - V,°[9] 


ausgehen und den der Integraldefinition entsprechenden Grenzübergang vornehmen. 
Im Fall (x) = x liefert (9) die bekannte Abschätzung 


b 
Io 
für das Riemannsche Integral. 


2.It® = ©, + D,, dann ist 


N 


= (b — a) max |f(e)| 


b b . 
| f@) döz) = [ fr) dB,@) + | Fo) dBla). 


Da für jede Zerlegung des Intervalls [@,b) die entsprechende Gleichung. für die 
‚Integralsummen besteht, bleibt sie auch beim Grenzübergang erhalten und ist damit 
auch für die Integrale richtig. 


Als wir das Riemann-Stieltjessche Integral (8) definierten, setzten wir voraus, daß 
die Funktion Ö(x) Iinksseitig stetig ist. Die Definition dieses Integrals als Grenzwert 
der Summen (7) ist jedoch auch für beliebige Funktionen ®(#) von beschränkter 
Variation sinnvoll. Dabei ist dann folgende Eigenschaft von Bedeutung. 
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3. Sind ®, und ©; zwei Funktionen von. beschränkter Variation auf dem Intervall 
[a,b), die überall mit Ausnahme von höchstens endlich oder abzählbar vielen inneren 
Punkten dieses Intervalls Heroimetimumen, dann ist für jede auf [a,.b] sietige Funktion f 


r 


[nm ann - [ne ao. ®). 


Um diese Aussage zu beweisen, betrachten wir zuerst den Fall d, = 0, d. h.,-wir 
zeigen zunächst die Richtigkeit der folgenden Behauptung. 

3. Ist weine Funktion von beschränkter Variation, die nur in endlich oder abzählbar 
vielen Punkten des Intervalls (a,b) von O verschieden ist, dann ist für jede auf [a, b] 
stetige Funktion f 


Ihe 2) dyla) = 0. 


Wenn die Funktion y nur in einem Punkt, von 0 verschieden ist und Zerlegungen 
des Intervalls [a,d) betrachtet werden, die x, nicht als Teilungspunkt enthalten, 
dann sind alle Integralsummen gleich 0, und es ergibt sich die obige Gleichung. Auf - 
Grund der Additivität (Eigenschaft 2) ist dann diese Gleichung auch für Funktionen y. 
richtig, die in höchstens endlich vielen Punkten von 0 verschieden sind. Ist nun y in 
abzählbar vielen Punkten 


Vs Pgy ones Inser 


von 0 verschieden und besitzt dort die Werte 


Yı> Yas «or > Yan ++ > 
so ist 3 |y„| < 00, da y von beschränkter Variation ist. Wir wählen eine Zahl N 
so, daß. Llyn| <e ist, und stellen y in der Form 
n>N 
vyawmt® 
dar. Dabei sei yy die Funktion, die in den Punkten r,, ...,ry die Werte y,,...,Yv 


annimmt und sonst gleich O’ist. Das bedeutet, daß % nur in den Punkten ry4, "via ++» 
von 0 verschieden ist. Nach Eigenschaft 2 gilt. 


b b b 
[ re) dp) = [ fa) done) + [ 1a) due) 


Da das erste Integral auf der rechten Seite der Gleichung nach dem bereits Be- 
wiesenen. verschwindet, für das zweite Integral aus Eigenschaft 1 zusammen mit 


. der offensichtlichen Ungleichung V[%] = 23 !y.| < 2e die Abschätzung 
oo n>N 


< .max |f{®)! - 2e 


b 
[ re) da) 


folgt und z beliebig wählbar ist, ergibt sich die Behauptung 3°. 
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Um die Eigenschaft 3 zu beweisen, schreiben wir die Funktion’®, in der Form . 
(8, —-9)+®%,=%y-+ ©, und benutzen Eigenschaft 2. Weil y nur in endlich oder 
abzählbar vielen Punkten von 0 verschieden ist, ergibt sich jetzt Eigenschaft 3 aus 
der bereits bewiesenen Eigenschaft 3. 


Unmittelbar aus Eigenschaft 3 erhält man: 


4. Ist D eine Funktion von beschränkter Variation auf [e, b) mit höchstens abzählbar 
vielen Unstetigkeitsstellen x, € (a, b) Bi ist die Funktion f stetig auf Ta, b], dann hängt 


das Riemann-Stieltjessche Integral f Hz) dB(x) nicht von den Werten der Funktion ® 
in den Unstetigkeisstellen x; ab. * 


Da das Riemann-Stieltjessche Integral einer stetigen Funktion mit dem entspre- 
chenden Lebesgue-Stieltjesschen Integral übereinstimmt, gilt für das Riemann- 
Stieltjessche Integral einer stetigen Funktion f(x) 


b 
Sie) dde) = I fa) in, 


wenn eine a aa ist, und 


| fix) dB(«) = | fix) 8'(x) de, (10) 


wenn ®(x) eine absolut stetige Funktion ist. Ist dabei die Funktion ®’(x) Riemann- 
integrierbar, so kann das rechte Integral in (10) als gewöhnliches Riemannsches 
Integral ausgerechnet werden. 


Alle Aussagen bezüglich Riemann-Stieltjesscher lage über ein endliches 
Intervall können ohne Schwierigkeiten auf den Fall übertragen werden, daß das 
Integral über eine Halbgerade oder die ganze Zahlengerade genommen wird. 


Bemerkung. Wir haben das Stieltjessche Integral über dem halboffenen Inter- 
vall [a,b) betrachtet. Analog kann man dieses Integral über dem Intervall (a, b] 
- oder den Intervallen [e, 5] und (a, b) definieren. Im Unterschied zum gewöhnlichen 
'Riemannschen Integral stimmen jedoch. die Stieltjesschen Integrale über diesen 
Intervallen im allgemeinen nicht überein. Ist zum Beispiel @ eine Unstetigkeitsstelle 
der Funktion ®, dann ist das Integral über [e, 5b] gleich dem Integral über («, 5] 
plus dem Term fa) [d(a +0) — Dla)]. 


6.6.5. Grenzübergang unter dem Stieltjesschen Integralzeichen. In Kapitel 5 haben 
wir eine Reihe von Sätzen über den Grenzübergang unter dem Integralzeichen be- 
wiesen. Dabei wurde für eine Folge {f,} von Funktionen gefragt, wann in der Folge 
ihrer Integrale bei festem Maß der Grenzübergang n» — co mit der Integralbildung 
vertauschbar ist, d.h. wann 


u) ee 
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gilt. Für das Stieltjessche Integral ist nun auch die Frage interessant, wann für eine 
Folge {®,} maßerzeugender Funktionen von beschränkter Variation in der Folge - 
der Integrale einer festen Funktion f bei variablem Maß 9, der Grenzübergang 
n. — oo mit der Integralbildung vertauschbar ist, d.h. wann 


im F fle) dd,(e) = fe d ( lim 9.2) 
gilt. i 


Satz 2 (Erster Satz von HzLLy). Sind ©®,(x) Funktionen von beschränkter Variation 
auf [e, b], die überall auf [a, b] punkiweise gegen eine Funktion D(x) konvergieren und 
deren vollständige Variationen auf [a, b] beschränkt sind, d.h. 


veIB]I<sC M=12...), 


dann ist auch die Grenzfunktion ® von beschränkter Variation, und es gilt für jede 
stetige Funktion f 


lim Site) am, (2) = [ne aot). (11) 


Nn>X 0 


Beweis. Wir zeigen zuerst, daß die vollständige Variation der Grenzfunktion ® 
nicht größer ist als die Schranke C der Variationen v,[9,]. Für eine beliebige Zer- 
legung des Intervalls [e, 5] durch die Punkte ° 


am <m< <m=b 
ist nämlich 


PL — Ö(x,-)| = lim > ID.) — Bl )| SO 


n>o@ k=1 


und deshalb 
vF[d=SC. 


Wir beweisen nun die Gleichung (11) zunächst für eine beliebige Treppenfunktion f 
mit endlichen vielen Werten. Ist f(x) — A, fürx € (a1, &;), so ist 


| ia) dö,() = = I hıl®, (6) — Drlr-)] 


und 


[ Io) dDla) = Z Mldlar) — Dlar)]. 


Daraus folgt (11), da jeder Summand der ersten Gleichung für n — © in den ent- 
. sprechenden der zweiten Gleichung übergeht. 
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- Ist schließlich f eine stetige Funktion auf [e, 5], dann können wir f für ein belie- 
biges e > 0 durch eine Treppenfunktion f, mit endlich vielen Werten approximieren, 
so daß ; 


auf [a, 5] gilt. Da 


b 


Sie) aoı we ff x) d®,( VE 


a 


Fre dd(e) — \ f.(x) dd(« 


b 


ee) dB“) — { j.a) dD,(e) 


a 


+ 


-/ fx) dD,(«) 


ist und nach dem Mittelwertsatz für das Stieltjessche Integral der erste und der 
dritte Summand kleiner als e/3 sind, während der zweite Summand nach den obigen 
Betrachtungen für hinreichend großes n kleiner als e/3 wird, folgt hieraus die Be- 
hauptung des Satzes. 


Bemerkung. Der Satz läßt sich auf den Fall übertragen, daß in den Integralen eine 
oder beide Grenzen unendlich sind. Dabei. muß jedoch von der Funktion f gefordert 
werden, daß sie im Unendlichen gegen einen endlichen Grenzwert strebt (dann kann f 
auch auf einem unendlichen Intervall durch Treppenfunktionen. mit nur endlich 
vielen Werten gleichmäßig approximiert werden). 


Während der erste Satz von HeLLy Bedingungen dafür angibt, wann im Riemann- 
Stieltjesschen Integral der Grenzübergang n — oo bei einer Folge (®,} maßerzeu- 
gender Funktionen von beschränkter Variation unter das Integralzeichen gezogen 
werden kann, klärt der zweite Satz von HELLY, wann eine Folge von Funktionen 
{D,) existiert, die den Voraussetzungen des ersten Satzes genügt. 


Satz 3 (Zweiter Satz von Hey). Aus jeder unendlichen Menge M von Funktionen 
‚D, die auf einem Intervall [a, b] definiert sind und dort den Bedingungen 


max |öß@)]<C, Ve[i®l<K | 2) 


(C und X von ® unabhängige Konstanten) genügen, kann man eine Folge auswählen, 
die auf [a, b] überall punktweise konvergiert. 


Beweis, Es genügt, diesen Satz für monotone Funktionen zu beweisen. Denn ist 
Ö eine beliebige Funktion aus M, so kann ® als Differenz 


6=v—g 
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der monotonen Funktionen v(z) = V [8] und g(x) dargestellt werden, wobei die 
Funktion v ebenfalls die Bedingungen (12) erfüllt, 


max v@)| <K, Velv]= VPIOl<K. 


Gilt nun die Aussage des Satzes für monotone Funktionen, dann existiert eine Folge 
{8,} = M, deren entsprechende Folge {v„} auf [a, b] punktweise gegen eine Grenz- 
funktion v konvergiert. Da die Funktionen : 


In = Un — Dr 


ebenfalls monoton sind und den Bedingungen (12) genügen, folgt weiter aus der 
Aussage des Satzes für monotone Funktionen, daß die Folge {®,} eine Teilfolge 
{®,,} enthält, deren entsprechende Folge {g„,} auf [a,b] punktweise gegen eine 
Grenzfunktion g konvergiert. Damit strebt aber dann auf [e, b] 


Dr.) — Yn,(®) — In,(®) > v(z) — g(&) — Dex), 


d.h., aus der Aussage des Satzes für monotone Funktionen folgt die allgemeine. 


Aussage. 
Wir beweisen nun den Satz für eine Menge M monotoner Funktionen, Es sei 


Y15 Pas une Far er. 


die Folge aller rationalen Zahlen des Intervalls [e, 5]: Nach (12) ist die Menge aller | 


Zahlen Ö(r,) (® durchläuft die Menge M) beschränkt; daher gibt es eine Folge (©, ®} 
in dieser Menge, die im Punkt r, konvergiert. Aus der Folge {8,®} wird nun eine 
Teilfolge (8,®@} ausgewählt, die auch im Punkt r, konvergiert. Aus dieser Folge 
wählen wir wiederum eine Teilfolge aus, die auch in r, konvergiert, usw. Die Diagonal- 
folge {8,®} konvergiert dann in allen rationalen Punkten des Intervalls [«, 5]. Ihr 
Grenzwert ist eine nichtfallende Funktion, die bisher nur in den rationalen Punkten 
YısFas seen ns... erklärt ist. Definieren wir diese Funktion in den übrigen irrationalen 
Punkten x des Intervalls [a,5] durch ®(x) = lim &(r) (rrational), dann erhalten wir 


ro2—0 
auf diese Weise eine nichtfallende Funktion S(x), die in allen Stetigkeitspunkten 
Grenzwert der Funktionenfolge (®,®) ist. Denn ist x* ein soleher Punkt, d. h., gibt 
es für jedes <> 0 ein ö > 0, so daß 
|d(«*) — S(x)] <z ist, wenn |e —@*| <6 ist, 2.18) 


so kann man zwei rationale Punkte r’ und r’, @«* — ö<r <atf<r' <at +6, 
auswählen, daß für hinreichend große »,n > n,, die beiden Ungleichungen 


18,9) — Sfrr)| <z und |B,@(”) — Dt”)] < rn (14) 
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erfüllt sind. Aus (13) und (14) folgt nun, daß - 
9 
8,9) — 8, < 3° 


. ist..Da die Funktion 9,® nichtfallend ist, gilt außerdem 
9,9%) < B,m(a*) < D,mlr”). | 


Benutzen wir die letzten Ungleichungen bei der Abschätzung. des Ausdrucks 
|D(a*) — 8, ®(a*)|, so ergibt sich 


\d(@*) — 8, @(a*)] S |Da*) — Olr’)| + |Br) — 8, ®lr’)| 
+ 18, ®(r’) — 9,9 (&*)| 


und somit lim 8,®(2*) = B(z*). 


No 

Bisher wurde also mit der Konstruktion der Folge {®,®} eine Folge von Funktionen 
aus M gefunden, die in allen Stetigkeitspunkten der oben definierten Funktion ® 
punktweise gegen ® konvergiert. Da die Funktion ® nichtfallend und somit die 
Menge ihrer Unstetigkeitspunkte höchstens abzählbar ist, kann man durch erneute 
Anwendung eines Diagonalverfahrens aus der Folge {®,®} eine Teilfolge {,} aus- 
wählen, die in allen Punkten des Intervalls [a, bj gegen die Funktionen. © konvergiert. 

. Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 


6.6.6. Die allgemeine Form der linearen stetigen Funktionale im Baum der stetigen 
Funktionen. In 6.6.3. haben wir schon einige Anwendungen des Stieltjesschen 
Integrals in der Wahrscheinlichkeitsrechnung betrachtet. Jetzt untersuchen wir noch 
ein Problem, das diesen Begriff mit der allgemeinen Form eines linearen stetigen 
Funktionals im Raum C[a, b] in Verbindung bringt. 


Satz 4 (F. Rınsz). Jedes lineare sietige Funktional F im Raum Ola, b] ist in. der 


Form , 


Fi) = [ fa) dd(«) (15) 


a 
darstellbar, wobei © eine geeignele Funktion von beschränkter Variation. ist.!) Dabei gilt 
IF = Ve T®]. 


Beweis. Wird der Raum O[e, 5] als Unterraum des Raumes M 1a, b] aller auf 
Te, 5] beschränkten Funktionen mit der Norm 


fl = sup If@)| 


!)\_ Hier wird das Stieltjessche Integral über das Intervall [a, 5] erstreckt. 
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aufgefaßt, so kann nach dem Satz von Haun-Banach jedes stetige lineare Funktional 
über dem Raum Cf[«, 5] unter ‚Erhaltung der Norm auf ganz Ma, b] fortgesetzt 
werden. Dieses Funktional ist dann insbesondere für alle Funktionen der Form 


ü < 
oe 1 m St, 
0 für z>r 


erklärt. Wir setzen 

&(r) = F(h,) Er: (16) 
und zeigen zuerst, daß diese Funktion auf [e, b] von beschränkter Variation ist. Be- 
trachten wir eine beliebige Zerlegung 


a= my <um << =b 
dieses Intervalls und setzen 
= sgn (Ö(a,) — Da)) (k=1,2,...,n), 


dann ist 
F Da) — Da)! = I aD) — Bar.) 


=. (he, Zu Au) 


Ss IPil l& PAAR — Na.) s 


Da die Funktion > &plhz, — Ra, ,) nur die Werte +1 und 0 annimmt, ist ihre Norm 
gleich 1, und wir erhalten für eine beliebige Zerlegung des Intervalls [«, 5] 


n 


& Bla) — Pay) S Il 


Daraus folgt 
ve[@] < |Fl. 


Damit haben wir durch den Ansatz (16) aus dem vorgegebenen Funktional F 
eine Funktion ® von beschränkter Variation konstruiert. Wir zeigen nun, daß mit 
Hilfe dieser Funktion das Funktional F in der Form (15) dargestellt werden kann. Es 
sei f eine beliebige stetige Funktion auf dem Intervall [a,b]. Zu einem beliebig vorge- 
gebenen & > 0 bestimmen wir ein ö > 0, so daß |f(x”) — f{®’)| < & für |’ — =’| <ö 


24. Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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ist, zerlegen das Intervall [a,b] durch Teilpunkte x, in Teilintervalle, die alle 
eine kleinere Länge als ö haben, und definieren folgende Treppenfunktion: 
T.(®) = fr) für Vp-1 <i Z%, k= 1, 2, oe, 


Diese Funktion kann man offensichtlich auch in der Form 


Te(®) -2 Kar) [hz,(2) — un (@)] 


schreiben, wobei Ah, die in (16) definierte Funktion ist. Nach Konstruktion der 
Funktion f, ist |f(&) — f.(x)| < e für alle x e [a,b], d.h. 


M—Hl<e. 


Wir bestimmen nun den Wert des Funktionals F für das Element f,. Auf Grund der 
Linearität des Funktionals und der Definition (16) ist 


FU =Z Iae) El) — Fli 1 = N) [OIe) — Din) 


d.h., F(f,) stimmt mit der der Zerlegung entsprechenden Integralsumme des Inte- 
grals 


;) 
[re do«) 


überein. Daher ist für eine hinreichend feine Zerlegung von [a, b] 


Fi.) — [ Ka) dd@)| < e. 


Andererseits gilt 
rn — Fils Al if ls liPle- 


Daraus ergibt sich 


b 
Fo) — [ie dö@)| < stı + 1IPI); 


was auf Grund der beliebigen Wählbarkeit von e mit der Gleichung 


rn = [ie) dO) 
db 


äquivalent ist. 
Wir haben oben gezeigt, daß für die vollständige Variation der in (16) definierten 
Funktion Ö 


v0] < PN, Br .;, »an 
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gilt. Nach dem Mittelwertsatz für Riemann-Stieltjessche Integrale folgt aus der 
obigen Darstellungsformel des Funktionals nun sofort 


Iris VrI®]; (18) 
. und (17) und (18) führen zu 

IP = Vl2].- 
Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 


Bemerkung. Es ist klar, daß für eine beliebige Funktion ® von beschränkter 
Variation auf [e, 5] das Stieltjessche Integral 


R 
Fp = [f«) dß(«) 

ein stetiges lineäres Funktional auf dem Raum Cl[a, 5] ist. Zwei Funktionen ®, 

und ®,, die auf ganz [e, b] mit Ausnahme höchstens abzählbar vieler innerer Punkte 

übereinstimmen, erzeugen dabei nach Eigenschaft 3 (vgl. 6.6.4.) ein und dasselbe 

Funktional. Geht man umgekehrt von zwei Funktionen ©, und ©, aus, für die 


b db 
Ste) do.) = [Ie) dd,(@) 


für jede stetige Funktion f ist, dann ergibt sich sofort ®, — ©, = const in allen 
Stetigkeitspunkten der Funktion ®, — ©,, d.h. ®, — ©, = const auf dem ganzen 
Intervall mit Ausnahme von höchstens abzählbar vielen Punkten. 

Identifizieren wir in der Klasse der Funktionen von beschränkter Variation auf 
dem Intervall [a, 5] zwei Funktionen, deren Differenz mit Ausnahme von höchstens 
abzählbar vielen inneren Intervallpunkten konstant ist, so erhalten wir durch Formel 
(15) eine eineindeutige Zuordnung zwischen stetigen linearen Funktionalen auf 
C[e, 5] und den Funktionen von beschränkter Variation auf [a, 5]. Jedes lineare 
Funktional auf C[e,b] kann also als Integral bezüglich eines reellwertigen Maßes 
geschrieben werden, wobei dieses Maß durch eine Funktion von beschränkter Variation 
erzeugt wird. Die Zuordnung zwischen den reellwertigen Maßen und den sie er- 
zeugenden Funktionen ist bis auf die oben angegebene Äquivalenz eineindeutig. 
Dabei gilt für eine beliebige Funktion ®, die dem Funktional F entspricht, die Un- 
gleichung 


ee 


Gleichheit besteht im allgemeinen nicht, doch gibt es, wie der obige Beweis zeigt, 
in jeder Klasse der bezüglich F äquivalenten Funktionen mindestens eine, für die 
Gleichheit besteht. 


24% 


7. Bäume summierbarer Funktionen 


Eine der wichtigsten Klassen von normierten Räumen ist die Klasse der Räume 
summierbarer Funktionen. Unter diesen Räumen sind insbesondere der Raum L, 


aller summierbaren Funktionen und der Raum L, der quadratisch summierbaren 


Funktionen von großer Bedeutung. Im weiteren betrachten wir grundlegende Eigen- 
schaften dieser Räume. Dabei stützen wir uns einerseits auf allgemeine Eigenschaften 
metrischer und linearer normierter Räume, wie sie in den Kapiteln 2 bis 4 dargestellt 
wurden, andererseits auf den in Kapitel 5 eingeführten Begriff des Lebesgueschen 
Integrals. 


7b Der Raum Z, 


7.1.1. Definition und grundlegende Eigenschaften des Raumes L,. Es sei X eine Menge 
mit dem Maß u; dabei kann X ein endliches oder auch unendliches Maß haben. Das 
Maß u sei vollständig (d. h., jede Untermenge einer beliebigen Menge vom Maß Null 
sei meßbar). 

Wir betrachten die Gesamtheit aller auf X summierbaren Funktionen. Da eine 
Linearkombination summierbarer Funktionen wieder summierbar ist, bildet diese 
Gesamtheit bezüglich der üblichen Addition von Funktionen und Multiplikation 


mit Zahlen einen linearen Raum. Diesen Raum bezeichnen wir mit L,(X, u) oder 


. kürzer mit L.. Definieren wir für die Aunichen aus L,!) 


fi = [ie da, () 
so gilt offensichtlich 
ll = Tel» Il 


und 


fi + fall < Ill + Wall | 
Die dritte Eigenschaft einer Norm, 3 - 


fl >0, wenn f=#=0 ist, 


1) Hier und im folgenden wird durch das Symbol [ die Integration über die ganze Menge X 
“ gekennzeichnet. n 
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wird erfüllt, wenn wir jeweils alle auf X zueinander äquivalenten Funktionen als 
nicht verschieden ansehen, d.h. sie als Ausdruck für ein und dasselbe Element aus 
L, auffassen. Insbesondere ist so die Gesamtheit aller Funktionen, die fast überall 
auf X gleich Null sind, als das Nullelement des Raumes L, zu betrachten. Mit dieser 
Vereinbarung über die zueinander äquivalenten Funktionen besitzt (1) alle Eigen- 
schaften einer Norm, und wir können definieren: 


Definition 1. Der normierte Raum aller Klassen zueinander äquivalenter sum- 
mierbarer Funktionen wird mit L, bezeichnet. Dabei ist die Addition von Elementen 
aus L, und ihre Multiplikation mit Zahlen als übliche Addition und Multiplikation 
von Funktionen!) und die Norm durch die Formel 


Ir = [If de 
definiert. 


' In Z, wird, wie in jedem normierten Raum, durch 


et 


eine Metrik eingeführt. Die Konvergenz einer Folge summierbarer Funktionen im 
Sinne dieser Metrik wird als Konvergenz im Mittel bezeichnet. - 

Die Funktionen des Raumes L, können komplexwertig (komplexer Raum L,) oder 
auch nur reellwertig (reeller Raum I): sein. Die Aussagen dieses Abschnittes sind in 
beiden Fällen richtig. 


Für viele Fragen der Analysis ist die folgende Tatsache von großer Bedeutung. 
Satz 1. Der Raum L, ist vollständig. 


Beweis. [f,} sei eine beliebige Fundamentalfolge in L,, d.h. 
IIfr — ll>0 für n,m > ©. 


Dann kann eine Teilfolge {f,,} mit der Eigenschaft 


ln —Ämil -[ Une) mel] du < 5 


ausgewählt werden. ‚Aus dieser Ungleichung‘ und dem Satz von B. Levi folgt, daß 
die Reihe 


1) Genauer: Für zwei Elemente aus L,, d.h. zwei Klassen zueinander äquivalenter summierbarer 
Funktionen wird die Summe auf folgende Weise gebildet. Man nimmt aus jeder Klasse einen 
Repräsentanten (eine Funktion), addiert diese Funktionen im üblichen Sinn und bestimmt die 
Klasse zueinander äquivalenter summierbarer Funktionen, die die Summe der beiden Reprä- 
sentanten enthält. Diese Klasse ist die Summe der vorgegebenen. Klassen. Es ist klar, daß das 
Resultat der Addition von Klassen äguivalenter Funktionen nicht von der Auswahl der Reprä- 
sentanten abhängt. - 

Die Multiplikation von Elementen aus Z, mit Zahlen wird analog durchgeführt. 
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‚fast überall auf X konvergiert. Damit konvergiert aber auch die Reihe 


In, + (Ins — In.) + u 
fast überall auf X gegen eine Funktion 


Ma) = lim faule), | 

d.h., in Z, enthält jede Fundamentalfolge eine fast überall konvergente Teilfolge. 
Wir zeigen nun, daß die Teilfolge {f,,} sogar im Mittel gegen f konvergiert. Da die 

Funktionen fa, Glieder der Fundamentalfolge {f,} sind, gilt für jedes 2 > 0 


Sn) — Flo) du < e 


für alle hinreichend großen k und I. Nach dem Satz von Farou kann man in dieser 
Ungleichung den Grenzübergang 1 — oo unter das Integralzeichen ziehen. Wir er- 
halten 


Fre) — Ho)l du <e; 


d.h., EL, und f,„„—f in L.. Wenn aber eine Teilfolge einer Fundamentalfolge 
konvergiert, dann konvergiert auch die Fundamentalfolge selbst, und zwar gegen 
‚denselben Grenzwert. Damit ist der Satz bewiesen. 


7.1.2. Überall diehte dran in L,. Nach der Definition. des Integrals existiert = 
jede auf X.summierbare Funktion f und jedes & = 0 eine Treppenfunktion (x), s 
daß 


Fi) — pe) du <e 


ist. Andererseits ist für eine summierbare Treppenfunktion mit den Werten y,,%, -.. 
auf den Mengen en E,, ... das Integral gleich der Summe der absolut konvergenten 
Reihe 


Ent. 


Daraus folgt, daß jede summierbare Treppenfunktion als Grenzwert (im Mittel) 
einer Folge von Treppenfunktionen mit nur endlich vielen Werten dargestellt werden 
kann. Zusammen mit der ersten Aussage heißt das: Die Funktionen mit nur endlich 
vielen Werten (d. h. die endlichen. Linearkombinationen charakteristischer Funktionen) 
sind im Raum L, überall dicht. 

Es sei R ein metrischer Raum und u ein Maß auf R mit ® Eigenschaft, daß alle 
offenen und abgeschlossenen Mengen in R meßbar sind und für jede meßbare Menge 
MER 

u„(M) = inf u(G) (2) 
Mc6 


ist, wobei das Infimum über alle offenen Mengen > M gebildet wird. Eine solche 
Bedingung ist im Fall des Lebesgueschen Maßes auf dem euklidischen Raum und in 
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vielen anderen praktisch interessanten Fällen erfüllt. Unter diesen Voraussetzungen 
gilt folgender Satz. 


Satz 2. Die Menge aller stetigen Funktionen ist überall dicht in L{R, u). 


Beweis. Nach den vorangehenden Überlegungen genügt es zu zeigen, daß jede 
Treppenfunktion mit nur endlich vielen Werten als Grenzwert (im Mittel) einer 
Folge stetiger Funktionen dargestellt werden kann..Da jede Treppenfunktion mit 
nur endlich vielen Werten eine Linearkombination von charakteristischen Funktionen 
Xı(x) meßbarer Mengen ist, genügt es, die letzteren durch stetige Funktionen im 
Mittel zu approximieren. Ist M eine meßbare Menge im metrischen Raum R, dann 
folgt aus der Voraussetzung (2), daß für jedes e > 0 eine abgeschlossene Menge F'; 
und eine offene Menge Gy, mit den Eigenschaften 


Fr MC Gun und ul) —ulFu) <e 
gefunden werden können. Setzen wir nun !) 


el, EN Gyr) + o(&, Fur)” 


so ist die Funktion gleich 0 für ze RN Gyr, gleich 1 für x € Fy und stetig auf R, 
da jede der Funktionen o(z, RN Gy) und e(z, Fy) stetig ist und die Summe dieser 
Funktionen nirgends verschwindet. Die Funktion |yy — g,| ist dann auf Gy NFy 
nicht größer als 1 und außerhalb dieser Menge gleich 0. Damit ergibt sich 


Fre) — Pez)l du < e, 
was zu zeigen war. 


Der Raum L,(X, «) hängt offenbar von der Auswahl der Menge X und des Maßes u 
auf ihr ab. Ist z. B. das Maß u in endlich vielen Punkten konzentriert, so ist L,(X, u) 
ein endlichdimensionaler Raum. Eine grundlegende Rolle spielen in der Analysis 
unendlichdimensionale Räume L,(X, u), in denen es eine abzählbare überall dichte 
Untermenge gibt. Um solche Räume charakterisieren zu können, führen wir noch 
. einen Begriff ein, der eigentlich zur allgemeinen Maßtheorie gehört. 


9.8) 


Definition 2. Ein Maß # heißt Maß mit abzählbarer Basis, wenn es ein abzählbares 
System 
4 = {A,} (n= 1,2...) 


meßbarer Mengen A, < X (abzählbare Basis des Maßes u) gibt, so daß für jede meß- 
bare Menge M — X und jedes & > 0 eine Menge A, € „/ mit: der Eigenschaft 


MMAA,)<e 


gefunden werden kann. 


I) ol, 4A) bezeichnet den Abstand des Punktes x von der Menge A. 
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Insbesondere besitzt das Maß u eine abzählbare Basis, wenn man es als Lebes-. 
guesche Fortsetzung eines Maßes m, das auf einem abzählbaren Semiring & definiert 
ist, auffassen kann. Denn in diesem Fall ist der Ring N(5) offensichtlich ebenfalls 
abzählbar und eine Basis für das Maß «. Hieraus folgt z. B., daß das Lebesguesche 
Maß auf einem Intervall eine abzählbare Basis besitzt, da man als Ausgangssemiring 
die Gesamtheit aller halboffenen Intervalle mit rationalen Endpunkten nehmen kann. 

Das Produkt u = u X u, zweier Maße mit abzählbarer Basis besitzt wieder eine 
abzählbare Basis. Eine solche Basis bilden z. B. alle endlichen Vereinigungen der 
‘Produkte 4,9 x A,®, deren erster Faktor aus der Basis von u, und deren zweiter 
Faktor aus der Basis von u, stammt. Daher besitzt das Lebesguesche Maß in der 
Ebene (und entsprechend auch im n-dimensionalen Raum) eine abzählbare Basis. 


Satz 3. Wenn das Maß u eine abzühlbare Basis besitzt, gibi es in L,(X, u) eine 
abzählbare überall dichte Menge von Funktionen 


| ER PFRRLER PFRERE 


Beweis. Wir zeigen, daß die endlichen Summen 


2 Frl) ; (3) 


in denen die c, rationale Zahlen und die Funktionen f, die charakteristischen Funk- 
tionen der. Elemente der Basis des Maßes u sind, eine abzählbare überall dichte 
Menge in L,(X, u) bilden. 

Früher wurde gezeigt, daß die Menge der Treppenfunktionen mit endlich vielen 
Werten in L, überall dicht ist. Da jede solche Treppenfunktion beliebig gut durch 
Treppenfunktionen mit nur rationalen Werten approximiert werden kann, genügt es 
für den Beweis des Satzes zu zeigen, daß. eine beliebige Treppenfunktion f, die die 
Werte ö 

Yıs Yas +++ > Yn (alle y; rational) 
auf den Mengen 


P 7 
RE (Un=x,un2=# für i+)) 


i—1 


annimmt, beliebig gut im Sinne der Metrik des Raumes L, durch Funktionen der 
Gestalt (3) approximiert werden kann. Die Abzählbarkeit dieser Menge ist evident. 
Das. Mengensystem 

Art, Agt., Ay. (4) 
. sei eine abzählbare Basis für das Maß «. Man sieht sofort, daß dieses System zu einem 
Ritg 

A, As; A (5) 
erweitert werden kann, der ebenfalls eine abzählbare Basis für das Maß u ist. Damit 
gibt es für jedes 2 > 0 Mengen A,, aus dem System (5), so daß 


= HERA An) <eE 
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ist. Setzen wir 
A=A,NUA, =12,..,n) 
i<k 
und definieren 
Yı für ce Ar; 
a) = 2 # 
0 für zEXNUA/, 


i-1 
so sieht man leicht, daß für genügend kleines & > 0 das Maß 
nl: fa) + P*@)) 
beliebig klein gemacht werden kann. Damit wird auch das Integral 


Site - tel au = (2 max Igu)) te: Re) + tel 


für hinreichend kleines > 0 beliebig klein. Auf Grund der Ringeigenschaft der 
Basis (5) ist f*(x) eine Funktion von der Form (3), was zu zeigen war. 


Ist X ein Intervall der Zahlengeraden und u das Lebesguesche Maß, dann ist z. B. 
die Menge aller Polynome mit rationalen Koeffizienten eine abzählbare überall 
dichte Untermenge in Z(X, u). Denn diese Menge ist offensichtlich abzählbar und 
nach dem Satz von WEIERSTRASS bezüglich der gleichmäßigen Konvergenz überall 
dicht in der Menge der stetigen Funktionen, während letztere nach Satz 2 eine überall 
dichte Menge in Z,(X, „) bilden. 


7.2. Der Raum Le, 


7.2.1. Definition und grundlegende Eigenschaften des Raumes Z,. Wie wir im letzten 
Abschnitt sahen, ist der Raum L, ein vollständiger linearer normierter Raum (Ba- 
nachraum). Im Sinne von Satz 8 aus 3.4. („Parallelogrammsatz‘) kann seine Norm 
jedsch nicht durch ein Skalarprodukt erzeugt werden. Denn für die auf [O, 2x] inte- 
grierbaren Funktionen [= 1, g = sin x ist in der Norm von Z, die Beziehung _ 


W+tar+lf- gl > zu? + Ile) 


nicht erfüllt, d. h., der Raum Z, ist nicht unitär. 
Einen Fonktionenreum, der nicht nur normiert, sondern auch unitär ist, erhält 
man, wenn man von der Gesamtheit aller Funktionen mit integrierbarem Quadrat 
ausgeht. Zunächst betrachten wir nur reellwertige Funktionen f, die auf einer 


1 
1 
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Menge X mit dem Maß u definiert sind.!) Alle Funktionen werden als meßbar voraus- 
gesetzt, äquivalente Funktionen werden als nicht verschieden betrachtet. 


Definition 1. Eine Funktion f heißt Funktion mit integrierbarem Quadrat (oder 
quadratisch integrierbar) auf X, wenn das Integral 


SPto) du | 
existiert und einen endlichen Wert besitzt. Die Gesamtheit aller solcher Funktionen . 
bezeichnen wir mit Z,(X, a) oder kürzer mit L,. 


Die quadratisch integrierbaren Funktionen besitzen die folgenden geh 
Eigenschaften. 


1. Das Produkt zweier quadratisch iniegrierbarer Funktionen ist eine integrierbare 
Funktion. 


Das folgt unmittelbar aus der Ungleichung 
1 
ie) ga)l = Z IPe) + P@)] 


“ und den Eigenschaften des Lebesgueschen Integrals. 


Folgerung. Jede auf einer Menge mit endlichem Maß quadratisch integrierbare 
Funktion f ist dort auch integrierbar. 
. Das ergibt sich aus Eigenschaft 1, wenn dort g(x) = 1 gesetzt wird. 

2. Die Summe zweier Funktionen aus L; gehört ebenfalls zu L.. 

Es gilt nämlich 

(fe) + ge)? = Pla) + 2 ie) ge)l + PR), 

und nach der Voraussetzung sowie m 1 sind alle drei Funktionen der 
rechten Seite integrierbar. 

3. Wenn fe L. und & eine. beliebige. reelle Zahl ist, dann ist «f € L.. 

Für fe 2, gilt nämlich 


[IottoP du = 8 [ Pla) du < . 


Aus den Eigenschaften 2 und 3 folgt, daß eine Linearkombination von Funktionen 
aus L, ebenfalls zu L, gehört. Dabei erfüllt die Addition der Funktionen aus Z, und 
ihre Multiplikation mit reellen Zahlen offensichtlich alle Ben: die in der 


1) Anm. d. Übers.: In 7.2.4. werden mit derselben Zielstellung komplexwertige Funktionen 
betrachtet. Da eine weitgehende Analogie besteht, werden dort nur die Grunddefinitionen und 
die Hauptresultate formuliert. Im Hinblick auf spätere Untersuchungen, bei denen hauptsäch- 
‚lich im komplexen Raum L, gerechnet wird, ist es ratsam, ausgehend von den entsprechenden 
Definitionen in. 7.2.4., zur Übung auch die Rechnungen aus 7.2.1. und 7.2.2. auf den kom- 
plexen Fall zu übertragen. 
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Definition des linearen Raumes (vgl. 3.1.) genannt wurden, so daß festgestellt 
werden kann: Die Gesamtheit der quadratisch integrierbaren Funktionen bildet einen 
linearen Raum. 


Setzen wir nun für Funktionen f,g € L, 


(1.9) = [I ale) dp, 


dann erfüllt dieser Ansatz alle Forderungen, die in der Definition des Seelärprodukis 
nn 3.4.) genannt wurden. So ist offensichtlich: 


(fg) (GP), 
2.(h + on =(f,N+ (a9): 
3. (ag) = all, g); 
4.(,N>0,wennf=0, 


weil wir vereinbart hatten, zueinander äquivalente Funktionen nicht .zu unter- _ 
scheiden (d. h. die Gesamtheit aller auf X zur Funktion [= 0 Bulvalenien Funk- 
‚tionen als das Nullelement in L, zu betrachten). 


Nachdem wir für die quadratisch integrierbaren Funktionen eine Addition, eine 
Multiplikation mit reellen Zahlen und ein Skalarprodukt eingeführt haben, können 
wir abschließend definieren: 


Definition 2. Der lineare Raum aller Klassen zueinander äquivalenter quadratisch 
integrierbarer Funktionen, in welchem durch 


(1,9) = [ HR) ge) du 
ein Skalarprodukt eingeführt ist, heißt unitärer Raum La... 


In L, ist, wie in jedem unitären Raum, die Schwarzsche Ungleichung und die 
Dreiecksungleichung erfüllt. Diese Ungleichungen haben hier die Form 


(Jr@) ste) du)? < [@) du - [ 9°) du 


Yfire) + s@) du <Yf Pe) du + Y[aa)an 


Für den Fall (X) < oo und g(x) = 1 liefert die Schwarzsche Ungleichung folgende 
nützliche Abschätzung: 


(Stan? <ur) [Pau . a 
Die Norm in /, wird durch 

N= VEN =V[r@) an, 
die Metrik in Z, durch 

eh) = If gl = Ye) — sw)? du 
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definiert. Die Größe 
[ite) — sw)? du = If — gif 


wird auch als mittlere quadratische Abweichung der Funktionen f und g voneinander 
bezeichnet. 

Die Konvergenz einer Funktionenfolge im Sinne der Metrik des Raumes L wird 
als Konvergenz im Quadratmittel bezeichnet. Wenn keine Verwechslung mit der in 
7.1. betrachteten Konvergenz in L, zu befürchten ist, werden wir auch für die 
* Konvergenz in L, die kürzere Bezeichnung „Konvergenz im Mittel“ verwenden. 


Satz 1. Der Raum Le(X, u) ist für u(X) < 00 vollständig. 


- Beweis. Es sei {f,} eine beliebige Fundamentalfolge in Z,, d.h. 


fr. — Pal! > 0 für n,m— oo. 
Dann ist auf Grund der Abschätzung (1) 5 J 
Finde) — mid STR Lite) - mtohtau}" 
<eu], e) 


h., {f„} ist auch Fundamentalfolge in der Metrik des Raumes L,. Wiederholen 
wir die Überlegungen, die beim Beweis der Vollständigkeit des Raumes L, angestellt 
. wurden, so ergibt sich auch hier: {f,} enthält eine Teilfolge {f,,}, die fast überall 
gegen eine F unktion f konvergiert. Aus der für alle genügend BroBen k und ! gültigen 
Ungleichung 


Fltnt x) — In.(®))? du <e 


ergibt sich dann durch Grenzübergang I — oo unter Verwendung des Satzes von 
Farou 


ine) — He)? du ze, 


d.h, feL, und f„,—f in L,. Aus der Tatsache, daß eine Teilfolge jeder Funda- 
mentalfolge im Raum 2, konvergiert, folgt nun wieder, wie beim Beweis von Satz 1 
aus 7.1., daß die UDO ERRIEEOBE selbst in L, konvergiert. Damit ist der Satz be- 
wiesen. 


7.2.2. Eigenschaften. quadratisch integrierbarer Funktionen über Mengen unendlichen 
Maßes. In den vorhergehenden Betrachtungen wurden manche Eigenschaften nur 
für quadratisch integrierbare Funktionen bewiesen, die auf einer Menge X endlichen 
Maßes definiert waren. Die Bedingung u(X) < co wurde dabei wesentlich benutzt. 
So war diese Bedingung Voraussetzung für die Aussage, daß jede quadratisch inte- 
grierbare Funktion auch integrierbar ist, und Voraussetzung für die Ungleichung (2), 
auf die sich der Beweis der Vollständigkeit des Raumes L, stützte. Wenn wir Funk- 
tionen auf einer Menge mit unendlichem Maß betrachten (z.B. auf der ganzen 
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Zahlengeraden mit dem Lebesgueschen Maß), dann gehört nicht jede Funktion aus 


L, auch zu L,. Zum Beispiel ist die Funktion auf der ganzen Zahlengeraden 


1+.a2 
nicht integrierbar, während ihr Quadrat integrierbar ist. 

Weiter folgte im Fall u(X) < oo mit Hilfe von (1) aus der Konvergenz einer 
Funktionenfolge in L, die Konvergenz dieser Folge in L,. Für u(X) = © ist diese 
Folgerung nicht richtig. So konvergiert z. B. die Folge 

a für a] sn," - 
Pnle) =: ” 
0 für el>n 


gegen 0 im Raum L,(—oo, 00) der quadratisch integrierbaren Funktionen auf der 
Zahlengeraden, während sie in L,(—co, oo) keinen Grenzwert besitzt. 

Für die bisher aufgezählten Folgerungen ist also die Bedingung u{X) < oo wesent- 

lich, für die Vollständigkeit des Raumes L, ist sie es nicht, d. h., Satz 1 bleibt im Fall 
u(X) = oot) richtig. 

Wir beweisen nun diese Behauptung. Wie bei der Einführung des Integrals über 
eine Menge unendlichen Maßes (vgl. 5.5.6.) setzen wir voraus, daß die ganze Menge X 
als abzählbare Vereinigung von Mengen endlichen Maßes dargestellt werden kann. 

Es sei 


FEIK, HR) <<, KL, nn = fürn m, 
n=1 
eine solche Darstellung und {/„} eine Fundamentalfolge in L,(X, u). Dann gibt es 
für jedes e > 0 eine Zahl N, so daß 
Fre) -iaPdn <e für alle k,ı> N 
ist. Setzen wir 


19a) = | Ina) für ne Xu, 


0) "sonst, 


so gilt auf Grund der o-Additivität des Lebesgueschen Integrals 
re) Aarau = [Inm@ -hm@Pda<e. 

& n=1 Xn 

Damit ist für jedes endliche M erst recht 


2 [hrm@ — ho@P du <e. (8) 


n=1 An 


3) Der in 7.1. angegebene Beweis für die Vollständigkeit des Raumes Z, benötigt keine Voraus- 
setzungen über die Endlichkeit des Maßes der Menge X. 
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Da die Gesamtheit der quadratisch integrierbären Funktionen auf jedem X, ein 
vollständiger Raum ist, gibt es für jedes n eine Grenzfunktion 


f"?(&) = lim f,®(&) 
I>o0 


im Sinne der Konvergenz des Raumes Z,;(X,, „). Führen wir nun in (3) den Grenz- 
‚übergang 1 — oo durch und vertauschen Grenzübergang und Integral entsprechend 
dem Satz von FArot, so erhalten wir 


5 [ho Fo du ze. 


n=1 Xn 


für jedes M. Der Grenzübergang M — oo liefert nun 


& [IROR) — Ira) du Se. 


ae An 


Setzen wir 
fa)=f"la) fürzeX,, 

dann kann die letzte Ungleichung in der Form 
[Ihe -IeoP due 


geschrieben werden. Hieraus folgt, daß f(x) zu Ze(X, u) gehört und daß die Folge 
f.(x) im Sinne der Konvergenz des Raumes L,(X, u) gegen f(x) konvergiert. Damit 
ist die Vollständigkeit des Raumes L,(X, „) auch im Fall (X) = oo bewiesen. 


Aufgabe. L,(X,u) sei die Gesamtheit aller Klassen zueinander äquivalenter Funktionen f, 
für die f |x)|P du < 00 ist (1 <p< oo). Man zeige, daß L,(X, u) ein Banachraum bezüglich 
der Norm ||fi} = ([ If(«) P au)? ist. 


7.2.3. Überall diehte Mengen in Z,. Isomorphie. Bisher haben wir festgestellt, daß der 
Raum L.(X, u) der quadratisch integrierbaren. Funktionen ein vollständiger uni- 
tärer Raum ist. Mit Ausnahme der entarteten Fälle ist dieser Raum unendlich- 
dimensional. Daher ist es für verschiedene Anwendungen wichtig zu klären, wann 
der Raum L,(X, u) separabel ist, d. h. eine abzählbare überall dichte Menge enthält. 
In 7.1. hatten wir gezeigt, daß für den Raum L,(X, u) die Separabilität aus der 
Existenz einer abzählbaren Basis für das Maß x folgt. Man überzeugt sich nun leicht 
davon, daß diese Bedingung auch die Separabilität von L,(X, #) garantiert. Da jede 
Funktion aus L,(X, u) beliebig gut durch Funktionen approximiert werden kann, 
die außerhalb einer Menge endlichen Maßes verschwinden!), genügt es, in der Gesamt- 
heit dieser Funktionen eine abzählbare überall dichte Menge auszuwählen. Die 
gleichen Überlegungen wie beim Beweis des Satzes 3 aus 7.1. zeigen, daß dies unter 


1) Wenn u(X) < oo ist, entfällt diese Überlegung. 
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der angegebenen Voraussetzung immer möglich ist. Besitzt also das Maß a eine 
abzählbare Basis, dann ist der Raum ZL,(X, „) ein vollständiger separabler unitärer \ 
Raum. Schließt man den Fall endlichdimensionaler Räume aus, so kann man sagen: 
Wenn das Maß u eine abzählbare Basis besitzt, dann ist L,(X, u) ein separabler Hilbert- 
raum. 

Nach dem Satz über die Isomorphie separabler Hilberträume sind alle solche Räume 
L,(X, u) zueinander isomorph. Insbesondere ist jeder solche Raum L,(X, u) iso- 
morph zum Raum /, der quadratisch summierbaren Zahlenfolgen. Dieser Raum |, 
kann selbst auch als spezieller Raum L,(X, u) aufgefaßt werden, indem man für X 
eine abzählbare Menge und für u das o-additive Maß wählt, das auf allen Unter- 
mengen von X definiert und für alle einpunktigen Untermengen von X gleich 1 ist. 

Im weiteren werden wir nur Räume L,(X, u) betrachten, bei denen das Maß u eine 
abzählbare Basis besitzt. Wenn keine Mißverständnisse zu befürchten sind, werden wir 
solche Räume einfach mit L, bezeichnen. 

Da der Raum L, eine Realisierung eines abstrakten Hilbertraumes darstellt, 
können alle im abstrakten Fall eingeführten Begriffe und bewiesenen Aussagen 
(vgl. 3.4.) übertragen werden. 

Insbesondere folgt so aus dem Satz von Rızsz, nach dem jedes lineare stetige . 
Funktional F auf dem Hilbertraum H in Form eines Skalarprodukts 


F(h) = (h, a) 


mit einem festen Element ae H ‚geschrieben werden kann: Jedes lineare stetige 
Funktional auf L, hat die Form 


rip = [ He) ge) di, 


wobei g eine feste auf X quadratisch integrierbare Funktion ist. 


7.2.4. Der komplexe Raum ZL,. Bisher haben wir nur den reellen Raum L, betrachtet. 
Alle dabei gewonnenen Aussagen lassen sich leicht auf den komplexen Fall über- 
tragen. Wir nennen eine komplexwertige Funktion f, die auf einer Menge X mit 
dem Maß u definiert ist, Funktion mit.integrierbarem Quadrat (oder- quadratisch, 
integrierbar), wenn das Integral 


re? da 
X 


existiert und endlich ist. Definieren wir die Summe zweier solcher Funktionen und 
ihre Multiplikation mit komplexen Zahlen in der üblichen Weise sowie das Skalar- 
produkt durch die Formel 


= He) ge) du, 


so erhalten wir einen unitären Raum, der komplexer Raum L, genannt wird (dabei 
sehen wir, wie im reellen Fall, zueinander äquivalente Funktionen als ein und dasselbe 
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Element des Raumes an). Dieser Raum ist vollständig und, wenn das Maß u eine 
abzählbare Basis besitzt, auch separabel. Schließt man endlichdimensionale Räume 
aus, so kann man sagen: Wenn das Maß u eine abzählbare Basis besitzt, ist der komplexe 
Raum L;(X, u) ein separabler Hilberiraum. Alle solche Räume sind zueinander iso- 
morph, und für sie gelten die Aussagen, die in 3.4. bezüglich des abstrakten separablen 
Hilbertraumes bewiesen wurden. 


7.2.5. Der Zusammenhang zwischen der Konvergenz im Quadratmittel und den ande- 
ren Arten der Konvergenz von Funktionenfolgen. Ausgehend von der Norm im reellen 
Raum Z2,}) definierten wir für quadratisch integrierbare Funktionen solgenden 
Konvergenzbegriff: 


hP 


lim SIR) — Ta)? du = 0 


wenn 


ist. Diese Konvergenz bezüglich der Metrik des Raumes L,(X, u) wird als Konvergenz 
im Quadratmittel bezeichnet. Im folgenden untersuchen wir nun die Beziehungen 
zwischen dieser Konvergenzart und den anderen Konvergenzarten von Funktionen- 
De Dabeisetzen wir zunächst voraus, daß die Trägermenge X ein endliches ”. 
hat. 


1. Wenn eine Folge {f,} von Funktionen aus Ls(X, u) in der Metrik des Raumes 
Ls(X, u) konvergiert, dann konvergiert sie auch in der Metrik des Raumes L,(X, u). 


Diese Aussage ergibt sich sofort aus der Ungleichung (1), nach der 
Sr) — Ha) du < IulX) [ (inte) — Fe))? au] 
ist. ı 


2. Wenn eine Folge {f„} gleichmäßig auf X konvergiert, dann, konvergiert sie auch im 
-Quadratmittel. 3 


-. Da für se & > 0 für alle hinreichend Een. N 
Im) -Mol<e, wEX, 
ist, gilt 
[In — Kor du < uk), 
woraus die Behauptung folgt. 


3. Wenn eine Folge {f,} integrierbarer Funktionen im Mittel konvergiert, dann kon- 
vergiert sie auf X dem Maß nach. 


Diese Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Behyiorschen man (vgl. 
5.5.4.). 


2) Anm. d. Über.: Die Betrachtungen gelten entsprechend auch für den komplexen Raum'Z,. 
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Fügt man die dritte Aussage und die des Satzes 8 aus 5.4. zusammen, so folgt: 


4. Wenn eine Folge {f,} im Mittel konvergiert, dann kann man. aus ihr eine Teilfolge 
{In,} wussondern, die fast überall konvergiert: 

Diese Tatsache hatten wir auch beim Beweis der Vollständigkeit des Raumes ZL, 
direkt abgeleitet, ohne Satz 8 aus 5.4. zu benutzen. 


Man sieht leicht, daß aus der Konvergenz einer Folge im Mittel (oder sogar im 
Quadratmittel) im allgemeinen nicht ihre Konvergenz fast überall folgt. So. kon- 
vergiert die in 5.4.6. konstruierte Folge {f,} im Mittel (und sogar im Quadratmittel) 
gegen [= 0, während sie, wie wir früher sahen, punktweise nirgends gegen 0 kon- 
vergiert. Umgekehrt kann auch eine Folge {f„} fast überall (oder sogar überall) 
konvergieren, ohne daß sie im Mittel konvergiert. Die Funktionenfolge 


5 i 
Ba n tür» c[0,,| 


0. sonst 


konvergiert z. B. gegen 0 in allen Punkten des Intervalls [0, 1], aber nicht im Mittel 
gegen 0, da für allen 


1 
[Ina de = 1 
ö 
ist. 

Der Zusammenhang zwischen den verschiedenen Konvergenzarten im Fall » 
u{X) < oo kann durch das folgende Schema dargestellt werden: 


gleichmäßige Konvergenz 


| 
AN 


Konvergenz im Quadratmittel 


(L,) Konvergenz fast überall 


Konvergenz im Mittel. 
(Li) 


————+ | Konvergenz dem Maß nach 


Dabeilbezeichnet der punktierte Pfeil die Möglichkeit der Auswahl einer fast überall 
konvergenten Teilfolge aus einer Folge, die dem Maß’ nach konvergiert. 

Liegt der Fall u(X) = oo vor (wenn beispielsweise Funktionen auf der ganzen 
Zahlengeraden mit dem Lebesgueschen Maß betrachtet werden), dann bestehen die 
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oben dargestellten Beziehungen nicht. So konvergiert z. B. die Folge 


1 
— für k|s<n, 
fn@) = 1 In 
0 für lal>n 


auf der ganzen Zahlengeraden gleichmäßig gegen die Funktion f= 0, während sie 
weder im Mittel noch im Quadratmittel konvergiert. Desweiteren ergibt sich im Fall 
u(X) = 00, wie wir früher bereits gezeigt haben (vgl. 7.2.2.), aus der. Konvergenz 
einer Folge im Quadratmittel (d. h. in L,) im allgemeinen nicht die Konvergenz dieser 
Folge im Mittel (d.h. in Z,). 

Zum Abschluß bemerken wir noch, daß aus der Konvergenz im Mittel weder im 
Fall u{X) < oo noch im Fall u(X) = oo die Konvergenz im Quadratmittel folgt. 


7.83. _‚Orthogonale Funktionensysteme in Z.. 
Reihenentwicklungen nach orthogonalen Funktionen 


Nach den allgemeinen Sätzen aus 3.4. über unitäre Räume gibt es in Z, vollständige 
orthogonale (insbesondere orthonormierte) Funktionensysteme. Man erhält solche 
Systeme, indem man vollständige Systerne nach dem in 3.4.3. beschriebenen Ver- 


- fahren orthogonalisiert. Wenn in L, ein vollständiges Orthogonalsystem {p,} aus- 


gewählt ist, kann nach den allgemeinen Resultaten aus 3.4. jedes Element fe 2, in 


Form einer Reihe 


oo 
f ze 2 CnPn > 
»n=1 


der Fourierreihe der Funktion f bezüglich des Systems {9,}, dargestellt werden. Dabei 
sind die Koeffizienten c, die Fourierkoeffizienten der Funktion ‘f bezüglich des 
Systems {9,}; 


Oma üpult = [arten 


Im weiteren werden wir nun wichtige Beispiele orthogonaler Funktionensysteme in 


den Räumen ZL, und die entsprechenden Reihenentwicklungen betrachten. 


7.3.1. Das trigonometrische System. Die trigonometrische Fourierreihe. Wir be- 
trachten den Raum 2,[—x, x] der auf dem Intervall [—x, x] bezüglich des üblichen 
Lebesgueschen Maßes quadratisch integrierbaren Funktionen. In diesem. Raum 
bilden die Funktionen 


1,cosns,inne (R—=1,2,...) (1) 
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ein vollständiges Orthogonalsystem, das sogenannte trigonometrische System. Die 
Orthogonalität bestätigt man leicht durch direktes Ausrechnen. So ist z.B. für 
Nn==m 


n 


1 2, 
[ern oenzde=; [ost ®e+ 008 3” a] ae =0, 


Reg f _n 


usw. Die Vollständigkeit des Systems (1) folgt aus dem Satz von WEIERSTRASs über 
die Approximation einer beliebigen stetigen periodischen Funktion durch trigono- 


. metrische Polynome.!) Das System (1) ist nicht normiert. Normiert man die Funk- 


tionen von (1), so erhält man das System 
1 cosn® sinn 

Ya’ Ya’ m 

Ist f eine Funktion aus L,[—x, r] und bezeichnen wir ihre Fourierkoeffizienten be- 


züglich der Funktionen 1, cos nz, sinn« (um die Beschreibung möglichst einfach zu 
gestalten) mit a,/2, a, b,, so ergibt sich aus den allgemeinen Formeln 


0, [Nom d.h. =. | Held 
2 u . „ 


(n=1,2,...). 


und 


Ey 


„= a i fx) cos nz de, b, = 2 il fx) sin na de. 
T 7 


Die entsprechende Fourierreihe der Funktion f€ Z, hat dann die Form 


oo 
= + >) (a, cosnx + b, sin nz) 
n=i- 


und konvergiert im Quadratmittel gegen f. Ist 


Rn 
Sn(%) = 2 +2 (a, cos’kx + b, sin kx) 


_ die n-te Partialsumme der Fourierreihe, dann gilt für die mittlere quadratische Ab- 
‚weichung von S,(0) und f(x) 


If) — Su@)l® = If? — a (% Kap + oe) ; 
s i k=1 


1) In 3.2. beweisen wir den Satz von F&J&r, der eine Verschärfung des Satzes von WEIERSTRASS 
ist. Dabei wird auch ein Beweis für die Vollständigkeit des trigonometrischen Systems ge- 
geben, der sich natürlich nicht auf die hier dargestellten Fakten stützt. 


25* 
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Das ist nach 3.4.4. die kleinste mittlere quadratische Abweichung, die bei der Appro- 
ximation von f(x) durch trigonometrische Polynome 


T.(&) = n +2 (a; cos kx + PB, sin kx) 


n-ten Grades erreicht werden kann. 
Die Besselsche Ungleichung lautet für das trigonometrische System 


E44, | Mode, 
2 n=i = IE 
Da das trigonometrische System vollständig ist, gilt für eine beliebige Funktion aus 
L, sogar die Parsevalsche Gleichung 

u 


ge 
2 n=i 


» 


_ rn 


d.h., für eine beliebige Funktion fe L, konvergiert die Reihe der Quadrate der 
Fourierkoeffizienten. Andererseits folgt aus der Konvergenz der Reihe }, (a,? + 5,?) 

n=1 
für vorgegebene Zahlen a,, a,, d, (nr = 1, 2, ...) die Konvergenz der Reihe 


oo 
= + N (a, cosnx + b, sin nx) 
2 n=1 
(in L,) gegen eine Grenzfunktion f< L,, deren Fourierkoeffizienten gerade die vor- 
gegebenen Zahlen a,, @,, b, (n = 1,2, ....) sind (vgl. Satz 3 aus 3.4.). 


Alle bisherigen Aussagen lassen sich leicht auf Funktionen übertragen, die auf 
einem Intervall [—I, 7] beliebiger Länge gegeben sind. Wenn f(f) eine quadratisch 
integrierbare Funktion auf [—I, 1] ist, dann wird fff) durch die Substitution t= bke/z, 
d.h. =nijl, zu einer quadratisch integrierbaren Funktion f*(x) = f(lx/r) auf dem 
Intervall [—x, x], und wir erhalten aus den obigen Formeln 


I R 
| [a et 
Br 


5 l 
b,= + fm sin a dt (n=1,2,...) 
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als Fourierkoeffizienten und dazu 


=” + 5 (o co8 (7 ) + 5b, sin (7) 
2 ns ı 


als Fourierreihe einer Funktion € Zul -—1L, 1). 


Bemerkungen 


1. Trigonometrische Reihen wurden von dem französischen Mathematiker C. Fov- 
RIER in seinen Arbeiten über mathematische Physik und dort hauptsächlich bei 
der Theorie der Wärmeleitung in einem Körper benutzt. Formeln für die Koeffi- 
zienten a, und b, treten allerdings schon bei EuLER auf. Weiterentwickelt wurde die 
Theorie der trigonometrischen Reihen in den Arbeiten von Rınmann, DIRICHLET 
und anderen. Die Begriffe ‚‚Fourierreihe‘, „Fourierkoeffizienten“ usw. wurden zuerst 
nur in Verbindung mit dem trigonometrischen Funktionensystem benutzt. In dem 
allgemeinen Sinn wie in 3.4. (d.h. bezüglich eines beliebigen orthogonalen Systems 
in einem beliebigen unitären Raum) wurden sie erst viel später verwendet. 


2..Aus der Vollständigkeit des trigonometrischen Systems und den allgemeinen 
Sätzen aus 3.4. folgt, daß für jede Funktion f € L, die zugehörige Fourierreihe 


+ 2 a, cos nx + b, sin nx) 

im Mittel gegen die gegebene Funktion f konvergiert. Vom Standpunkt konkreter 
Aufgaben der Analysis ist es jedoch wichtig zu wissen, wann diese Reihe punktweise 
oder gleichmäßig gegen f konvergiert. Mit diesen Fragen werden wir uns im nächsten 
Kapitel befassen. 


7.3.2. Trigenometrische Systeme auf dem Intervall [0, x]. Die Funktionen 


1, cos, cos 2, ee. (2) 
und 
‚ sing, sin 2x, ... (3) 


bilden in ihrer Gesamtheit ein vollständiges Orthogonalsystem auf dem Intervall 
[—x, z]. Auf dem Intervall [0, x] ist jedes der beiden Systeme (2) und (3) für sich ein 
vollständiges Orthogonalsystem. Die Orthogonalität dieser Systeme ergibt sich leicht 
durch direkte Rechnung, ihre Vollständigkeit durch die nachfolgenden Betrach- 
tungen. Zunächst beweisen wir die Vollständigkeit des Systems (2). 

Es sei f(x) eine quadratisch integrierbare Funktion auf [0, x]. Wir setzen diese 
Funktion durch die Festlegung 


fa) = f(x) 
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auf-das Intervall nn” 0) fort und entwickeln die fortgesetzte Funktion bezüglich des 
Systems 


1, cos nz, sin nxc (n=1,2,...) 


in eine Fourierreihe. Da die fortgesetzte Funktion auf [-x, 7] gerade ist, verschwin- 
den alle Koeffizienten der 'Sinusglieder in der Fourierreihe. Das folgt sofort aus der 
Formel für diese Koeffizienten, die für eine gerade Funktion [undn 21 


7 6 E2 
[ te) sin ne. de = [ie sin ne de + f fx) sin ne de 
rn _n 0 


= ie) sin nz da + | ie) sin nz de = 0 
ö ö. 


liefert. Also kann die fortgesetzte Funktion auf [—x, x] (und damit auch die Aus- 
gangsfunktion auf [0,r]) beliebig gut durch Linearkombinationen der Elemente 
des Systems -(2) im Quadratmittel approximiert werden. Daraus folgt die Voll- 
ständigkeit des Systems (2). Die Vollständigkeit des Systems (3) auf dem Intervall 
[0, z] beweisen wir analog. Zuerst setzen wir die Hunkbich fix) € L,[0, x] dureh die 
Festlegung 


f@) = 2) 


auf das Intervall [—x, 0) fort und entwickeln nun die fortgesetzte Funktion auf 
[—r,r] in eine Fourierreihe. Diese Reihe enthält nur Sinusglieder, da die fort- 
gesetzte Funktion auf [—z, z] ungerade ist. Daraus ergibt sich wie oben die Voll- 
ständigkeit des Systems (3). 


7.3.3. Trigenometrische Fourierreihen in komplexer Form. Die trigonometrischen 
Reihen können in geschlossener Form geschrieben werden, wenn man die Eulerschen - 
Formeln 

eirz + eg imr ein” nei e inz : 


cos nxE = ———— und sinne = - 
2 j %i 


benutzt. Setzen wir-diese Ausdrücke in eine Fourierreihe ein, so erhälten wir 


0, © einz | eine . einz __ g- {nz h 
el 2a, cos + bu inne = 4% a A 
2 Hz 2 2 
; [e,s] x B: 
my a ey ta ine 
2 ni 2 n=1 2 
[0] 
— 2 € ein? 
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wobei 
[77 
0% 
und für» =1 
— ib a, + ib < 
Cr Q ’ on = P) (4) 


gesetzt wurde. Der Ausdruck 


> G]ei"z 
n=— 0 
heißt trigonometrische Fourierreihe in komplexer Form. Die Koeffizienten c, dieser 
Reihe lassen sich aus den Koeffizienten a, und 5, mit Hilfe der Gleichungen (4) be- 
rechnen. Man findet für sie jedoch auch leicht direkte Formeln. Dazu multiplizieren 
wir die Gleichung 


zz 5 Oneinz | | (5) 


n=—-0 


mit em? (m — 0, -+1, +2, ...) und integrieren über [—x, rn]. Auf Grund der leicht 
direkt nachprüfbaren Beziehungen 


E:3 
einz .-im2 dig — 0 Br NnFM, 
2r fürn=m, 


—_n 


ergibt sich 


f Ha) e"? dx = Inc, 
d.h. 
1 : 
=, IS em® dia (m =0, +1, 42, ...). (6) 
7 
Eine Entwicklung der Form (5) ist auch für komplexwertige auf [—, x] quadra- 
tisch integrierbare Funktionen möglich: Die Funktionen €” n —=0, +1, +2, ...) 


bilden also ein vollständiges Orthogonalsystem im Raum L,[—r, x] der. komplex- : 
wertigen Funktionen, deren Absolutbetrag auf [—r, #] quadratisch integrierbar ist. 


- Die Ausdrücke (6) sind dann die Skalarprodukte der Funktionen a mit den Funktionen 


em? jm komplexen Raum Z2,. 

Ersetzen wir die Funktionen e’*= durch die Funktionen e = ‚ dann übertragen 
sich alle Aussagen auf den Raum Z,[—J, 1] der Kong Funktionen, die 
auf einem Intervall [—I, 1] beliebiger Länge definiert sind. 
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7.3.4. Die Legendreschen Polynome. Die Linearkombinationen der Funktionen 


\ 


1,2, 22, ... (7) 


bilden die Gesamtheit aller Polynome. Daher ist das System, (7) im Raum ZL;[a, b] 
der auf dem. beliebigen Intervall [a, b] quadratisch integrierbaren Funktionen voll- 
ständig.) Orthogonalisieren wir das System (7) auf dem Intervall [—1, 1] bezüglich 
des Skalarproduktes 


= ir f(@) gie) de, 


. so erhalten wir ein vollständiges Orthogonalsystem 


28), Arl@); Yel@); -+-> | 
wobei Q,(x) ein Polynom r-ten Grades ist. Wir zeigen nun, daß jedes Polynom 
Q.(x) bis auf einen konstanten Faktor mit dem Polynom 
R Ze 
2 = — (a — 1 
a, @-1 


übereinstimmt. Dazu beweisen wir zunächst, daß das System {R,} orthogonal ist. 
Es sein > m. Dann ist 


dk 
ART 2 __. 1% 
Fr 


für alle k = 0,1,...,» — 1, und durch fortgesetzte partielle Integration ergibt sich 


z=1 


1 


: de 1 Ani 
[raw B,(e) de = = rn. ae pin... 
A Fa 


dam+1 d 
—1 4 
1 
dm+ 
= a er 
— nf = 3% (x n|@ (0? — 1)" de. (8) 
1 

Für m < n steht unter dem letzten Integral 0, woraus die Orthogonalität des Systems 


{R.} folgt. 

Aus der Tatsache, daß das Polynom R,„ den Grad n hat, folgt weiter, daß R, in 
dem Unterraum von L, liegen muß, der von den ersten n + 1 Elementen des Systems 
(7) erzeugt wird. Damit besitzen die Systeme {R,} und {Q,} folgende gemeinsame 
Eigenschaften: 

1. Sie sind beide ölkhonanh: 

2. das n-te Element des en gehört zu dem Unterraum von Z,[—1; 1,1), der 
von den Elementen 1, x, ..., x"! erzeugt wird. 


1) Die Vollständigkeit des Systems der Polynome im Raum L.fe, 5] folgt aus dem Satz von 
WErERsTRAss über die gleichmäßige Approximierbarkeit einer beliebigen stetigen Funktion auf 
[e, 6] durch Polynome (vgl. 8.2.2.). 
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Nach Satz 1 aus Abschnitt 3.4. bestimmen diese beiden Eigenschaften jedes 
Element des Systems bis auf einen konstanten Faktor, was zu zeigen war. 


Um die Normierungsfaktoren für die Polynome Ru): zu finden, betrachten -wir die. 
Gleichung (8) für den Falln = m: 


[ Ra) de = (—1jr / = (2 — 2 (22 — 1° da 
x YA 
1 


1 


1 


= an [u —- Ar de= 


(m1)2 . 2am+ı 
2n+|1 


3 


1 


d.h., die Norm des Polynoms R, ist gleich n! 2* \; — ri Damit; bilden die Poly- 
N 


nome 
1 ® +1 2.) 
n! 2% 2 


ein vollständiges Orthonormalsystem im Raum Z2,[—1, 1]. 
Gewöhnlich werden jedoch nicht .diese normierten Polynome betrachtet, sondern 
die durch die Formel . 
1 
n! 2” dan , 
definierten Polynome. Die Polynome P,(x) werden Legendresche Polynome, die 
Formel selbst Formel von Rodrigues genannt. Aus den obigen Betrachtungen folgt 


- P.(&) = 


(ee 


0 fürn m, 


2n+1l 


fürn = m. 


1 


Die expliziten Darstellungen für die ersten fünf Legendreschen Polynome lauten 


Pa)=1, 
Pe)=t, 

3 1 
Plae)=<-#®—-, 
2(®) Eu 2 
Pi)= 20-22, 
Pd a 24 


8 4 8 
1) Das letzte Integral kann man elementar mit Hilfe einer Rekursionsformel berechnen oder 
auf die Betafunktion zurückführen. 
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Die Entwicklung einer Funktion fe Za[—1, 1] nach Legendreschen Folynomen hat 
die Gestalt 


mit 


- 7.3.5. Orthogonale Funktionensysteme über Mengenprodukten. Mehrfäche Fourier- 


reihen. Auf den Mengen X’ und X” seien die Maße „’ und «” definiert. Z,’ und I,” .. 


seien die entsprechenden Räume der quadratisch integrierbaren Funktionen über 
diesen Mengen. Über dem Mengenprodukt 


X _ X’ x x" 
mit dem Maß 
kB — w x w 


betrachten wir. den entsprechenden Raum L, der quadratisch integrierbaren Funk- 
tionen, die wir als Funktionen von zwei Variablen schreiben werden. 


Satz 1. Sind fo„} und {y,} vollständige Ortkonormalsysteme in Lg bzw. L,’, dann 
ist das System aller Produkte 


j Imn(&, Y) = Pm(®) valy) 


ein vollständiges Orthonormalsystem in Le. 


Beweis. Nach dem Satz von FUBInt ist: 


[Fanta y) du = [ Pe ( [ ee) du =1. 
X x x” 


Wenn m + m, ist, dann ergibt sich nach demselben Satz 
[an %) Ina y) du = [ ony) yn.y) ( IKFORe) dm) du’ =0, 
X x” x 


da die Funktion 


Fan Y) Fan 9) 


auf X = X’x X” integrierbar ist. 
Wenn m = m, und n = n, ist, dann gilt ebenfalls 


[Fanta Y) Fmn,e, y) du = [ on2e) ( erw) o,W) du‘) du =0. 
X x X” j 


Ä 
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Wir beweisen nun die Vollständigkeit des Systems {f„„}. Dazu nehmen wir an, 
daß es in L, eine Funktion f gibt, die zu allen Funktionen f,, orthogonal ist. Setzen 
wir - 


F„(y) = [He y) Inte) du, 
ji 


so sieht man leicht, daß die Funktion F,(y) quadratisch integrierbar ist. Damit ist 
F„(y) va(y) für beliebiges rn integrierbar, und wir erhalten mit Hilfe des Satzes von 
Fuss 


[Fuy)v 1) An = [Hey Inte y) du = 0. 
r 


Aus der Vollständigkeit des Systems {y,} folgt nun für fast alle y und jedes m 


F)=®, 
d.h. 
te, y) Pnl®) du’ — 0. 
Fi 


Da auch das System {p,} vollständig ist, ergibt sich hieraus, daß für fast alle y die 
Menge derjenigen x, für die \ 


ia, y) +0 


ist, das Maß Null hat. Das bedeutet nach dem Satz von Fusint, daß die Funktion f(x, y) 
fast überall gleich Null auf X ist, was zu zeigen war. 

Wenden wir den Satz auf den Fall der quadratisch integrierbaren Funktionen 
zweier reeller Variabler 


I®, y) (-n 8, y<nr) 

an, dann folgt: Die paarweise gebildeten Produkte der Elemente der Systeme 
1, cos me, sin m& (m =1,2,...) 

und . 
1, cos ny, sin ny (n=1,2,...), 


. d.h. die Funktionen 


1, cos mix, sin mx, cos ny, sin. ny, 
COS Mix COS NY, COS m& sin ny, 
sin mx cos ny, sin mx sin ny 


bilden ein vollständiges Orthogonalsystem im Raum Zu([ —r, x] x [—r, ]). Die ent- 
sprechende Fourierreihe sieht für diese Entwicklungsfunktionen ein wenig umständ- 
lich aus. Wesentlich übersichtlicher wird die Darstellung, wenn wir Exponential- 
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funktionen. benutzen. Dann können die Produkte der Elemente der Orthogonal- 
systeme i in der Form 


eimzginy — mitm  m,m=0, +1,42...) 


und die entsprechende Fourierreihe in der Form 


o 


MN 00 


geschrieben werden, wobei 


Ern = 4t ix, Yy) ge Hmatny) dx dy 
Adel 


ist, mn 
Die Legendreschen Polynome liefern im Raum L,(Q).der auf dem Quadrat 


Q= (a: -1sm,y<1} 


quadratisch integrierbaren Funktionen ein vollständiges Orthonormalsystem, das 
aus den Polynomen 


m KA 
Onn(&, y) = Vem +1) Gm +1) m @— 1". - (y? — 1j° 
besteht. 
Alles oben Gesagte ist offensichtlich auf Funktionen mehrerer, Variabler über- 
tragbar. Insbesondere ergibt sich für die trigonometrische Fourierreihe einer Funk- 
tion von %k reellen Variablen die Form 


fen ..., Tr) = PA ER 
MO 


j Tr £i2 . 
1 . 
Orte (An)* f _ fe 20, %) en meh hnaan) da, ++ de, 
. ma _n . 


7.3.6. Polynome, die bezüglich eines vorgegebenen Gewichts orthogeonal sind. Durch 
Orthogonalisierung der Funktionen 


Laa,..2%,... . (9) 


mit 


bezüglich des Skalarprodukts 


1 


Ste) ge) da 
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mit dem gewöhnlichen Lebesgueschen Maß dx auf [—1,1] kommen wir zu den 
Legendreschen Polynomen. Wenn auf diesem Intervall ein anderes Maß u gegeben 
ist und die Funktionen (9) im entsprechenden Raum Z,([—1, 1], #) mit dem Skalar- 

1 i 


produkt f fx) g(x) da linear unabhängig sind, dann führt der Orthogonalisierungs- 
—ı 


prozeß, ausgehend vom System (9), zu einem System von Polynomen {Q,}. Dieses 
System hängt von der Wahl des Maßes u ab. Setzen wir voraus, daß das Maß u für 
alle Lebesgue-meßbaren Untermengen von [—1, 1] durch die Formel 


„E) = | gie) de | (10) 
E 


definiert ist (g(x) eine feste nichtnegative integrierbare Funktion), dann lautet die _ 
Orthogonalitätsbedingung für das System {Q,}; 


1 für mn, 


oO für mtn, 
in diesem Fall 
1 
1 frm-n 
de = i 11 
[ Aula) Qt) ge) de | EN | cat) 
ı 


Die Funktion g(x), die das Maß (10) definiert, wird als Gewicht oder Gewichisfunktion 
bezeichnet. Von den Polynome Q,, die der Bedingung (11) genügen, sagt man, daß 
sie orthogonal bezüglich des Gewichts g sind. Die Verwendung verschiedener Ge- 
wichte führt zu verschiedenen Systemen von orthogonalen Polynomen. Setzen wir 
speziell 


ale) = — 


Yıa' 


so erhalten wir Polynome, die bis auf einen konstanten Faktor mit den sogenannten 
Öebysevschen Polynomen 


T,(&) = c08 (n. arccos x) (r=1,2,...) 


übereinstimmen. Diese Polynome spielen eine wichtige Rolle in verschiedenen 
Approximationsaufgaben. Ihre Orthogonalität bezüglich des Gewichts 1//1 — =? 
ergibt sich sofort, wenn wir 


x = c0s9, de = —sin 0 d6, Yı-==sin® 


substituieren. Wir erhalten so: 


Tn(®) Ta(&) 
yı-» 


für m=n, 


o»Ia 


FAd 
d« = cos md cos nd d9 = 
für m=#n. 
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7.3.7. Eine orthogonale Basis im Raum L,(— oo, co). Die Hermiteschen Funktionen. 

‘ Oben haben wir Orthogonalsysteme auf einem Intervall, d. h. auf einer Menge 
endlichen Maßes betrachtet. Jetzt betrachten wir den Fall einer Menge unendlichen 
‚Maßes, wir versuchen Orthogonalsysteme im Raum Z,(—0oo, 00) der auf der ganzen 
Zahlengeraden quadratisch integrierbaren Funktionen zu finden. Ein solches Funk- 

- tionensystem kann weder aus Polynomen noch aus trigonometrischen Funktionen 
noch aus irgendwelchen anderen Funktionen konstruiert werden, die nicht zu 
diesem Raum gehören. Als „Material“ für die Konstruktion einer Basis in L,(— 00, oo) 
können nur Funktionen verwendet werden, die für |«] — oo genügend schnell gegen 0 
streben. So kann man insbesondere, ausgehend von den in Z, linear unabhängigen 
Funktionen 


are 2 (n = 0,1,2, ...), 


eine Basis in L,(—o0, oo) gewinnen. Durch OIBOBSDENFIEENG erhalten wir ein 
System von Funktionen der Form 


Pn(®) = H,(«) en 2 (n =0,1,2, ..)) (12) 


wobei H,„(x) ein Polynom r-ter Ordnung ist. Alle diese Funktionen gehören offen- 
sichtlich zu Z,(—co, oo). und bilden, wie in 8.4.3. gezeigt-wird, ein vollständiges 
System. Die Polynome H,(x) heißen Hermitesche Polynome, die Funktionen 9, 
Hermitesche Funktionen. Die Hermiteschen Polynome stimmen bis auf eine multi- 


plikative Konstante mit den Polynomen 


B,*a) = (re FE 


da" 
überein, denn die H,„* sind offensichtlich Polynome n-ten Grades und erfüllen die 
Relation 


[H.*«) H:@)e"da=0 m=sn), 


wie man leicht durch partielle Integration zeigt. Aus 3.4., Satz 1, folgt nun, daß 
die Funktionen H,„*(x) e”*"? und H,„(x) e-*”? der aus are (n=0,1,2, ...) erzeug- 
baren Orthogonalsysteme bis auf einen konstanten Faktor übereinstinmen, 
Das obige Resultat kann auch anders interpretiert werden. Betrachten wir auf der 
Zahlengeraden das ERlichE Maß „ mit der Dichte e”*, d.h. 
du =e"" de, 


und den Raum L,((—o, ©), 1) mit dem Skalarprodukt 


)= Io) ge) ode, 
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dann lautet das Resultat: Die Hermiteschen Polynome bilden ein vollständiges 
 Orthogonalsystem im Raum Le((—, ©), u 

Zum Schluß betrachten wir noch den Raum 2,(0, ©©) der auf der Halbgeraden 
quadratisch integrierbaren Funktionen. Ausgehend vom System der Funktionen 


Ne”? (nr =0,1,2,...) 
erhalten wir durch Orthogonalisierung das Funktionensystem 
Ln(x) e”* 


der sogenannte Laguerreschen Funktionen. Die Funktionen L,(x) sind Polynome 
 n-ten Grades und heißen Laguerresche Polynome. Diese Polynome kann man ebenfalls 
als orthogonale Basis im.Raum L;((0, 0), u) bezüglich des Maßes « mit der Dichte 
e”*,d.h. 

du =e""de, 


auffassen. Die Vollständigkeit des Systems der Laguerreschen Funktionen im Raum 
L,(0, 0) wird in 8.4.3. gezeigt. 


7.3.8. Polynome, die bezüglich eines diskreten Gewichts orthogonal sind. Inn +1 
verschiedenen Punkten x, &; -.., %„ der reellen Achse seien die positiven Zahlen 
Po Pıs > Pu als „Gewichte“ gegeben. Das Maß u sei durch die Formel 

| = Dr 


TucE 


für eine beliebige Untermenge # der reellen Achse definiert, d. h., #{E) ist gleich der 
Summe der Gewichte der Punkte, die in der Menge E liegen. Meßbar bezüglich dieses 
ausgearteten Maßes sind beliebige Mengen und Funktionen auf der Geraden, wobei 
eine beliebige Menge, die keinen der Punkte x; (k = 0,1, ...,n) enthält, das Maß 0 
besitzt. Das entsprechende Integral einer Funktion f über die reelle Achse ist gleich 


© n 
Ste) du = & pille); 
© k=0 
das Skalarprodukt in L,((—oo, 00), u) gleich 


(Fg)= 2 Pfr) 9%) - 


Zwei Funktionen f und g sind genau dann äquivalent bezüglich dieses Maßes a 
wenn 


Kar) = HR) 


in allen Punkten 2, (k= 0,1,...;n) ist. Die Aufgabe, eine gegebene Funktion f 
möglichst gut durch eine Linearkombination 


Po + aPı +" CmPm 
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von Funktionen 9; :.., m im Sinne von L, zu approximieren, führt für dieses Maß 
auf das Problem, den Ausdruck. 


pi .tFear) -5 ;9:(Ü)}? 


zu einem Minimum zu machen, d. h., sie führt zum Problem der ‚Interpolation nach 
der Methode der kleinsten Quadrate“. 

Im Zusammenhang mit dem Problem der Approximation einer Funktion durch 
Polynome nach der Methode der kleinsten Quadrate entwickelte P. L. Önpysnv 
eine Theorie der orthogonalen Polynome. Um die diesbezüglichen Resultate Ükgr- 
Spvs darzustellen, bemerken wir zuerst, daß das System 


1,2,28, ...,x0" .. (43) 


für das oben beschriebene ausgeartete Maß u linear unabhängig im Raum L, ist. 
Das folgt daraus, daß die Gramsche Determinante det {(a7, #°)},,s-o,..... des Systems 
(13) für das Skalarprodukt j 


n 
(7,0) = N Dia *° 


von: 0 verschieden ist, wie die folgende Rechnung zeigt: 


Pr 3 Pie PD 77 ep I 7777 


2 Din - N Pd — 2 Pr? 3 17:7 

2 De" DD a N Di” 
Yn Y»: ... Yp, ” 1 1 1) 

_ Ypr Vpm - “ Vontn = pm ml nF 0. 
Vpoxo" Vpxı” ... Yan N 


Die Funktionen x” für r > n sind von den Funktionen des Systems (13) linear ab- 
hängig, weil L,((—o0, oo), u) in unserem Fall die Dimension » + 1 besitzt. Damit 
führt der Orthogonalisierungsprozeß, ausgehend vom System (13), zu einem System 
von Polynomen 


Pa), Pı’@), „.., P,(); 


die orthonormal in dem Sinne sind, daß 


2 PrP (&) Pa) =Öös 
=0 
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ist, und für jede Funktion f eine endliche Reihenentwicklung 


In:oPlo); = nee, 
r=0 k=0 


liefern. „Konvergenz“ dieser Reihenentwicklung in dem betrachteten Raum L, 
bedeutet jetzt, daß in den Punkten x, 


7 


I.) =) c,P,(&) (k= 0, l,...,%) 


r=0 


n 
ist, d.h., die vollständige Summe 3} c,P,(x) ist einfach das Lagrangesche Inter- 
; \ r—0 j 
polatiönspolynom n-ten Grades für die Funktion f(x). 


Die nichtvollständigen Summen 
m 
An®) = 3 Pık®) (m <n) 
r=0 


sind Polynome m-ten Grades, die f(x) in dem Sinne approximieren, daß der Aus- 
druck i 


N 


2 Prf&n) — Qm(&r))? 
k=0 


für Q„(x) kleiner ist als für jedes andere Polynom m-ten Grades. 


7.3.9. Die Funktionensysteme von Haar, Rademacher und Walsh. Haar hat folgendes Bei- 
spiel eines vollständigen Funktionensystems in Z,[0, 1]. konstruiert. Das System besteht aus der. 
Funktion j 

P% = 1 
und den Serien von Funktionen 

Po1 > 

Pır Pız» 

P21> Paz» Paz» P2a> 


.errreeeerer 


Pn1> Pn2» »*+> Pa" 
(die n-te Serie enthält 2° Funktionen) mit 


Y4 für 0<x< 2 


Por = i N 
2 
18 für 0<2<2, 0ür 0<a<z, 
u 1 u 3 
In = PR für L<a<;5, 9 = 7 fü <e<7» 
AR: | IR SEEN, 
0 fürr—<xr<1I, —P2 für = <a<i 
2 L 4 \ 


26 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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und allgemein 


Anl für — ı 
2n 


a Sie 
mi —2n/2 für 2 


0 el] 


(n = 0,1,2,..5i=1,2,..., 2"). 


Man siehtleicht, daß dieses System orthonormiert ist. Wir beweisen nun seine Vollständigkeit. 
Dazu zerlegen wir das Intervall [0, 1] in 2”! gleich Intervalle A; und betrachten die Menge M „.ı 
aller Funktionen, die auf jedem der Intervalle A; jeweils konstant sind. Offensichtlich ist My4ı 
‚ein linearer Unterraum der Dimension 2”+! von Z,[0, 1]. Außerdem liegen alle Funktionen des 
Systems bis zur n-ten Serie in diesem Unterraum. Da diese Funktionen auf Grund der Ortho- 
normiertheit linear unabhängig sind und ihre Anzahl gleich. 


Rn 
1+ E 3% — 2041 
k=0 
ist, bilden die Funktionen 9, und 9,; der Serien k=0,1,...,n ein vollständiges linear unab- 
hängiges System in M,„... Zusammen mit der Tatsache, daß sich jede stetige Funktion auf [0,1] 
beliebig gut durch Funktionen aus M,;ı (n hinreichend groß) approximieren läßt, folgt daraus 
die Vollständigkeit des Haarschen Systems. 


Wir betrachten nun noch ein anderes Beispiel eines orthonormierten Systems in Z,[0, 1], das 
von RADEMACHER angegeben wurde. Wir setzen 


Pr) = (Hl, 


d. h., die Funktion (x) ergibt sich, indem. man das Intervall [0, 1] in 2” gleiche Teile A; teilt 
und die Funktionswerte von ,, auf den Intervallen 4; @ = 1, ..., 2”) abwechselnd -H1 und —1 
ansetzt. Das System 


Po Pareens Oper. n | An 


ist offensichtlich orthonormiert, aber nicht vollständig, da z. B. die Funktion 


1 für 0<2< oder <2< 1, 


Pız = PıP2 = 1 3 

ifürr-<e<— 

ur 4 x 4 

zu allen Funktionen des Systems (14) orthogonal ist. Man kann jedoch dieses System zu einem 

vollständigen orthogonalen System SEmNEIn, indem man zu den Funktionen (14) noch alle 
Funktionen der Form 


Opmıma.--m; — PmıPma '*" Pmr (0 <m<m<.-<m) . as) 


hinzunimmt. Das auf diese Weise erweiterte System heißt Walshsches Sysiem. Es ist offensichtlich 
orthonormiert und außerdem vollständig. Das erhält man leicht durch analoge Überlegungen wie 
beim Beweis der entsprechenden Eigenschaft für das Haarsche System. 


8. Trigonometrische Reihen. Die Fouriertransformation 


8.1. Konvergenzbedingungen für die Fourierreihe 


8.1.1. Hinreichende Bedingungen für die Konvergenz der Fourierreihe in einem Punkt. 
Wir. betrachten wieder den Raum L,[—x, x] der quadratisch integrierbaren Funktion 
auf dem Intervall [—x, x]. Das ist, wie in Kapitel 7 gezeigt wurde, ein vollständiger 
unendlichdimensionaler unitärer Raum, d.h. ein Hilbertraum. Die Funktionen 


1, cosna, sinne (n=1,32,...) (1) 


bilden in diesem Raum ein vollständiges orthogonales System. Für jede Funktion . 
fe Le[—r, r] konvergiert daher die Fourierreihe 


> + 3) (a, cos nx + b, sin n«) (2) 
n=1 I 


mit den Koeffizienten 
an “tn x) cosnz de, b, tft sin ne da (3) 


im dusdrakicchen Mittel, d.h. in der Norm des Raumes L,[—x, n] gegen f. Jedoch 
für die Anwendung von Fourierreihen auf Probleme der mathematischen Physik 
und andere Fragen sind oft weitergehende Konvergenzbedingungen von Bedeutung. 
Und zwar interessiert man sich für Bedingungen, die nicht nur die Konvergenz im 
Mittel, sondern auch die Konvergenz in einem gegebenen Punkt, in allen Punkten 
oder sogar die gleichmäßige Konvergenz garantieren. Wir werden zunächst hin- 
reichende Bedingungen für die Konvergenz der Fourierreihe in einem gegebenen 
Punkt aufstellen. Dazu machen wir einige vorbereitende Bemerkungen. 

Anstelle von Funktionen auf dem Intervall [—x, x] können wir auch periodische 
Funktionen mit der Periode 2x auf der ganzen reellen Achse betrachten, denn jede . 
Funktion auf einem Intervall kann man periodisch fortsetzen. Ferner kann man mit 
Hilfe der Formeln (3) sogar für jede integrierbare Funktion (und nicht nur für jede 
quadratisch integrierbare Funktion) Fourierkoeffizienten definieren,t) denn die tri- 
gonometrischen Funktionen (1) sind beschränkt, und daher besitzen die Formeln (3) 
auch in diesem Fall einen Sinn. Somit entspricht jeder Funktion fe L,[—x, x] eine 


1) Dabei können wir natürlich für eine beliebige integrierbare Funktion keinerlei Aussagen über 
die Konvergenz der Reihe (2) machen... wi: 


26* 
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Fourierreihe, 


fi) -3 +5 (a, cos nz + b, sin ne). 


Wir wollen jetzt die Frage untersuchen, ob diese Reihe in einem gegebenen Punkt x 
gegen den entsprechenden Funktionswert f(x) konvergiert. Dazu setzen wir 


8,8) = u + > (a, c0s kx + b, sin kx). (4) 
i k=1 


Zunächst formen wir. 8,(x) um, indem wir die Koeffizienten «a, und 5, in (4) durch 
ihre Integralausdrücke (3) ersetzen. Bezeichnen wir dabei die Integrationsveränder- 
liche mit t, so erhalten wir 


T 


S,(2) = Bu fm 5 + > cos kx cos kt + sin kx sin u dt 
k—1 


-; [m 13 + —ahat. 
n 2 3-1 


Unter Verwendung der wohlbekannten Formel!) 


1 . sin = u i 
TRENNT (5) 
2 sin — 
erhalten wir daraus 
» n\ - 
er 2n — 1 a 
la) = — fl) — di. (6) 
177 .t 
j 2 sin 


_n 
1) Diese Formel ergibt sich etwa durch Summierung der Gleichungen 
U 1 u 
sin — = — -2sin —, 
2 2 2 
sin — — sin — = cosu-2sin —, 
2 2 2 
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Diese Darstellung von S8,(2) und verschiedene Modifikationen davon nennt man 
Dirichletsches Integral. 

Da unter dem Integral in (6) eine periodische Funktion mit der Periode 2 steht, 
besitzt das Integral über ein beliebiges Intervall der Länge 2x stets ein und. den- 
selben Wert. Setzen wir also £ — x = z, so können wir auch bei Integration über z 
‚die Integrationsgrenzen —rz und beibehalten, und wir erhalten 


Die Funktion 
.Mm-+l 
1 sın ur z 
DD, = — 
@) 2r% . 2% 
sin — 
2 


nennt man den Dirichletschen Kern. Aus Gleichung (5) ist unmittelbar zu ersehen, 
daß für jedes r 


[Di d=i 


ist. Unter. Verwendung dieser Gleichung können wir die Differenz $,(&) — f(x) auch : 
in der Form 


RT 


inm-+1 
N ET 
82) — fa) = Ey Ta +2) — He) mn de | (7 
m - 


mi 


schreiben. Somit haben wir die Frage der Konvergenz von $,(«) gegen fx) auf die 
Frage zurückgeführt, waun das Integral (7) gegen Null strebt. Die Untersuchung 
dieses. Integrals stützt sich auf das folgende Lemma. 


Lemma 1. Ist @ auf dem Iniervall [a, b] integrierbar, so ist 


b 
lim [ p(x) sin px de = 0. 


P>RX 6 


\ 
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Beweis. Ist 9 eine stetig differenzierbare Funktion, so erhalten wir nach partieller 
Integration für p > © 


cos px)? 


b to 
Hi Y(x) sin px de — —o(x) + rw EP 2-0. (8) 
a » 


Jetzt sei eine beliebige auf [a, b] integrierbare Funktion. Da die stetig differenzier- 
baren Funktionen in L,[a, b] dicht liegen, kann man zu jedem e> 0 eine stetig 
differenzierbare Auakuon Y, mit 


& 
f pe) — 9.la)| de < E73 (9) 
2 
finden. Damit ergibt sich die Abschätzung 


(2) sin px dx — 9,(2)] sin px de 


b ; 
+ f p,(2) sinpxde 
& 


en 


=,+ 


y 
IN Y,(x) sinpxd«|. 
a 


N 


Der zweite Summand strebt auf Grund von (8) für p — oo gegen Null. Damit ist das 
Lemma bewiesen. 


Jetzt können wir leicht die folgende hinreichende Bedingung für die Konvergenz 


der Fourierreihe beweisen. 


Satz 1. Ist f eine integrierbare Funktion und existiert das Integral 

ö N 
[ fat —H@)| „ 
ö 


r (10) 


bei festem x für ein 6>0, so konvergieren die Partialsummen 8, der Fourierreihe 
von f im Punkt x gegen f(x). i 


Beweis, Wir schreiben das Integral (7) in der Form 


1 er ie) 3022 Baal | 2 BL SH sin an 2. de. an) 
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Ist die Funktion 
f&® +2) — fe) 


2 
in den Grenzen von —6 bis ö (bezüglich 2) integrierbar, so ist sie auch im ganzen 
Intervall [—, ] integrierbar (wegen f € L,[—, =]). Dann ist aber auch die Funktion 


fat) — fa) = 

? 2 sin Z - 
2 

integrierbar. Daher kann man Lemma 1 auf das Integral (11) anwenden, und folglich 

strebt dieses Integral für » — oo gegen Null. Damit ist der Satz bewiesen. 


Bemerkungen 


1. Die Konvergenz des Integrals (10). nennt man Dinische Bedingung. Diese ist 
insbesondere dann erfüllt, wenn die Funktion f im gegebenen Punkt x stetig ist und 
eine endliche Ableitung besitzt oder wenigstens eine endliche rechtsseitige und 
linksseitige Ableitung. 

Die beim Beweis von Satz 1 angestellten Überlegungen bleiben gültig, wenn man 
an Stelle der Dinischen Bedingung die Konvergenz der Integrale 


9 6 
2 2 
_ 0 

fordert. Dabei sind f(x — 0) und f(x + 0) der linksseitige bzw. rechtsseitige Grenz- 
wert von f im Punkt x (es wird vorausgesetzt, daß « eine Unstetigkeitsstelle erster 
Art von f ist). In diesem Fall kann man nämlich die Differenz 


_ feat) +fMe-d 


Sn(%) 
2 
in der Form 
3 .n-+1 
am z 
— [fa +2) — Ha — 0)) ————— de 
7 - 2 
2sin — 
: . Mm+1 
1 sin 2 
+— [fa +2) — Ha + 0)] ———— de 
.G . 2% 
2sin 
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darstellen, und diese Ausdrücke streben für n — oo gegen Null, wenn die Integrale 
(12) existieren. ; 
Hieraus folgt eine hinreichende Bedingung für die „globale“ Konvergenz der: 
Fourierreihe, die gewöhnlich in den Analysisvorlesungen angegeben wird: 
: Es sei f eine beschränkte Funktion mit der Periode 2n. Ferner besitze f nur Unstelig- 
keitsstellen erster Art und in jedem Punkt eine rechisseitige und eine linksseitige Ab- 
leitung!). Dann. konvergiert die Fourierreihe von f überall, und zwar an den Stetigkeits- 
stellen gegen f(x) und an den Sprungstellen gegen (fa +0) + fe — 0)/2. 


2. Der Dirichletsche Kern D,(z), der in unseren Betrachtungen die entscheidende 
Rolle spielte, nimmt im Punkt z = 0 den Wert (2n + 1)/2r an und oszilliert für große n 
stark (Abb. 22). Deswegen liefert für große n nur eine beliebig kleine Umgebung des 
Punktes x den Hauptbeitrag zum Integral 


[te +2) De). 


Abb. 22 


Für Funktionen, die der Dinischen Bedingung genügen, strebt dieser Beitrag für 
'n — 00 gegen f{#). Faßt man die Dirichletschen Kerne D,(z) als Funktionale auf der 
Menge aller Funktionen auf, die in eine konvergente Fourierreihe entwickelbar sind, 
so konvergiert die Folge der D,(z) in einem gewissen Sinne gegen die ö-Funktion 
(ö-Distribution). 
Es ist klar, daß die Folge {D,} im Sinne der gewöhnlichen Konvergenz keinen 
Grenzwert besitzt. Daher kann man auch nicht die Standardsätze über den Grenz- 
übergang unter dem Integral zur Untersuchung des Integrals (7) anwenden. 


1) In einer Unstetigkeitsstelle erster Art versteht man unter linksseitiger und rechtsseitiger 
Ableitung die Ausdrücke 


im EMI u im ter, 
h>0+ oh 1>0+ h 
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3. Die Dinische Bedingung, die die Konvergenz der Fourierreihe sichert, kann man 
auch durch andere Bedingungen ersetzen. Jedoch kann man die Dinische Bedingung 
in Satz 1 nicht einfach weglassen. Denn es gibt sogar stetige Funktionen, deren 
Fourierreihe in einigen Punkten divergiert, und es gibt integrierbare Funktionen, 
deren Fourierreihe überall divergiert (A. N. KoLmocorov). Schon 1915 stellte N. N. 
Lvzın folgendes Problem: Gibt es im Raum L, Funktionen, deren Fourierreihe auf 
einer Menge mit positivem Maß divergiert? Wie L. CARLESoN gezeigt hat (1966), 
existieren solche Funktionen nicht. 

Die Existenz stetiger Funktionen, deren Fourierreihe nicht in allen Punkten kon- 
vergiert, ergibt sich leicht aus dem allgemeinen Satz über die schwache Konvergenz 
von Funktionalen. Zum Nachweis vermerken wir zunächst, daß 


f ID,@)de>o für no (18) 


ist. Um das zu zeigen, betrachten wir den Zähler des Bruches 


. MmH+1 
sın 2” zZ 
IDu(@)] = . 


. 2 
27 |sin — 


Er nimmt in den Punkten 2, mit 


2 1 i 
"+ = (+5) * (k=0,1,...,n) (14) 
2 2)” Ä 
“ den Wert 1 an. Auf jedem Intervall 
2rt - 
— | < om 15 
2 — 2; 3(2n +1) (15) 


\ 


2 
ist dann |sin 2 


1 z\ nicht kleiner als - . Für den Wert von sin > auf dem &k-ten 


Intervall (k _ 0,1,...,r) gilt dabei die Abschätzung 


2 _2 1 f2k +1 a\ f2n + 1\t +1 
my<=y< | m )( 2 nrı 


Tr 


2 2 2 3 


Daher ist das Integral von |D,(z)| bereits auf den durch (15) definierten Abschnitten 
größer als die Summe, 
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die für » — 00 gegen oo.strebt. Hieraus ergibt sich die Beziehung (13). Das bedeutet, 
daß die Normen der Funktionale D, auf dem Raum der stetigen Funktionen nicht 
gleichmäßig beschränkt sind. Nach dem Satz über die schwache Konvergenz von 
Funktionalen kann die Folge {D,} dann aber auf diesem Raum auch nicht schwach 
konvergent sein. Es gibt also stetige Funktionen f, für die der Grenzwert 


Im fi D,(&) f(x) d& 


RX —n 


nicht existiert. 


8.1.2. Bedingungen für die gleichmäßige Konvergenz der Fourierreihe. Wir.haben . 
hinreichende: Bedingungen für die Konvergenz der Fourierreihe einer Funktion f in 
jedem Punkt aufgestellt. Die Klasse der Funktionen, die diesen Bedingungen genügen, 
ist sehr groß. Sogar die Stetigkeit ist keinesfalls notwendig für die: Darstellbarkeit 
einer Funktion durch ihre überall konvergente Fourierreihe. Die Situation ändert 
sich, wenn wir uns dafür interessieren, wann die Fourierreihe gleichmäßig konver- 
giert. Besitzt nämlich die Funktion f auch nur eine Unstetigkeitsstelle, so kann die : 
Fourierreihe von f nicht gleichmäßig gegen f konvergieren, da die Summe einer gleich- 
mäßig konvergenten Reihe stetiger Funktionen wieder stetig ist. Somit ist die 
Stetigkeit einer Funktion eine notwendige (aber natürlich nicht hinreichende) Be- 
dingung für die gleichmäßige Konvergenz ihrer Fourierreihe. Der at Satz 
liefert eine einfache hinreichende Bedingung. 


Satz 2. Ist die Funktion f mit der Periode 2 absolut stetig und gehört ihre Ableitung 
f zu L[—nr, w], so konvergiert die Fourierreihe von f auf der ganzen. reellen Achse 
gleichmäßig gegen f. 


Beweis. Wir bezeichnen die Fourierkoeffizienten der Funktion f’ mit. a,’ und b,'. 
Da die Funktion f absolut stetig ist, darf man das Integral 


1 
= cos ne da 
IE 


partiell integrieren. Danach ergibt sich 


= en : f(x) cos nz de 
n 


sin nz |? 


au fx) Er f(e@) sinne de 
ST TE 
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Analog erhält man. 


b„ -; [onma-% 
” . 


Folglich ist 


HZ HR +, . (16) 


Diese Reihe konvergiert wegen 


- und der Besselschen Ungleichung 


> 6, +) Sfr <@. 


n=1 


Die Reihe (16) ist aber offenbar eine Majorante für die Fourierreihe von f. Nach 
dern. Weierstraßschen Kriterium konvergiert daher die Fourierreihe von f Kebenles 
und) gleichmäßig gegen f. 

Es bleibt zu zeigen, daß die Summe dieser Reihe tatsächlich f ist. Dazu bezeichnen 
wir die Summe der Fourierreihe von f mit p. Dann besitzt @ dieselben Fourierkoeffi- 
zienten wie f. Hieraus ergibt sich f = p wegen der Stetigkeit der beiden Funktionen. 


Man kann für die gleichmäßige Konvergenz der Fourierreihe auch eine andere Be- 
dingung angeben, die.der Dinischen Bedingung analog ist. 


Satz 3. Die integrierbare Funktion f sei auf einer Menge E = [|—n, rn] beschränkt, 
und die Dinische Bedingung sei gleichmäßig auf E erfüllt: Für jedes e > 0. ewistiere 
also ein 6 > 0 mit 


6 : 
I Fe 
ea 


und zwar gleichzeitig für alle x € E. Dann konvergiert die Fourierreihe von fauf E 
gleichmäßig gegen f. 


Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem Lemma, das eine Verschärfung von 
Lemma 1 (vgl. 8.1.1.) darstellt. 
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Lemma 2. B sei eine präkompakte M. enge im Raum L,[—r, r]. Dann gibt es zu 
jedem &> VO eine Zahl N = N(e) mit 


f ft) sin At ul 


a 
für) = N(e), gleichzeitig für alle fe B. 


Zum Beweis des Lemmas wählen wir in B ein endliches e/2-Netz 9,, ..., 9, und 
bestimmen ein N mit 


<e 


b 
[ Pitt) sin At di 


für A N,i=1,2,...,k. 
Ist nun f eine beliebige Funktion aus B, so gilt 


IF - Pill < = 


für.ein gewisses ö und folglich 


2 } 
[(f — op) sinitdi| < e. 


a 


’ ft) sin di| < 


b 
[ 9;(t) sin At a + 


Damit ist das Lemma bewiesen. 


Die Verwendung dieses Lemmas zum. Beweis von \ Satz 3 beruht auf der leicht 
beweisbaren Tatsache, daß die Menge der Funktionen 


oe fat ) — f@) 


präkompakt ist. Den ausführlichen Beweis überlassen wir dem Leser. 


Bis jetzt haben wir Funktionen auf dem Intervall [—xz, x] betrachtet. Es ist aber, 
klar, daß alles bisher Gesagte auch für Be auf einem beliebigen Tee 
der Länge 2 gilt. 

Auch für den Fall mehrerer Veränderlicher kann man hinreichende Bedingungen 
sowohl für die Konvergenz der Fourierreihe in jedem Punkt als auch für die gleich- 
mäßige Konvergenz der Fourierreihe formulieren. Wir werden uns damit jedoch 
nicht aufhalten. 


8.2. Der Fejörsche Satz 


8.2.1. Der Fejersche Satz. Es sei / eine stetige Funktion auf der reellen Achse mit der 
Periode 2x. Diese Funktion wird durch ihre Fourierreihe 


hal -F B> (a,.cos nz + b, sin ne) (1) 
n=i \ 
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eindeutig bestimmt. Denn sind fı und f, zwei stetige Funktionen mit. denselben 

Fourierkoeffizienten, so ist die stetige Funktion fı — f, fast überall Null und folglich 

identisch Null. Da jedoch die Fourierreihe einer stetigen Funktion nicht notwendig 

konvergiert, können wir die Funktion f im allgemeinen nicht unmittelbar durch 

Suramation ihrer Fourierreihe erhalten. Eine Möglichkeit, stetige Funktionen durch 

ihre Fourierreihe darzustellen, liefert ein Satz, der 1905 von FnJER bewiesen wurde. 
Es seien 


Ep k 
Sul) = + X (a; cosje + by sin je), k=1,2,..., (2) 
je1 


die Partialsummen der Fourierreihe der Funktion f. Damit setzen wir 


0,2) = Sol&) + a + 82-1() . 3) 


Diese arithmetischen Mittel o, der Partialsummen $, heißen Fejersche Summen 
der Funktion f. 


Satz 1 (Frsär). Ist f eine stetige Funktion mit der Periode 2r, so konvergiert die 
Folge {o,„ der Fejerschen Summen von f auf der ganzen reellen Achse gleichmäßig 
gegen f. 

Beweis. Wir benutzen die in 8.1. erhaltene Integraldarstellung 


2k +1 
© sn ———z 
1 2 
Sl) = — fa +2) ———— de 
2 sin — 
2 
. für die Partialsummen der Fourierreihe von f. Setzen wir diesen Ausdruck in die 


Gleichung (8) ein, so erhalten wir \ 


. 2k +1 
sin 2 \ 
1 n—1l 2 . . 
OR) = — H ——feard)d. 
. Inst ko sin & 
2 


Daraus folgt mit Hilfe der Formel!) 


sin (2% + N)z= sinf nz 
k=0 sin 2 


1) Diese Formel erhält man leicht durch Summation der Gleichungen 
2- sin (2k + 1)2- sinz = cos2hz — oos2(k+1)z2 (k=0,1,..,n—1). 
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die Darstellung von o„(x) in-Form eines sogenannten Fejerschen Integrals, 


n 
2 


sinn = 
1 2 , 
0,82) = — fx + 2) de. (4) 
Zn Pr - ; 
sin — 
2 
Dabei wird der Ausdruck 
2 
R sinn — 
Inn - 
sin — 


Fejerscher Kern genannt. Formel (4) kann man damit in der Gestalt 


aute) = [1 +2) 0ul0) de (6) 


schreiben. Wir müssen also zeigen, daß dieser Ausdruck für n — oo gleichmäßig 
gegen f(x) strebt. 

Dazu vermerken wir vorbereitend die folgenden Eigenschaften des Fejerschen 
Kerns: 


3. für jedes feste > 0 und n — oo gilt 
6 z 
[Be de = [ de) de = ml) 0. 
rn ö 


Die erste dieser Eigenschaften ist trivial. Die zweite folgt aus Gleichung (6), denn 
für fix) = 1 ist o,(&) =1 für alle ». Die dritte Eigenschaft ergibt sich unmittelbar 
daraus, daß für 6 <z <n die Abschätzung sin = > & und folglich auch die 
Ungleichung. 5 2 ” 


02 

sinn > a 
SI 

2 26 


gültig ist. Wenn man diese Eigenschaften des Fejerschen Kerms beruoksiohligt, läßt 
sich der Satz jetzt unschwer beweisen. 
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Die Funktion f ist periodisch und stetig; somit ist sie auf.der ganzen reellen Achse 
beschränkt und gleichmäßig stetig. Es existiert also eine Konstante M mit 


a) s M (7) 
für alle x, und zu jedem & > O.gibt es ein ö > 0, so daß 


„ ! € Pr n , ji 
elle, für |e”’ — «| < 6 (8) 
ist. Zum Beweis des Satzes müssen wir die Differenz 


fa) — ne) = [ir He + 1040) 


abschätzen, die man als Summe der drei Integrale 


—ö 
I_ = [ if) — fi + 2) ©,(e) de, 


6 
I = [ ie) — H@ + 2)} D,(e) de, 
ö 


Fi 


= [ fe) — fl + 2)) Dufe) de 


ö 
darstellen kann. Aus (7) und (8) ergeben sich unmittelbar die Abschätzungen 

N-1 = 24,0), 

II: = 2Mn.(6), 

ö 
€ € 
Io & [eo <z. 
=ö 2 


Wählen wir jetzt n, so groß, daß bei gegebenem 6 für n > n, die Ungleichung 
2M) < 7 
4 
erfüllt ist, so gilt 
Ka) — na) <Z an Kurz = 


Daraus folgt die Behauptung des Satzes, denn e war beliebig. 


Wir weisen darauf hin, daß wir beim Beweis nur die Eigenschaften 1 bis 3 des: 
Fejerschen Kerns ausgenutzt haben. Das gestattet, verschiedene Verallgemeine- 
rungen von Satz 1 zu erhalten (siehe insbesondere 8.3.). 
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8.2.2. Die Vollständigkeit des trigonometrischen Systems. Der Weierstraßsehe Approxi- 
mationssatz. Aus dem Fejerschen Satz ergibt sich die Vollständigkeit des trigono- 
metrischen Systems im Raum L,[—, x]. Nach diesem Satz ist nämlich jede stetige 
Funktion der Grenzwert der gleichmäßig (und folglich auch im Mittel) konvergenten 
Folge {o,(x)} von trigonometrischen Polynomen. Es bleibt nur noch zu bemerken, daß 
die stetigen Funktionen in Z, dicht sind. 

Man kann den Fejerschen Satz als eine Verschärfung des Weierstraßschen Approxi- 
mationssatzes ansehen, nach dem jede stetige periodische Funktion durch trigono- 
metrische Polynome approximiert werden kann. Während. der Weierstraßsche 
Approximationssatz nur die Bxistenz einer gleichmäßig konvergenten, approximie- 
renden Folge von trigonometrischen Polynomen sichert, gibt der Fejersche Satz eine 
solche Folge explizit an, nämlich die Folge der Fejerschen Summen (3). 

Aus dem Satz von WEIRRSTRASS über die gleichmäßige Approximierbarkeit einer 
stetigen periodischen Funktion durch trigonometrische Polynome ergibt sich leicht 
ein zweiter Satz von WEIERSTRASS über die ‘Approximierbarkeit einer beliebigen 
“stetigen Funktion auf ‚einem Intervall [a,b] durch algebraische Polynome. Dazu 
betrachten wir eine stetige Funktion f(x) auf dem Intervall [e, 5]. Durch die Sub- 
tb — a) 

7 B 

vall [0, x]. Diese. Funktion setzen wir zunächst durch die Gleichung #(—t) = o{f) 
auf das Intervall [—x, 0) und anschließend periodisch auf die gesamte reelle Achse 


stitution x = +a erhalten wir daraus eine Funktion o(t) auf dem Inter- 


‘_ fort. Dann gibt es ein trigonometrisches Polynom 7", mit 


IT, — p)| < 7 für alle t. 


Ferner kann man jedes trigonometrische Polynom in seine Taylorreihe entwickeln, 
die auf jedem endlichen Intervall gleichmäßig konversgiert. P, sei eine Partialsumme 
der Taylorreihe von 7, mit 


I) — Put < Z für O<t<a. 


Dann ist also 


ot) —- P,öl<e für0o<t<sm. 


. . x 
Setzen wir nun wieder t= 
nom mit 


—4 


—2 7,0 ist Qu(e) = Zi G = ") = P,„() ein Poly- 
If®) Qu) <s füraseso. 


8.2.8. Der Fejersche Satz für den Raum L,. Im Fejerschen Satz besteht eine gewisse Sym- 
metrie zwischen der Voraussetzung und der Behauptung des Satzes. Aus der Zugehörigkeit der 
Funktion f zum Raum 0[—, z] folgt, daß.die zugehörige Fejersche Summe in der Metrik des- 
selben Raumes C[—r, x] gegen fkonvergiert. Analoge Sätze kann man auch fürandereFunktionen- 
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räume erhalten, insbesondere für den Raum L[—r, rn]. Es gilt also der folgende Satz, den man 
dann als Fejerschen Satz für integrierbare Funktionen bezeichnet: 


Ist f eine auf dem Intervall [—, nr]. iniegrierbare Funktion, dann konvergieren die Fejerschen 
Summen von f in der Norm des Raumes L,[—n, sı] gegen f. 


Den Beweis dieser Behauptung kann man mit Hilfe von ähnlichen Betrachtungen wie in 8.2.1. 
erhalten. Wir wollen ihn hier nicht durchführen. Jedoch verweisen wir auf folgende wichtige Tat- 
sache, die sich aus dem Fejerschen Satz für integrierbare Funktionen ergibt. Jede integrierbare 
‚Funktion ist durch ihre Fourierkoeffizienten eindeutig (bis auf Äquivalenz) bestimmt. 

Um das zu zeigen, betrachten wir zwei integrierbare Funktionen f und 9 mit:denselben Fourier- 
koeffizienten. Dann verschwinden alle Fourierkoeffizienten der Funktion fg. Folglich sind auch 
alle Fejerschen Summen von f—g identisch 0. Ihr Grenzwert in L,, d.h. die Funktion f— 9, 
muß dann aber fast überall 0 sein. 


8.3. Das Fouriersche Integral 


8.3.1. Hauptsatz. In 8.1. haben wir Bedingungen aufgestellt, unter denen man eine 
periodische Funktion in eine Fourierreihe entwickeln, d. h. als Überlagerung harmo- 
nischer Schwingungen darstellen kann. Wir wollen jetzt versuchen, dieses Resultat 
auf nichtperiodische Funktionen zu übertragen. Wie wir sehen werden, ist eine 
solche Darstellung bereits unter ziemlich allgemeinen Bedingungen möglich, allerdings 
nicht mehr mit Hilfe einer Reihe, sondern mit Hilfe eines Integrals. Dieses Integral 
nennt man Fouriersches Integral. 

Es sei f eine Funktion, die auf jedem endlichen Intervall in eine Fourierreihe ent- 
wickelbar ist. Dazu nehmen wir zum Beispiel an, daß f auf jedem endlichen Intervall 
und in jedem Punkt der Dinischen Bedingung genügt. Wir betrachten f etwa auf 
dem Intervall [—1,7] und entwickeln diese Funktion in bezug auf dieses Intervall 
in ihre Fourierreihe: 


f(&) = “+ > ao Fat bein”. (1) 
2 1 ı 


Hier ersetzen wir überall a,, a; und b, durch die Ausdrücke 


1 
o= [a 
I 
a 
a [MT ea 
1 
1 . kin 
[wen Tea 
<ı 


27 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Dann erhalten wir 
je) = | 10. 
a 
1 


1 ! 
a u} k k 
+31 1 0 no rer iv) ein Rz sin RR t|di 
si] ft l I u} ı 4 \ 
1 \ 1 j 


ı 
+78, [m ern en la 


2 


d.h. 
ı . l - 
10-5, [oa + 3 7 [mo Te -nae (2) 
. T kl v I 
1 — 


Wir wollen von der Funktion f jetzt noch zusätzlich voraussetzen, daß sie auf der 
ganzen reellen Achse absolut integrierbar ist, d.h. 


[old <o. (8) 


Gehen wir nun in der Gleichung (2) (zunächst rein formal) zum Grenzwert für 
1 — oo über, so strebt der erste Summand auf der rechten Seite wegen (3) gegen Null. 
Den zweiten Summanden kann man als (auf das Intervall [0, 00) bezogene) Partial- 
summe des Integrals 


[ra dA 
0 
der Funktion 
[ . 
Fü) = [ fti) cos At — a) di - 
—iI x 


auffassen, wenn man ), = kajl und 44 = nl setzt. Damit führt der formale Grenz- 
übergang 7 — oo in (2) zu der Gleichung 


fa) = f dA [ it) cost ad. (4) 
74 
BER | 


N 
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Das ist gerade die gesuchte Darstellung. Mit den Bezeichnungen 


1 
a = - [m cosAt dt, 
IE 


ft) sin At dt 
‘ T ER 


kann man Gleichung (4) in Analogie zur Fourierreihe auch in der Form 


= f [a, cosAx -+ b, sin Ar) dA (5) 
0 


schreiben. 

Wir haben Gleichung (4), die sogenannte Fouriersche Formel, mit Hilfe eines for- 
malen Grenzübergangs erhalten. Man könnte die Richtigkeit dieses Grenzübergangs 
(unter den obigen Voraussetzungen über die Funktion f) nachweisen. Es ist jedoch 
einfacher, unmittelbar Gleichung (4) zu zeigen. 

Satz 1. Ist die Funktion | auf der ganzen reellen Achse absolut integrierbar und 
genügt sie im Punkt x der Dinischen Bedingung, so gilt 


1) = - [a [m cos Alt — 2)di. 
T 
0 x 


Beweis. Wir führen die Bezeichnung 


I(A) 1-4 fa mas a (6) 


ein. Dann müssen wir zeigen, daß Im I(4) existiert und gleich f(x) ist. Ersetzt man 


den Integranden in (6) durch seinen 1 Absolutbetrag, so'existiert zunächst das innere 
Integral wegen der absoluten Integrierbarkeit von f für alle A. Da diese Integrale 
gleichmäßig beschränkt sind, existiert dann auch das iterierte Integral. Nach dem 
Satz von FuBnı können wir daher in (6) die Reihenfolge der: Integration ver- 


‚tauschen, 
wi fafı ) cos Alt — =) d -: [m eleu. 
—v 


Durch die Substitution E— x = z geht dieses Integral in 


in Az 


un 4 [ne+9® de | m) 


27* 


420. 8. Trigonometrische Reihen. Die Fouriertransformation 


über. Die wohlbekannte Beziehung 


[Fr e-1 (4>0) 
77 2 


gestattet dann für die Differenz I(A) — f(x) die Darstellung 
oe 7 DENE) ae (8) 
n 2 


Das rechts stehende Integral zerlegen wir in drei Summanden: 


N » 
I(A) — f(x) = en sin Az dg 
N 


+ [FF maa ; 
FL 2 


iSN 


fi«) sin Az de. 


T z 
klSN 


Der zweite und der dritte Summand auf der rechten Seite werden für hinreichend 
großes N kleiner als &/3, da die entsprechenden Integrale konvergent sind. Der erste 
Summand rechts strebt (bei festem N) für A — oo gegen Null (nach 8.1., Lemma 1, 
und der Dinischen Bedingung). Somit erhalten wir 


Jim (04) — fa) = 0, 
was Zu Zeigen war. 
8.3.2. Das Fouriersche Integral in komplexer Form. Das innere Integral in der 


Integralformel (4) ist eine gerade Funktion von A. Daher kann man diese Formel 
auch in der Gestalt 


a j da F tt) cos Alt — a) di (9) 
2 
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schreiben. Ferner folgt aus der absoluten Intoprierbankeit von f, daß das Integral 


eL ft) sin A(& — x) dt existiert. Es stellt eine ungerade Funktion von A dar, also ist. 


4 f di al ft) sin Ad — x) di = 0 (10) 
2r 
(wenn das Integral über 4 im Sinne der Hauptwerts verstanden wird, d. h. als lim h IE 
Nox _N 


Wenn wir (10) mit — multiplizieren und zu (9) addieren, so erhalten wir 


a \ da Jr fü) e 6-2 di. 
Dat 


Das ist die Fouriersche Integralformel in komplexer Form. 


8.4. Die Fouriertransformation. Eigenschaften und Anwendungen 


8.4.1. Die Fouriertransformierte und die Umkehrformel. Die Fouriersche ‚Integral- 
formel kann man in zwei Gleichungen zerlegen. Setzen wir 


a)= [ie at, (1) 
so ist 
Na) = — Y 9(A) ei dr. | 0 


Dabei hat Formel (1) für beliebige integrierbare Funktionen f einen Sinn. Somit 

wird durch (1) jedem fe .Z,(—00, oo) eine bestimmte Funktion g auf der Zahlen- 

geraden zugeordnet. Diese Funktion g heißt Fouriertransformierte der Ausgangs- 

funktion f. Formel (2), die die Funktion f durch ihre Fouriertransformierte ausdrückt, 
heißt Fouriersche Umkehrformel. Hierbei fällt die Ähnlichkeit zwischen den Formeln 

(1) und (2) auf. Die zweite Formel unterscheidet sich von der ersten nur durch das 

Vorzeichen im Exponenten und den Faktor 1/2x vor dem mieerel, Man könnte hier 

noch größere Symmetrie erreichen, indem man g durch 


[m x) ec de | (1) 
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-definiert. Dann würde die Umkehrformel die Gestalt 


oo 


1 = = | one an | ) 


annehmen, d. h., es bliebe nur der Unterschied im Vorzeichen des Exponenten. 

Bei aller äußerlichen Ähnlichkeit sind jedoch die Formeln (1) und (2) ihrem 
Wesen nach verschieden: Das erste der Integrale existiert (wegen fe L,(—o, o0)) 
im gewöhnlichen Sinne, das zweite im allgemeinen nur im Sinne des Hauptwerts., 
Außerdem ist (1) die Definitionsgleichung einer Funktion g, während (2) als Um- 
schrift der Fourierschen Integralformel die Behauptung enthält, daß das rechts 

stehende Integral gleich der Ausgangsfunktion f ist. Wie wir oben gesehen haben, 
muß man zum Nachweis dieser Gleichung außer der Integrierbarkeit noch zusätz- 
liche Bedingungen über f voraussetzen, etwa die Dinische Bedingung. 


Bemerkung. Wir haben für jede Funktion f& L,(—oo} oo) die Fouriertransfor- 
mierte g definiert. Dabei ließ sich die Funktion f mit Hilfe der Umkehrformel durch 
die Fouriertransformierte g ausdrücken, wenn f in jedem Punkt der Dinischen Be- 
dingung genügt. Es liegt also ein vollkommen analoger Sachverhalt vor wie bei den 
Fourierreihen. Dort wurden die Fourierkoeffizienten 


= 1 fa) et"® da 

27 
für jedes / € L,[—x, x] definiert, die Konvergenz der Fourierreihe 
5 6 ei"% 


n=-—-0 

(die hier die Rolle der Umkehrformel spielt) konnte jedoch nur unter bestimmten 

zusätzlichen Bedingungen (Dinische Bedingung) garantiert werden. Gleichzeitig gilt 

für die Fouriertransformierte (wie auch für die Fourierreihe; vgl. den Schluß von 8.2.) 

Folgendes: Wenn für die Funktion. f € L,(—oo, ©) 
Y f(&) ee? de = 0 


ist, so gilt f(x) = 0 fast überall. 
Aus der obigen Voraussetzung ergibt sich die Beziehung 


[te +N)et":de—= 0 
für alle reellen Zahlen t und A. Wir. setzen jetzt 


e € 
Pe) = [fer di, 
& 0 
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wobei & eine beliebige, aber feste reelle Zahl ist. Diese Funktion @ gehört wie f zu 
L,(—00, 00) und genügt der Bedingung 


[e«) e2 de = 0 


für alle reellen Zahlen A. Das erhält man leicht, wenn man den Satz von FUBInt an- 
wendet und die Voraussetzung über die Funktion f ausnutzt. Unschwer sieht man 
: nun, daß die Funktion 9 auf jedem endlichen Intervall absolut stetig ist. Folglich 
besitzt sie fast überall eine endliche Ableitung. Insbesondere genügt diese Funktion 
also fast überall der Dinischen Bedingung. Auf Grund von 8.3., Satz 1, verschwindet 
sie daher fast überall, denn ihre Fouriertransformierte ist identisch 0. Wegen der 
Stetigkeit von p ist dann sogar p(x) = 0. Daraus ergibt sich insbesondere, daß für 
alle reellen Zahlen & 


fo di = 0 
0 


ist. Folglich gilt fast überall f(x) = 0. 
Wir wollen jetzt einige Beispiele betrachten. 


1. Es sei f(x) = e*!?|, y > 0. Wir wollen die Fouriertransformierte dieser Funktion 
bestimmen. Es ist 


gi) = k erlel e-2 da 


oo 


= ji eri@l (cosAr — i sin Ar) da 
X 


oo 
=2 [ e-ri@l os Ax de, 
0 


und nach zweimaliger partieller Integration ergibt sich daraus 


2 
gi) = ——. 
224 y2 
2. Es sei 

1 für Ice] Se, 
fa) = PI= 

0 für |e| > a. 

Dann gilt 


ne: j 2 aa _ ei 9, sin Aa. 
A = et}? de = EYE, dt = e & = 
= J fe) ed / a 


(Man beachte, daß die Funktion g hier nicht zu Z\(—oo, oo) gehört.) 
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3. Es sei f(x) = ie . Dann ist 
x2 + a? 
; de 
Y)=' | e# i 3 
0) ii rer (8) 


Dieses Integral berechnet man am einfachsten mit Hilfe der Residuentheorie. Zu- 
nächst sei} > 0. Wir fügen zur reellen Achse, über die sich das Integral (3) erstreckt, 
einen Halbkreis mit unendlich großem Radius in der unteren. Halbebene hinzu (d.h. 
dort, wo die Exponentialfunktion e* gegen Null strebt). Dann ist das Integral (3) 


gleich der Summe der Residuen des Integranden in der unteren Halbebene, multi- 
e-tiz E 


pliziert mit 2ri. In der unteren Halbebene besitzt die Funktion ers 
x 


einen Pol 
a? 


erster Ordnung im Punkt x = —ai. Das Residuum in diesem Punkt findet man nach 


92) 


dem bekannten BResiduensatz: Ist f{z) = oz und ist p(a) = 0, während y(z) im 
2 


N. 


Punkt 2= a eine Nullstelle erster Ordnung besitzt, so ist das Residuum der Funktion f 
im Punkt a gleich Er Danach erhalten wir in unserem Fall 
y(a 


g(A) = — — = — füri>0. 
ö a 


eri i 


(wenn man anstelle der unteren die obere Halbebene De: Somit gilt schließ- 
lich 
ee} 


900) = (-o<i1<o). 
Ara 


Übrigens kann man dieses Resultat auch sofort mit Hilfe der Umkehrformel erhalten,. 
wenn man Beispiel 1 und 8.3., Satz 1, ausnutzt. 


4. Setzen wir f(x) = e"**, so ist 


a) = [er er de. (4) 
Hier steht unter dem Integral eine analytische Funktion, die in der endlichen Ebene 
keine Singularitäten besitzt. Außerdem strebt diese Funktion längs jeder zur x-Achse 
parallelen Geraden gegen Null. Nach dem Cauchyschen Integralsatz ändert daher das 
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Integral (4) seinen Wert nicht, wenn es nicht längs der reellen Geraden, sondern 
längs einer dazu parallelen Geraden 2 = x + iy (y = const) genommen wird. Somit 
gilt 


x 
ga) = f eHEHNM EM) da; 


-o 


© s 
= ey’ y f easy ihr og 


oo 


5 oo 
em +Ay f er irzay Hr) dee, 


oo 


Die Konstante y wählen wir jetzt so, daß der ee im Exponenten des 
‘Integranden entfällt, d.h. y = —A/2a. Dann ist 


F & 
91) = el) [arg — er laa yz 


B2 a 


Sr 
je = 2. 


Insbesondere erhalten wir für a = 1/2 


ka)=e"®, ga) = Vane"”, 


d. h., die Fouriertransformierte g(A) der Funktion e-””? ist (bis auf einen konstanten 
Faktor) wieder dieselbe Funktion. 


wegen 


8.4.2. Die Grundeigenschaften der Fouriertransformation. Aus der Definitionsformel 
der Fouriertransformierten (1) ergeben sich eine Beihe von Eigenschaften, die wir 
. jetzt untersuchen wollen. Zur Abkürzung werden wir die Fouriertransformierte der 
Funktion f mit dem Symbol F[f] bezeichnen. Mit anderen Worten bezeichnen wir 
mit F den linearen Operator auf L,(—0, oo), der jeder Funktion dieses Raumes ihre 
Fouriertransformierte!) zuordnet. Diesen Operator nennt man Fouriertransformation. 


1. Konvergiert die Folge {f.} von Funktionen aus L,(—%, 00) in der Metrik des 
Raumes L,(—0, 00), so konvergiert die Folge ihrer Fouriertransformierten, 9 = Flhr] 
gleichmäßig auf der ganzen reellen. Achse. 


+) Die Fouriertransformierte gehört im allgemeinen nicht zu L.. 
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Diese Behauptung ergibt sich unmittelbar aus der trivialen Abschätzung 
19m(2) — mal SS Ina) — Fnla)i dee. 


2. Die Fouriertransformierie g einer (absolut) integrierbaren Funktion f ist eine 
beschränkte stetige Funktion, die für || — oo gegen Null strebt. 


Die Beschränktheit der Funktion g = FI[f] ist unmittelbar aus der Abschätzung 
a 
Ita) < [ I@)| de 
ao 


ersichtlich. Ferner sei f zunächst die charakteristische Funktion eines Intervalls 
(a, b). Dann ist die Fouriertransformierte 


b 


ia) = BEER = ee _ eitb 
ua 


a 


offenbar stetig und strebt für [A] — oo gegen Null. Wegen der Linearität der Fourier- 
transformation F ist also auch die Fouriertransformierte jeder Treppenfunktion 
(d. h. jeder Linearkombination von charakteristischen Funktionen von Intervallen) 
stetig und strebt für A — + oo gegen Null. Ist schließlich f eine Funktion aus L,, so 
existiert eine Folge von Treppenfunktionen, die in L,(—00, 00) gegen f konvergiert, 
denn die Treppenfunktionen liegen dicht in Z,(—00,:00). Auf Grund von Eigenschaft 1 
konvergiert die Folge der Funktionen g, = F[/„] auf der ganzen reellen Achse gleich- 
mäßig gegen g = F[f]. Dann ist aber auch die Grenzfunktion g stetig und strebt für 
[A| — oo gegen Null. 


Aufgaben 


1. Esist zu beweisen, daß die Fouriertransformierte g einer integrierbaren Funktion f auf.der 
ganzen reellen Achse gleichmäßig stetig ist. 


2. B sei der Raum aller gleichmäßig stetigen Funktionen auf (— 00, oo), die im Unendlichen 
gegen Nullstreben. Es ist zu zeigen, daß die Fouriertransformation Fein Operator von L,(— 00, ©) 
in B mit ||F|| = 1 und Ker? = 0 ist. 


3. Ist f auf jedem endlichen Intervall absolut stetig und f € L(-®, 00), 80 gilt die 
Gleichheit 


Fi]=ar In. 


Somit entspricht der Differentiation einer Funktion (unter den obigen Bedingun- 
gen) die Multiplikation ihrer Fouriertransformierten mit iA. Um das zu zeigen, 
schreiben wir die absolut stetige Funktion / in der Form 


je) = 10) + [FW dt. 
0 


Wegen der Integrierbarkeit von f’ besitzt hier der rechts stehende Ausdruck für 
x — oo und 2 — -—-oo einen Grenzwert. Dieser Grenzwert kann nur Null sein, weil 
die Funktion f sonst nicht auf der ganzen Geraden integrierbar wäre. Damit ergibt 
sich durch partielle Integration 


Fif10)= [Tee de 


= flo) ee + 32 | Hi) erde 
= Rp), 


was zu beweisen war. 


Mit Hilfe der gleichen Überlegungen erhält man die Beziehung 
FLf®] = (A) Fif], . ©) 


wenn f@-D auf jedem endlichen Intervall absolut stetig ist und wenn f,..., f® zu 
L;(— 0, oo) gehören. j 


4. Der Zusammenhang zwischen dem Grad der Glattheit einer Funktion und, der 
Geschwindigkeit des Fallens ihrer Fourieriransformierten im Unendlichen. Wir divi- 
dieren Gleichung (5) durch (i4)" und erinnern daran, daß die Fouriertransformierte 
im Unendlichen stets gegen Null strebt (Eigenschaft 2). Daraus ergibt sich 


FIr®]) 
Fifl= —— —0, 
La FM; = 
wenn f® integrierbar ist. Unter den obigen Bedingungen fällt F[/] im Unendlichen 
somit schneller als 1/|A]®. Je größer also die Zahl der (zu Z, gehörenden) Ableitungen 
von fist, desto schneller fällt die Fouriertransformierte von f im Unendlichen. 


5. Wenn f'' existiert und zu L\(— 00, 00) gehört, ist F[f] integrierbar. 


‘ Unter den angegebenen Bedingungen ist F[f] nämlich beschränkt und fällt im 
Unendlichen schneller als 1/42. Hieraus folgt die Integrierbarkeit. 


Oben (Eigenschaft 4) haben wir gezeigt, daß die Fouriertransformierte einer Funk- 

tion f im Unendlichen um so schneller fällt, je mehr Ableitungen f besitzt. Es gilt 

..auch eine dazu duale Aussage. Und zwar ist die Fouriertransformierte von f um so 
glatter, je schneller f fällt. Es gilt also folgende Aussage: 


6. Es sei sowohl die Funktion f(x) als auch die Funktion «f(x) integrierbar. Dann ist 
die Funktion g = FI[f] differenzierbar, und es gilt 
u: 


g’(A) = FI—ix f@)]. (6) 
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Aus der Definitionsgleichung 


oo 


9) = | Ha) "= da 


0 


ergibt sich die Differenzierbarkeit von g, da das Integral nach A differenzierbar ist. 
Dabei darf man unter dem Integral differenzieren, weil das Integral 


—i fe fla) er de 


(wegen der Integrierbarkeit von /(x)) gleichmäßig bezüglich A konvergiert. Folglich 
gilt Gleichung (6). 2 


Gehören f(x), «f{x), ..., =?f(ix) zu L,(—oo, 00), so zeigt man ganz analog die p-malige 
Ditferenzierbarkeit der Fouriertransformierten g = F[f] und die Formeln 


a) = Flik fa) (k=0,1,...,P). 

7. Wenn man voraussetzt, daß die Funktion f im Unendlichen noch schneller fällt, 
wird die Fouriertransformierte g noch glatter sein. Gehört etwa zrf(x) für alle » zu 
L(—%, 00), so ist g unendlich oft differenzierbar. Wir nehmen jetzt an, daß 
eölzl f(x) € L,(—o0o, 0) ist für ein ö6> 0. Dann läßt sich g(A) von der reellen Achse 
analytisch auf einen Streifen in der komplexen Ebene £ =4 + iu fortsetzen. Dabei 
ist die Breite des Streifens um so größer, je größer 6 ist. In jedem Fall läßt sich g 
mindestens auf den Streifen |u| < ö analytisch fortsetzen. Denn das Integral 


[66] 


f fa) e* de 
2 
konvergiert offenbar für |#| <6 und stellt eine stetige Funktion dar, die auf der 
reellen Achse mit der Fouriertransformierten von f übereinstimmt. Daß diese Funk- 
tion für ja] < 6 im Sinne der analytischen Funktionen differenzierbar ist, wird genau 
. wie Eigenschaft 6 bewiesen. 


8.4.3. Die Vollständigkeit der Hermiteschen und der Laguerresehen Funktionen. Mit 
Hilfe der Überlegungen des vorhergehenden Absatzes kann man folgendes zeigen: 
Ist die meßbare Funktion f jast überall auf dem Intervall (a,b), -o Sa <b<om, 
von Null verschieden und genügt sie der Bedingung |f(z)| < Ce! mit. einem 6 >0, 
so ist das System der Funktionen {x"f(x)}, n = 0,1, 2, ..., in L,(a, b) vollständig. - 

Hieraus folgt insbesondere, daß die Hermiteschen Funktionen in L,(—00, oo) und 
die Laguerreschen Funktionen in 7,(0, oo) ein vollständiges System bilden (siehe 
7.3.8. und 7.3.9.). 
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Wir wollen die Behauptung über die Vollständigkeit beweisen. Dazu nehmen wir 
an, daß das System {2”/(x)} nicht vollständig ist. Dann gibt es auf Grund des Satzes 
von Haıun-BanacH eine von Null verschiedene Funktion h € L,(—00, 00) mit 


[ arte) ka)da=0 (n=0,12,...). 


(Wir haben hier den Satz über die allgemeine Form eines stetigen linearen Funktionals 
im Hilbertraum ausgenutzt. Betrachtet man den komplexen Z,(a, b), so muß man 


h(z) an Stelle von h(x) schreiben.) Offenbar ist fh € L,(a, b), darüber hinaus ist sogar 
eılal fh € Lı(a, b) für jedes 6, < 6. Im weiteren wollen wir annehmen, daß die Funk- 
tionen f(x) und h(x) auf der ganzen reellen Achse definiert sind, indem wir sie nötigen- 
falls außerhalb von (a, b) mit Null fortsetzen. Es sei g die Fouriertransformierte der 
Funktion fh, d.h. 


o 


g(2) = [ fx) ha) e*? de. 
Aus dem oben Gesagten folgt, daß sich die Funktion g analytisch auf den Streifen 
|Im £| < 6 fortsetzen läßt. Dabei verschwinden alle Ableitungen dieser Funktion im 


Nullpunkt, so daß g(A) = 0 ist. Wegen der in 8.4.1. gezeigten Eindeutigkeit der Fou- 


riertransformation ist daher- f(x) (x) = 0 fast überall. Folglich ist h(x) = 0 fast 
überall in (e, b), da f(x) dort fast überall von Null verschieden war. Das widerspricht 
aber der Annahme, daß h eine von Null verschiedene Funktion ist. Dieser Widerspruch ° 
beweist die Vollständigkeit des Systems {x”f(x)}. 


8.4.4. Die Fouriertransformation der schnell fallenden unendlich oft differenzierbaren 
Funktionen. Beim Übergang von einer Funktion f zu ihrer Fouriertransformierten g 
vertauschen die Eigenschaften der Glattheit und der Geschwindigkeit des Fallens 
im Unendlichen ihre Rollen. Wenn man das berücksichtigt, kann man leicht Klassen 
von Funktionen angeben, die bezüglich der Fouriertransformation invariant sind. 

Es sei $, die Gesamtheit aller unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf der 
reellen Achse, für die (von der jeweiligen Funktion f und den Zahlen p und g ab- 
hängige) Konstanten C,,, mit 


rer) S Ca Mm 


existieren. Wir werden zeigen, daß mit fe 8, auch g = F[f] € 8, ist. 
Zunächst ergibt sich aus (7) die absolute Integrierbarkeit aller Funktionen zPf® (x). 
Denn wegen (7) gilt für alle p und q 


arf®(R)| S Opr2,0/®?; 


d. h., die Funktion aPf®(x) fällt nicht langsamer als 1/x?. Hieraus folgt aber, daß die 
Funktion F[f] Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Schließlich folgt gemäß 8.4.2. 
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aus der Integrierbarkeit von f®(&), g=1,2,..., dßgy—= - Fif] im Unendlichen 
schneller als 1 /\ale fällt. Dann ist aber jede der Hinktionen 

(aygeray = (-öt Fllarf(a))@] 


als Fouriertransformierte einer: integrierbaren Funktion durch eine Konstante Dog 
beschränkt. Also gehört 9 = Fif] für jede Funktion f € S, ebenfalls zu S.. 
Umgekehrt sei g € 8.. Nach dem oben Gezeigten liegt dann die Funktion 


-/ ga) er de 


in 8.. Setzen wir fix) = f*(—x)/2r, so ist offenbar auch fe 8... Zugleich folgt nach 
der Eakehrforrel s 


= — = Pia) "dx — fr» Ha) e dx, 


d.h., g ist die Fouriertransformierte der Funktion f€ $,. Somit führt die Fourier- 
transformation die Klasse 8, wieder in ganz 8, über. Es ist klar, daß diese Abbildung 
. auch umkehrbar eindeutig ist. 


Dr ; B 
Aufgabe. Essei fe 8% und [ aPf(x) de = 0 für alle p > 0. Folgt hieraus f(x) = 0? 
* —oo 


8.4.5. Fouriertransformation und Faltung. Die Funktionen f, und fs, seien auf .der 
ganzen reellen Achse integrierbar. Die Funktion 


= [ne hie —&)d 


heißt dann Faltung von fı und f,. Die Funktion f(x) ist für fast alle x definiert und 
integrierbar, denn das zweifache Integral 


f Ste Ile — © de da 
existiert wegen 
nem Na) < 


(vgl. die Bemerkung zum Satz von Fusısı in 5.6.4.). Folglich existiert auch das 
Integral 


| ite) do = [ dw | hie) hie — 9az 


Die Funktion f wird mit dem Symbol fı * fs bezeichnet. 
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Wir wollen die Fouriertransformierte der Faltung von zwei Funktionen aus L, 
berechnen. Wenn wir den Satz von FugInI anwenden undz — & = n setzen, erhalten 
wir 


f fx) erde = © | Fo pa — L erde 
Pe [nel [rt — &) edel dE 


— [no 


— [Itn) e" dn- [ee ae. 


! 


Srtn) een) ds 


Somit gilt 
Fih =] = Fihl- Fl; 


d. h., die Fouriertransformation führt die Faltung in eine einfachere Operation, die 
Multiplikation von Funktionen, über. Diese Tatsache spielt in vielen Anwendungen 
der Fouriertransformation eine wichtige Rolle. 


8.4.6. Die Anwendung der Fouriertransformation zur. Lösung der Wärmeleitungs- 
gleichung. Die Anwendbarkeit der Fouriertransformation auf Differentialgleichungen 
beruht darauf (vgl. 8.4.2.), daß sie die Differentiation in eine Multiplikation mit der 
unabhängigen Veränderlichen überführt. Folglich geht eine lineare Differential- 
gleichung mit konstanten Koeffizienten 


ymr Hay ++ any’ + any = PR) (8) 
bei der Fouriertransformation in die algebraische Gleichung 
(Az + lirtz ++ an-ride + 0,2 — YA) (9) 


mit 2= F[y] und y = F[p] über. Für gewöhnliche Differentialgleichungen eröffnet 
dieser Zugang jedoch keine wesentlich neuen Perspektiven, denn die Lösung linearer 
Gleichungen mit konstanten Koeffizienten bereitet auch ohne die Fouriertransfor- 
mation keine Mühe. Außerdem ist der Übergang von (8) zu (9) nur möglich, wenn die 
gesuchte Funktion y —= y(x) auf der ganzen reellen. Achse integrierbar ist. Für Lösun- 
gen linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten trifft das aber 
allgemein gar nicht zu. 


Wesentlich wichtiger ist die Anwendung der Fouriertransformation auf partielle , 
Differentialgleichungen. Sie gestattet nämlich unter bestimmten Bedingungen, die 
Lösung einer solchen Gleichung auf die Lösung einer gewöhnlichen Differential- 
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gleichung zurückzuführen. Wir wollen das am Beispiel des Cauchyproblems für. die 
Wärmeleitungsgleichung demonstrieren. 
Wir suchen eine Lösung der Gleichung 
R 
dulz, f) _ rulz, t) co) 
dt 002 


für -—o<xr<o und!>0, die für = 0 den Anfangswert u,(z) annimmt. Der 
physikalische Sinn dieser Aufgabe besteht darin, die Temperaturverteilung in einem 
unendlichen wärmeleitenden Stab zu jedem Zeitpunkt t > 0 zu bestimmen, wenn 
die Temperaturverteilung im Anfangsmoment t = 0 gleich u,(x) ist. 

Wir setzen voraus, daß.uy(&), %y (x) und ug (x) zu L,(—o0, oo) gehören, und suchen 
‚eine Lösung (x, t) der Gleichung (10) mit folgenden Eigenschaften: 


1. Die Funktionen u(z, t), u,(&, #) und u,,(x, t) sind für jedes feste # > 0 auf der 
ganzen x-Achse integrierbar. 


2. Die Funktion u,(z; it) besitzt in jedem endlichen Intervall 0 <t < T eine (von t 
unabhängige) integrierbare Majorante f(x): 


ware), [Ha) de <. 


Wenden wir auf Gleichung (10) die Fouriertransformation bezüglich x an, so er- 
halten wir rechts 
Fliu.(&, )] = —Av(r,t) mit v(A,t) = Fiule,t)] 


und links unter Ausnutzung von Eigenschaft 2 


Fi] = f ule, i) e "de = - f ul, tt) ed = u(A, 8). 


Somit führt die Fouriertransformation die Gleichung (10) in die gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung 


va, = —A (At) 


über, für die nun eine Lösung v(A, t) mit 
v(, 0) = v(4) = Fluoa)] = [ le) e** de 
gesucht wird. Eine solche Lösung ist offenbar 


vA,t) = e"vlä). 


Um jetzt eine Lösung der ursprünglichen Aufgabe zu erhalten, muß man eine Funk- 
. tion u(x, £) finden, deren Fouriertransformierte die Funktion v(A, t) ist. Nach 8.4.1:, 
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Beispiel 4, gilt: 
et — F | Im er. 
2Yrt 
Daher ist 


vA,h)=F Fr ee) -Fius(&)] = F | = elät z te) s 
art Art 


dh. 


{u} 


ug, t) = a ef ity (le — E)dE. 
nt i 

Damit haben wir das sogenannte Poissonsche Integral als Lösung der Wärmeleitungs- 

gleichung erhalten. 


8.4.7. Die Fouriertransformation von Funktionen mehrerer Veränderlicher. Die Fourier- 
transformation, die bisher'nur für- Funktionen einer Veränderlichen betrachtet wurde, 
läßt sich auch leicht für Funktionen mehrerer Veränderlicher erklären. 

Ist f(x, %, ...,%,) eine auf. dem ganzen n-dimensionalen Raum R” integrierbare 
Funktion, so heißt die Funktion i 


© © \ . 
g(Aı Ag; “eo, An) u [ Zu [te X e., %n) EARUTRUERN TEN) da, Zu "Ai, 
= 0 


Fouriertransformierte von f. _ - 

Dieses n-fache Integral existiert offenbar, da f(x}, %, ...,%,) integrierbar ist. 
Nach dem Satz von Fusmı kann man es auch in Form eines iterierten Integrals 
schreiben: 


hs) = ft A 


—{oo 


x . 
f FR» %a, eo. e, %n) a il 
co 


N j e-itnin de. Er (11) 


Anders ausgedrückt, kann man die Fouriertransformierte einer Funktion von n Ver- 
änderlichen erhalten, indem man die eindimensionale Fouriertransformation (in 
beliebiger Reihenfolge) sukzessiv auf jede Veränderliche einzeln anwendet. Wenn 
wir nacheinander jede der n Operationen auf der rechten Seite von Gleichung (11) 


28 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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umkehren, so erhalten wir die Formel 


1 j E 
an | f ee ei@nln d),, 


X eitn-ıdn-ı Un ae eizıdı di, . 


Die rechte Seite kann man hier auch als n-faches Integral schreiben: 
oo oo 


Mar, %2 ++. &n) = I [per ekahtziehtznie) 2er. din. (12) 


—oo x 


Hierbei ist jedoch die Funktion g(A,, As, ...,4,) im allgemeinen nicht notwendig im 
ganzen R" integrierbar. Daher muß man jeweils angeben, in welchem Sinne dieses 
Integral zu verstehen ist und: unter welchen Bedingungen an f(a1, %, ...,%,) die 
Gleichung (12) gilt. 

Eine der möglichen Antworten auf diese Fragen liefert der folgende Satz. 


Satz 1. Die Funktion lea: %gs ser, In) sei im ganzen BR" integrierbar und genüge den 
Bedingungen 


If + bh %gy ee. %) u a; Boy ee., | = © ale, 
If %1, %a + ba, | %n) a2 far, Kg see, n)| S Ca) i8e|®, 


fa; %9, 00, X + in) ) — Hai, %; 2.0, %n) Ss Okay, %y, ee) len e 


— 


(13) 
mid <a s1und [cı) daı < 00, ..., 


f-- [ Ctaı, ©, 200, &n-1) dı dig -** dan-ı < O0. 
Dann ist die Umkehrformel (12) gültig, wenn man dabei das Integral in folgendem 
Sinne versteht: 


. N Na-ı Na 
—_ lim = lim lim g(Aı; DB zu An) das Udn, 
(Zr)" N >00 Nn-1>09 Na>oo 
N —Na-ı —Nn 


x et@n-ıÄn-ı Ain-ı Frl eizıdı da, e 


8.4. Die Fouriertransformation .. 435 x 


Beweis. Wegen der Integrierbarkeit von f(&,, 23, ..., %,) im R* ist diese Funktion 
nach dem Satz von FUBINI für fast alle x,, ..., x, bezüglich x, integrierbar. Folglich 
existiert die Funktion 


oo R 
FrlAr &ps ++. %n) = [ra Kay een, &,) eh dir, . 
0X 


Nach (13) erfüllt die Funktion f(x,, %, ..., %,) als Funktion von x, die Bedingungen 
von Satz 1 aus 8.3. Daher kann man f(x,, 2,, ..., ©,) nach der Umkehrformel durch fı 
ausdrücken: “ 
N 
i 1 i 
far; Vgy are, %n) = lim — h(A, LODERER %n) eiäh di . 
- Ni>oo 2r 


—Nı 


Aus der Gleichung 
Ill A, 2 20) = [hir 2»... 20) er da, 


folgt, wieder nach (13), die Gültigkeit der Umkehrformel 


Ns 
fı(A; 2, ...,2,) = lim un feli1, Ag ».., 2) eitala d2,. 
No 277 
/ N: 
Damit gilt also 
N 
i 1 
Kai; UPTERER &n) = lim an "1 falAı, Ay» 21, %n) eitadı d}, eizıh dh. 
N>oo AI En 


_,“hı 


Wenn wir fg(A, Ag, Ag, »..,%,) usw. in analoger Weise definieren, erhalten wir genau 
Formel (12). 


Die Fouriertransformation von Funktionen mehrerer Veränderlicher findet in der 
Theorie der partiellen Differentialgleichungen breite Anwendung. Wir betrachten 
beispielsweise die Gleichung 

u u u 

—=—t—, 14 

ed 00° = öy? 4 
die den Prozeß der Wärmeausbreitung in der Ebene beschreibt. Zum Zeitpunkt 
t = 0 sei die Temperatur vorgegeben: 


u0, x, Y) = Yolz, Y) 


28* = 
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Auf Gleichung (14) können wir die Fouriertransformation bezüglich der Veränder- 
lichen x und y anwenden, wenn wir über die gesuchte Lösung dieser Gleichung analoge 
Bedingungen voraussetzen, wie sie in 8.4.6. angegeben wurden. Als Resultat erhalten 
wir dann die gewöhnliche Differentialgleichung 


dv 


= —(R+o0 ee | u 15 

Fr (2 +0%)v | (15) 
mit - 

vo, 4,0) f f ul, x, y) et) da dy. 


Nachdem man Gleichung (15) gelöst hat, findet man mit Hilfe der Umkehrformel 
eine Lösung der Ausgangsgleichung (14). 


8.5. Die Fouriertransformation im Raum L,(— 0, ©) 


8.5.1. Der Satz von Plancherel. Wir kehren zunächst noch einmal zu den Resultaten 
zurück, die wir über Fourierreihen erhalten haben. Um eine größere Analogie zur 
Fouriertransformation zu erhalten, wollen wir die Fourierreihen in komplexer Form 
betrachten. Wir nehmen also das vollständige orthogonale System der Funktionen 
er (y—=0, +1,42, ...) auf dem Intervall [—r, x] und ordnen jeder auf diesem 
Intervall integrierbaren Funktion f die Folge ihrer Fourierkoeffizienten c, zu, 


.. ro ed »=0, +1,42, ...). 
2 


Ist die Funktion f nicht nur integrierbar, sondern sogar quadratisch integrierbar, 
so genügen die Fourierkoeffizienten von f der Bedingung 


T lol? <o. 
N=—00 \ 
Umgekehrt ist auch jede solche Folge die Folge der Fourierkoeffizienten einer 
quadratisch integrierbaren Funktion. Also ist der Übergang von einer quadratisch 
integrierbaren Funktion zur Gesamtheit ihrer Fourierkoeffizienten eine Abbildung 
des Hilbertraumes L, auf den Hilbertraum l,. Diese Apbulung ist linear und genügt 
der Parsevalschen Gleichung 


® 


2u 3 = | lim de | o 


- (d.h., diese Abbildung ist bis auf einen Zahlenfaktor isometrisch). 
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Jetzt wenden wir uns wieder der Fouriertransformation von Funktionen auf der 
ganzen reellen Achse zu und wollen sehen, ob diese Abbildung auch als linearer 
Operator im komplexen Raum L,(—oo, oo) aufgefaßt werden kann. Die Haupt- 
schwierigkeit besteht hier darin, daß eine quadratisch integrierbare Funktion auf 
der reellen Achse nicht notwendig zu L,(—00, 00) gehört. Die Fouriertransforma- 
tion braucht. also gar nicht in dem in 8.4. erklärten: Sinne zu existieren. Für jedes 
fe L,(—o0, 0) kann man jedoch die Fouriertransformation in einem etwas 
anderen Sinne definieren. Dabei erhält man folgenden Satz, den man als Analogon 
zur Parsevalschen Gleichung (1) ansehen kann. 


Satz (PLANCHEREL, 1910). Für ‚jede Funktion f € Lz(—o, 00) und beliebiges 
N >0 stelli das Integral 


Ind) = % a) e’* da . 


eine Funktion aus L,(—0, oo) dar. Für N — oo konvergieren die Funktionen gy in ' 
der Metrik des Raumes L, gegen eine Funktion g mit 


[sr dr = 2m | IK)? de. Re) 


(Diese Funktion g nennt man die Fouriertransformierte der Funktion f € L,.) Gehört 
f auch noch zu L,(—©, 00), so stimmt die zugehörige Funktion g mit der Fourver- 
transformierten von: f im üblichen Sinne überein. 


Beweis. Die Grundidee des Beweises besteht darin, daß man die Gültigkeit von (2) 
zunächst. für Funktionen aus der Klasse 8, aller unendlich oft differenzierbaren 
schnell fallenden Funktionen nachweist. Diese Klasse liegt dicht in Z,(—oo, oo), und 
daher kann man Gleichung (2) durch Stetigkeitsbetrachtungen auf ganz L,(—0o, ©) 
ausdehnen. Diese Idee wollen wir jetzt im einzelnen realisieren. 


1. Es seien f,,€ 8, und g, bzw. g, die zugehörigen Fouriertransformierten. 
Dann gilt 


rorwe- [5 4 [a12) er aa) de 
1 x x . 
-_ N 90) | fa) ee da | a2 
£ i e —— 
[won an. | 


X 
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Hier durfte die Integrationsreihenfolge vertauscht werden, da die Funktion 


9(A) .@) er 
in der (x, )-Ebene absolut integrierbar ist. Wenn wir in der erhaltenen ‚Gleichung 
h=h=fund g = 9 =g setzen, ergibt sich die Gültigkeit von Formel (2) für 
beliebige Funktionen f € 8%. 
2. Jetzt sei f eine beliebige Funktion aus L,(—o, oo), die außerhalb eines Inter- 
valls (—a, @) verschwindet. Dann ist f auf dem Intervall (—a, a) integrierbar (d. h., 


[gehört zu L,(—a, a)) und folglich auch auf der ganzen Geraden. Für diese Funktionen 
ist daher die Fouriertransformierte 


u She e2 de 


erklärt. Es sei nun {f,} eine Folge von Funktionen aus S, die außerhalb von (—a, a) 
verschwinden und die in der Norm des Raumes L,(—00, 00) gegen f konvergieren. 
Da f und alle f, nur auf einem endlichen Intervall verschieden sind, strebt die Folge 
{/„) auch in der.Norm des Raumes L,(—00, 00) gegen f. Also konvergiert die Folge 
(g„} auf der ganzen Geraden gleichmäßig gegen 9 (vgl. 8.4.2.). Außerdem ist {g„} 
Fundamentalfolge in Z,(—oo, oo). Das ergibt sich auf Grund der Beziehung 


Fiona ) nl da = 2 | le) Inte) de, 


die wir schon für Funktionen aus S, bewiesen haben. Somit konvergiert die Folge 
{9„} im Raum L;, und zwar gegen dieselbe Funktion, gegen die sie auch gleichmäßig 
konvergiert. Daher kann man in der Gleichung 


i 
Im? = > \gal 


zum Grenzwert für n — oo übergehen. Damit erhalten wir die Gültigkeit von (2) 
für jede Funktion f € L,, die außerhalb eines Intervalls verschwindet. 


3, Ist / schließlich eine beliebige Funktion aus Z,, so setzen wir 


la) = mo, 
ür «| >N. 


Offenbar gilt dann 
I-Pll>0 für N>o. 


Die Funktion. fy gehört zu L,(—oo, oo), folglich existiert die Fouriertransformierte 
von fy im gewöhnlichen Sinne, 


ee N 
gn(A) = f Inte) "2 da = f Ka) 2 de. 
Re er 
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Nach dem zweiten Schritt ist j 
- a 1 2 
If — Fu? = — |gv — garll; 
2m 


also konvergieren die Funktionen g, in Z, gegen einen Grenzwert g. Daher kann 
man in der Gleichung 


1 
Pe 2 
Ir 2 IIgxIl | 
zum Grenzwert für N — oo übergehen, woraus die Beziehung (2) für beliebige 
fe Ls(—0, oo) folgt. Damit ist der erste Teil des Satzes von PLANCHEREL be- 
wiesen. 


Wenn jetzt die Funktion f sowohl zu L,(—oo, oo) als auch zu L,(—oo, oo) gehört, 


existiert die Fouriertransformierte 
co 
5a) [ Ha) e”* da 


im gewöhnlichen Sinne. Dabei konvergieren die Funktionen f,, in L,(—00, oo) gegen f 
und die zugehörigen Fouriertransformierten gy damit gleichmäßig gegen 9. Außerdem 
haben wir aber bereits festgestellt, daß die Funktionen gy in der Metrik des L,(—08, 0) 
gegen einen Grenzwert g konvergieren. Hieraus folgt, daß 7 und g übereinstimmen. 
Damit ist der Beweis beendet. 


Folgerung. Aus (2) ergibt sich sofort, daß für beliebige fı, fs € L.(—0, ©) die 
Gleichung s g 


[ Il) FI) de = > jr (2) 9) 


gilt. Zum Beweis braucht man (2) nur für die Funktion f, + f, aufzuschreiben und 
anschließend die Ausdrücke links und rechts zu vergleichen. Während Gleichung (2) 


besagte, daß die Fouriertransformation die Norm in L, unverändert läßt, bedeutet - 


die letzte Gleichung, daß auch das Skalarprodukt erhalten bleibt. 


8.5.2. Die Hermiteschen Funktionen. Der Satz von PLANCHEREL aus 8.5.1. besagt, 
daß man die Fouriertransformation als beschränkten linearen Operator F des Raumes 
L,(—0, oo) auf sich ansehen kann.!) Wenn man in diesem Raum ein beliebiges 


1) Anm. d. Übers.: Daß der Wertevorrat von F wieder ganz L,(—oo, oo) ist, sieht man wie 
folgt: Aus 8.4.4. ergibt sich, daß F die Menge S,., auf sich abbildet. Andererseits ist, 8%, dieht in 
Lz(—9, 00). Zusammen mit dem Satz von PrawcHzreu erhält man hieraus, daß das Bild von 
L,(— 00, 00) bei Anwendung von E mit ganz L,(—00, 00) übereinstimmt. 
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orthonormiertes System auswählt, kann man den Operator F (wie auch jeden anderen 
linearen Operator) mit Hilfe einer unendlichen Matrix beschreiben. Die Gestalt 
dieser Matrix hängt dabei natürlich von der Wahl der Basis ab. Am einfachsten sieht 
die Matrix eines Operators in dem Fall aus, daß die entsprechende Basis nur aus 
Eigenfunktionen dieses Operators besteht. Die Matrix besitzt dann Diagonalform. 


Wir wollen sehen, ob eine solche Basis auch für die Fouriertransformation F existiert. 


Mit anderen Worten wollen wir feststellen, welche Funktionen aus L,(—00, oo) 
Eigenfunktionen der Fouriertransformation F sind. Dazu bemerken wir, daß die 
‚Gleichung 


a = 8) 


durch die Fouriertransformation wieder in dieselbe Gleichung übergeführt wird!) 
(da die Operation d?/d«? in die Multiplikation mit —/? und die Multiplikation mit —x? 
in die Operation d?/d}? übergeht). Daher ist es naheliegend, Eigenfunktionen des 
.Operators F als Lösungen der Gleichung (3) zu suchen. Wir wollen Eomansen dieser 
Gleichung suchen, die die Form 


f= we? 


besitzen, wobei w ein Polynom ist. Tragen wir diesen Ausdruck in ) ein, so erhalten 
wir für w die Gleichung 


w — 2aw = (u+1)w. 
Wenn wir hier 
Deu (4) 
setzen, so gelangen wir zu 
(2a, -+ 3 2038 ++ nn — 1) a,0""2) 
— 22 (aı + 2052 ++ na,c”}) 
= (+ +mE ++ ae"). 


Hieraus ergibt sich durch Vergleich der Koeffizienten gleicher Potenzen von x links 
und rechts 


2m, =(u+l)m, —Rr 1) = (u +1) 
und allgemein 


kk 1) — Ak — 2), — (u +1). = 08 


1) Dabei wird natürlich vorausgesetzt, daß die gesuchte Funktion f entsprechend glatt ist und 
im Unendlichen hinreichend schnell fällt. 
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Wenn wir annehmen, daß der höchste Koeffizient a, von Null verschieden ist, muß 
k=—-aın+1) und >09 


sein, d. h., u muß .eine negative ungerade ganze Zahl sein. Alle Koeffizienten. des 

Polynoms w werden dann durch die Beziehung (5) bis auf einen konstanten Faktor 

bestimmt. Dabei sind die Koeffizienten a,-1, @-3; --. gleich Null. Die Koeffizienten 

Gp-2> An-a; ... Sind von Null verschieden; sie lassen sich nach der Rekursionsformel 
k(k — 1) | 


RAT I I A 


k 


. berechnen (wenn a, gegeben ist). Für w erhalten wir also die Formel 


we) =a, (* a N 2 + eh = =). 


Damit haben wir ein System von Funktionen der Form 
On) = w.(a)e? (n=0,1,2,...) 


konstruiert. Jede dieser Funktionen gehört offenbar zu Z,(—co, oo) (wegen des 
Faktors e-*’2\. Darüber hinaus sind diese Funktionen paarweise orthogonal. Nach (3) 
gilt nämlich i 


In a) - nl) = An + 1) plR); 

Pm (0) — a pmR) = — (2m + 1) Pml&). 
Wenn wir die erste dieser Gleichungen mit op, und die zweite mit 9, multiplizieren 
und anschließend die zweite Gleichung von der ersten subtrahieren, ergibt sich 

In Pm — Pm Pn = An — Mm) Pr 
bzw. 

[Pr ’Ym — Ym In] = 2n — m) PnPm- 


» Durch Integration dieser Gleichung erhalten wir für n = m 


. " 1 oo 
Pulz) Pkr) de = —— | [Pa Pm —. Pm Pn) de 
2(n — m) 
2# 1 [ [2 —. ’ { I 0 
Zn — m) In Pm — Pm Pn)-o = V. 


Damit ist die Orthogonalität bewiesen. 


.Jedes der Elemente g, des so erhaltenen Orthogonalsystems ist ein Polynom »-ten 
Grades, multipliziert mit e”*°?. Folglich müssen diese Elemente bis auf einen Zahlen- 
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faktor mit den Hermiteschen Funktionen übereinstimmen, die wir in 7.3. durch 
: Orthogonalisierung der Folge 


ee, Ve, ..., are?) ... 
im Raum Z,(—oo, oo) erhalten hatten. 
Wir werden jetzt zeigen, daß die Funktionen {p,} Eigenwerte der Fouriertrans- 
formation sind: j 
Fon = Pr» (6) 
Das ergibt sich aus den folgenden Fakten. 
1. Gleichung (8) ist invariant bezüglich der Fouriertransformation F. 


2. Gleichung (3) besitzt für jedes n, bis auf einen konstanten Faktor, nur eine 
Lösung der Form P,(x) e“'?, wobei P, ein Polynom n-ten Grades ist. 


2 r . Pr a . . d % ei 
3. Die Fouriertransformation führt «te? in [i Er el? = Qu(x) e””? über, wo- ' 
% 


bei Q, ein Polynom n-ten Grades ist (dieskann man leicht mittels Induktion beweisen). 
Aus Gleichung (6) folgt für jedes ganze k die Beziehung 
F Kon Se Ca" Pn . 
Wendet man die Fouriertransformation viermal auf eine Funktion an, so wird diese 
Funktion (nach der Umkehrformel) nur mit dem Faktor 4r2 multipliziert. Daher ist 
CH — Anl, 


d.h., c„ kann nur die Werte + Y2r und -+i Y2z annehmen. 
Nimmt man also die Gesamtheit aller Hermiteschen Funktionen als Basis im Raum 
Le(—%, ©6),.80 wird die Fouriertransformation. F durch eine Diagonalmatrix beschrie- 


ben, in deren Diagonale die Zahlen + Var und +i Y2r stehen.!) 


8.6. Die Laplacetransformation 


8.6.1. Definition und grundlegende Eigenschaften der Laplacetransformation. Die - 
Anwendbarkeit der Fouriertransformation auf Differentialgleichungen wird wesent- 
lich dadurch eingeschränkt, daß diese Transformation nur für Funktionen erklärt 


3) Wird die Fouriertransformation durch die Formel 


me [ fla) ee de 
Y2r 


' 


(d. h. durch Formel (1’) aus 8.4. und nicht durch Formel (1)) definiert, so ist deren vierte Potenz 
der Einheitsoperator. Wenn man die Gesamtheit aller Hermiteschen Funktionen als Basis 
nimmt, erhält man für F eine Diagonalmatrix, in deren Hauptdiagonale die Zahlen +1 und + 
stehen. 
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ist, die auf der ganzen Achse integrierbar sind. Insbesondere existiert die Fourier- 
transformation nicht für Funktionen, die für  — —oo oder 2 — +00 wachsen. . 
Solche Funktionen tauchen jedoch öfter bei der Lösung von Differentialgleichungen 
auf. Diese Schwierigkeiten kann man überwinden, wenn man die Fouriertransforma- _ 
tion auf Distributionen ausdehnt. Über diesen Weg werden wir in 8.8. kurz berichten. 
Ein anderes mögliches Herangehen, das den Rahmen des klassischen Funktions- 
.begriffs und der klassischen Methoden der Analysis nicht verläßt, ist die Ersetzung 
der Fouriertransformation durch die sogenannte Laplacetransformation. 

Die Funktion f (die im allgemeinen nicht auf der- ganzen reellen Achse integrierbar 
zu sein braucht) sei nach Multiplikation mit e””* integrierbar. Dabei sei y eine reelle 
Zahl. Dann ist das Integral 


gs) = f f(@) e* de = f fx) e tete da 


für gewisse komplexe Zahlen s = 4 + iu konvergent, insbesondere auf der Geraden 
#= —y. Auf dieser Geraden ist es die Fouriertransformierte der Funktion f(x) e”*. 
Am wichtigsten für die Anwendung ist der Fall, daß die Funktion f den folgenden 


Bedingungen genügt: 
fa) <Ce* füx> 0, aM 
fa) =0 für 2<0O 


(wobei y, und © Konstanten sind): Die Voraussetzung über die Integrierbarkeit der 
Funktion f{#) e”* ist dabei für y > y, erfüllt. Das Integral 


© 


ge) = | Tle) et dr = f fin) er de oo 


—o 


existiert also für alles =A + zu mit a < — yo; d. h. in der Halbebene, die durch die 
Gerade Im s = —y, beschränkt ist. Dort stellt (2) die Fouriertransformierte der 
Funktion 


fa) e*” 


dar. Diese Funktion kann aus g mit Hilfe der Umkehrformel zurückerhalten werden 
(wir nehmen dabei an, daß diese Formel für f anwendbar ist), n 


(x) e® — n IEO e® dA. 
17 


Daraus ergibt sich 


iu nr 8 
f&) = = f g(s) e®®ds (=A + in). j (3) 


. 4000 
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Da die Funktion f(x) e*” für # < —y, (nach (1)) exponentiell fällt, ist ihre Fourier- 
transformierte g und damit auch g(s) e’* in der Halbebene Im.s < —y, analytisch. 

Setzen wir in den Formeln (2) und (3) 9 = is und bezeichnen g(s) mit Ö(p), so 
erhalten wir 


Op) = | Ha) er de | (2) 
5 [) . \ 
und 
1 —utioo 4 1 —u+i00 N . 
fa) = — f DO Ze f Dip) e= dp. (3) 
TE % 2 


Die Funktion ® ist dabei in der Halbebene Rep > u, definiert und’ analytisch. 
Sie heißt Laplacetransformierte der Funktion f (mit den Eigenschaften (1)). 

Die Laplacetransformation unterscheidet sich in ihren Eigenschaften nur: wenig 
von der .Fouriertransformation. Jedoch ist die Klasse der Funktionen, für die die 
Laplacetransformation erklärt ist, wesentlich verschieden von der Klasse L,(—oo, &©) 
der Funktionen, für die die Fouriertransformation existiert. 


8.6.2. Die Anwendung der Laplacetransformation zur Lösung von Differentialglei- 
chungen (Operatorenmethode). Die Laplacetransformation kann man zum Auffinden 
der Lösungen: von Differentialgleiehungen anwenden. Gegeben sei eine lineare Diffe- 
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten: 

yD + ayeD + + any = bie). (4) 


Gesucht ist eine Lösung dieser Gleichung mit den Anfangswerten 


y0) = Yo, YO) = Yu YO) = Ymı- (8) 


Auf Gleichung (4) wenden wir die Laplacetransformation!) an, d.h., wir multipli- 
zieren (4) mit e”P* und integrieren von 0 bis oo. Es sei 


Y(p) = [ vie) er? da 
“ 0 


die Laplacetransformierte der Funktion y. Nach partieller Integration ergibt sich 
daraus die Laplacetransformierte der Ableitung y’: 


©. 


[yo er dx = ya) er] +» [ ya) er? da = PY(p) — Y- 
0 0 . 


1) Die Anwendbarkeit der Laplacetransformation auf (4) ist leicht nachzuweisen, wenn |b(x)]| 
nicht zu schnell wächst. 
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Durch sukzessive Anwendung dieser Formel erhält man 


f yaılz) er2 da = p(p"tY(p) — Yn-a — PYn-s —  — P"yo) — Yn-i 
r % 
E— p" Y(p ) ee — Ya rn PYn-2 — | pPAy : 


Zi p°Yt pP) — 2 a, 
Schließlich sei noch 


B(p) = [Be) e?e de. 
d 


Im Ergebnis geht dann die Differentialgleichung (4) (mit den Anfangswerten (5)) bei 
der Laplacetransformation in die algebraische Gleichung . 


Qt) + Rip) Y(p) = Bip) 
über. Dabei ist B die Laplacetransformierte von b, Q ein Polynom (nr — 1)-ten 


Grades in p, das von den Koeffizienten der Gleichung und von den Anfangswerten 
abhängt, und schließlich ist 


ee 
f 


-& Ink p* ’ = =1, 
das charakteristische Polynom der Gleichung (4). Aus der erhaltenen Gleichung 
folgt 
Bip) - 9) 
Rip) 


und hieraus erhält man nach der Umkehrformel die Lösung 


Yp = 


’ 


—u-+ioo e 
1 Bo) AD) m 
ya) = Imi [ un ep? dp. 


—u= ioo 
Dieses Integral berechnet man gewöhnlich mit Hilfe des Residuensatzes. 


Zur Lösung linearer Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten wird 
auch die sogenannte Operatorenmethode verwendet. Sie besteht darin, daß man die 
linke Seite der Gleichung 


ym + ayd +: + 0y = be) 
als Resultat der Anwendung des Operators 


d dr dr-1 = 2 
Ateatnte (6) 
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auffaßt. Eine Lösung der Gleichung erhält man dann durch Anwendung des Umkehr- 
operators zum Operator (6). Das Ergebnis der Anwendung eines solehen Operators 
auf einfache Funktionen wie trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen, 
Treppenfunktionen und deren Linearkombinationen kann man durch unmittelbares 
Ausrechnen finden. Nach dieser Methode kann man daher die Lösung einer linearen 
Gleichung mit konstanten Koeffizienten automatisch aufschreiben, wenn die rechte 
‚Seite eine Linearkombination derartiger Funktionen ist. Es ist klar, daß die Opera- 
torenmethode in gewisser Weise eine Anwendung der Laplaceformation darstellt 
(die ja eine bestimmte Zuordnung zwischen der Algebra der Differentialoperatoren 
(6) und der Algebra der Polynome herstellt). Man kann die Laplacetransformation 
als Rechtfertigung dieser Methode ansehen, die in der technischen Literatur oit in 
Form eines „‚Rezeptes‘“ erscheint. 


8.7. Die Fourier-Stieltjes-Transformation 


8.7.1. Definition der Fourier-Stieltjes-Transformation. Wir kehren noch einmal zur 
Fouriertransformation im Raum L,(—oo, oo) zurück: 


oo 


ga) = | erefla) de. 


Diese Formel kann man auch als Riemann-Stieltjes-Integral 
, 2) 
ga) = [ e* are) | ) 


schreiben, wobei 
Fa) — | fi) di (2%) 


eine absolut stetige Funktion beschränkter Variation auf der ganzen reellen Achse 

ist‘ (die Totalvariation ist [ I/@)| dx). Formel (1) besitzt jedoch nicht nur für Funk-. 
-o 

‘tionen der Form (2) einen Sinn, sondern für beliebige Funktionen beschränkter 

Variation. Das Integral 


B oo 
a) = [et dr), 
oo 
in dem F eine beliebige Funktion von beschränkter Variation auf der reellen Achse 
ist, nennen wir Fourier-Stieltjes-Transjormierte der Funktion F. 


Für die Fourier-Stieltjes-Transformation bleiben eine Reihe von Eigenschaften 
erhalten, die wir früher für die gewöhnliche Fouriertransformation nachgewiesen 
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haben. So.gilt zum Beispiel folgendes: Die durch das Integral (1) definierte Funktion 

g ist auf der ganzen Geraden stetig und beschränkt. 
Die Beschränktheit ist klar. Um die Stetigkeit zu zeigen, schätzen wir die Differenz 

zweier Funktionswerte ab: 


N 
9A) — g(A)] < [ le"? — ei] dF«) 
—N B 


+ [ler — ee dFe). 
lz1>N 
Den zweiten Summanden kann man hier (unabhängig von A, und },) beliebig 
klein machen, wenn man N hinreichend groß wählt. Der erste Summand strebt bei 
festem N für A, — Ag — 0 gegen Null. 
Es lassen sich jedoch nicht alle Eigenschaften der Fouriertransformation auf die 
Fourier-Stieltjes-Transformation übertragen. So strebt die Fourier-Stieltjes-Trans- 
formierte im allgemeinen für [A] — oo nicht gegen Null. Ist zum Beispiel 


.. < 
Fe 0 = 2 <0, 
1 für 2>0, 
so gilt 
= [e#dFl@)=1. 
Analog ist die Fourier-Stieltjes-Transformierte der Funktion, die für << x, den 


Wert 0 und für x > x, den Wert 1 annimmt, die periodische Funktion e'** von 4. 
Ist F eine Treppenfunktion mit den Sprungstellen 


n= 0, +1, +2, ... 


und den zugehörigen Sprunghöhen 
BEER) A OR TER EEN EIER (2 Ianl < ®), 
. n 


so ist 


> e"2 dF(e) = Zar u 


eine periodische Funktion mit der Periode 2x. Besitzt die Funktion F Sprünge der 
Höhe a, in den Punkten x, einer beliebigen Folge von (im allgemeinen inkommen- 
surablen) Zahlen, so nimmt die Fourier-Stieltjes-Transformierte von F die Gestalt 


„ ae ven 
R 


an. Funktionen dieses Typs gehören zu den sogenannten fastperiodischen Funktionen. 
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8.7.2. Anwendung der Fourier-Stieltjes- Transformation in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung. Für integrierbare Funktionen auf dem Intervall (—oo, 00) haben wir in 
8.4. den Begriff’ der Faltung eingeführt: 


Io=hrhe)= [hae-9h 9a. [6 


Setzen wir 
Fe)= [iWd, Fa)=[hWd und Fa) |.) dt, 


so erhalten wir nach Integration von (3) die Gleichung | 


Fe) = [ina= fa [ne Hneas 


A 


f he —8) a hiö)de= [ File — HAr,E) 


(die Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist hier ‘wegen der absoluten Inte- 
grierbarkeit von f nach dem Satz von Fusmı möglich). Die oben erhaltene Be- 
ziehung 


Fa@)= [ Fıl@ — Hdr,& 
ordnet den Funktionen F, und F, die Funktion F zu. Das Lebesgue-Stieltjes-Inte- 
gral auf der rechten Seite existiert jedoch nicht nur für absolut stetige Funk- 


tionen, sondern sogar für je zwei Funktionen von beschränkter Variation. Der 
Ausdruck 


Feo)= [FR@-Hae a 


‚mit zwei beliebigen Funktionen F, und F, von beschränkter Variation wird Faltung 


dieser beiden Funktionen genannt und mit F, x F', bezeichnet. 

Wir wollen zeigen, daß der Ausdruck (4) eine auf der ganzen reellen Achse defi- 
nierte Funktion von beschränkter Variation darstellt.!) Ist F| eine Funktion von 
beschränkter Variation, so ist F', auch Borel-meßbar, und folglich existiert‘ das 


- Integral (4) für alle x, Ferner ist 


Fa) — Pe) =) [ (rl — 8) — File — 8) AR) 


oo 
< [ IFıla — 9 — Fılz, — 8) d(var F,(&)), 
09 
1) Im Buch von V. I. GLiven&o (Das Stieltjesintegral [russ.], Gostechisdat, Moskau 1936) ist 


eine elementare Konstruktion angegeben, mit deren Hilfe'man (4) ohne Benutzung des Maß- 
begriffs einen Sinn zuordnen kann. 
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woraus 
vir]= VLR,]- VER] 

folgt. Also ist F eine Funktion von beschränkter Variation. 

Satz 1. Ist F die Faltung der Funktionen F, und F, von beschränkter Variation und 

sind g, 9, und g5 die entsprechenden Fourier-Stieltjes-Transformierten, so gilt 
=). 

Beweis, Essi f=F,=F, und 

Ay = %os Eis «er, En = 

'eine Zerlegung des Intervalls [e, b]. Dann ist für jedes A 


fe arte) — im »> etz F(@,) —F (&-1)) 


& max Au 0 k=1 


- Im f DE eK, (2; = &) — Flax- — 5)) ef dF,(£), 


max dt (ok=1 - 


d.h. 
ö b X. b-E j 
er dF(x) -/} fear) e-tit dFs(E). 


x ie 


Durch Grenzübergang a — oo und b — oo erhält man hieraus 


fen dl) == few dF(e)- f ef dr,(&), 


oo —& no 


d.h. 
g(2) = gı(A) - 92(A). 


Die Tatsache, daß die Fourier-Stieltjes-Transformierte die Faltung von Funk- 
tionen in eine Multiplikation verwandelt, wird oft in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung verwendet (Methode der charakteristischen Funktionen). Dort besteht oft 
die Notwendigkeit, die Summe zufälliger unabhängiger Surmmanden zu betrachten. 
Sind & und 7 zwei unabhängige Zufallsgrößen und F, und F, die zugehörigen Ver- 
teilungsfunktionen, so entspricht der Zufallsgröße & + n die Verteilungsfunktion 


F=R*F,. 


Der Übergang von Verteilungsfunktionen zu ihren Fourier-Stieltjes-Transformierten, 
den sogenannten charakteristischen Funktionen, gestattet also die Ersetzung der 
"Faltung durch die einfachere und beguemere Multiplikation, 


39 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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Aufgaben 


1. Es ist zu beweisen, daß die Fourier-Stieltjes-Transformation folgende Eigenschaft besitzt: 
Wenn die Funktion F linksseitig stetig ist und ihre Fourier-Stieltjes-Transformierte identisch 
verschwindet, ist F(x) — const. 


2. Man beweise, daß die Faltung von Funktionen beschränkter Variation kommutativ und. 
assoziativ ist. ! 


88. Die Fouriertransformation für Distributionen 


Die Fouriertransformation im üblichen Sinne ist nur für Funktionen erklärt, die auf 
der ganzen reellen Achse integrierbar sind. Wie bereits erwähnt, wird die Anwendung - 
der Fouriertransformation auf Differentialgleichungen und andere Fragen dadurch 
stark eingeschränkt. Den Anwendungsbereich der Fouriertransformation kann man 
jedoch wesentlich erweitern, indem man den Begriff der Fouriertransformation von 
Distributionen einführt. Wir wollen die Grundgedanken dieser Konstruktion dar- 
legen. ’ 

Zunächst erinnern wir an den Raum $S, der Funktionen, die auf der ganzen reellen 
Achse beliebig oft differenzierbar sind und im. Unendlichen zusammen mit ihren 
Ableitungen schneller als jede Potenz von 1/|x] fallen (vgl. 4.4.). Wir nehmen $, als 
Raum der Grundfunktionen und betrachten den zugehörigen Raum von Distributionen - 
So 

Im Raum S,* definieren wir jetzt die Fouriertransformation. Dazu erinnern wir 
zunächst daran, daß die Fouriertransformation (im gewöhnlichen Sinne) den Raum 
S$, in sich überführt: Ist 9 € 8, so ist auch F[o] € 8, ; dabei ist F eine eineindeutige 
Abbildung von $,, auf sich. Davon ausgehend gelangt man zu folgender Definition: 
Das lineare Funktional g € 8.*, das durch die Formel 


(9,9) = 2alf,9) mit 9 = Flo] (1) 


definiert wird, nennen wir die Fourieriransformierte der Distribution FE S8%*. 
Diese Formel kann man auch in der Gestalt 


(Fi, y) = 2n(f, p) = 2u(f, Fiy) 


schreiben. Die Fouriertransformierte des Funktionals / € $,* ist also das Funktional, 
das jedem Element y € 8, den (mit 2r multiplizierten) Wert von f auf dem Element 
9 = F!y zuordnet. Dabei ist F-1 die inverse Fouriertransformation. 

Gleiehung (1) definiert ein Funktional auf ganz $,. Denn wenn p den Raum $% 
durchläuft, so durchläuft auch y» = F{p] ganz 8... Die Linearität und die Stetigkeit 
dieses Funktionals lassen sich unmittelbar überprüfen. 

Zu den Elementen aus 8,,* gehören auch alle integrierbaren Funktionen. Für diese 
Funktionen stimmt die eben angegebene Definition der Fouriertransformation mit 
. der üblichen Definition überein, denn nach dem Satz von PLAncHErur gilt für f € 8, 
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pE SS, undg = Fifl, y = F[p] die Gleichung | 
2.) = N). | n 6) 


Dabei existiert zu gegebenem f bis auf Äquivalenz nur eine Funktion g, die dieser 

Gleichung für alle 9 € 8, genügt. Mit Hilie eines entsprechenden Grenzüberganges 

kann man unschwer zeigen, daß Gleichung (2) auch für beliebige TE Li(—, oo) 

gilt. Somit stellt die Fouriertransformätion von Distributionen eine Fortsetzung der‘ 

klassischen Fouriertransformation auf eine größere Klasse von Objekten dar. 
Beispiele . 


1. Es sei f(x) = ec — const. Dann ist 
2n(f, 9) — In | cpla) de = Zmoyl0) | (Yy=lp), 
oo 
d. h., die Fouriertransformierte einer Konstanten ist die 6-Funktion, multipliziert 


mit.dieser Konstanten und 2x. 


2. Es sei f(x) = e®. Dann ist 
2r(f,p) = Ir 4 eiaay(z) de = Zruy(—a), 
d.h., die Fouriertransformierte der Funktion e ist die Serschöbene ö-Funktion 


ö(& + a), multipliziert mit 2m. 


3. Es sei f(x) — x°, dann erhalten wir aus der Gleichung 
& 
vo) = — [arpte) e"* de 


nach Multiplikation mit 2r für x = 0 
222, x)) = ap (0), 


d. h., die Fouriertransformation der Funktion x? ist die zweite Ableitung der ö-Funk- 
tion, multipliziert mit —2r. 


Wir wollen noch einige abschließende Bemerkungen machen. 


Wir haben die Fouriertransformation für Distributionen über $, erklärt. Man 
könnte aber auch jeden anderen Grundraum nehmen, z.B. den Raum X aller un- 
endlich oft differenzierbaren finiten Funktionen. Für jede Funktion 9 € K existiert 
die Fouriertransformierte (im gewöhnlichen Sinne) und stellt, wie man leicht nach- 
prüfen kann, eine ganze analytische, exponentiell wachsende Funktion dar. Das be- 
. deutet, daß die Fouriertransformation ein eineindeutiger linearer Operator ist, der den 
Raum K auf den folgenden Raum Z abbildet. Die Elemente von Z sind alle ganzen 


29* 
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analytischen Funktionen y, die fürg = 1, 2, ... Ungleichungen der Form 
sl? Ipts)| = O,e""! 


mit z = Im s und zwei von y abhängigen Konstanten CO, und a genügen. Im Raum K 
hatten wir einen Konvergenzbegriff erklärt. Durch die Transformation F, die K 
auf Z abbildet, wird dann in Z ein Konvergenzbegriff induziert. Eine Folge {y,} 
 konvergiert in Z gegen y, wenn die Beziehung 9, — p für die entsprechenden Ur- 
bilder gilt. Man kann diesen Konvergenzbegriff übrigens auch ohne Verwendung des 
Raumes K formulieren.!) 

Jetzt sei f ein beliebiges Element aus K*. Setzen wir 


\ 


(9; Yy). = 2, 9) mit Pr Flo], . i 


so wird der Distribution f das lineare Funktional 9 zugeordnet. Dieses Funktional g 
nennen wir die Fouriertransformierte von f. Somit ist die Fouriertransformierte einer 
Distribution f über dem Grundraum K eine Distribution über Z, d.h. über dem 
Raum, in den K durch die Fouriertransformation (im gewöhnlichen Sinne) über- 
geführt wird. 

: Die gleiche Konstruktion ist auch für Distributionen über jedem anderen Raum 
von Grundfunktionen möglich. Dabei ergibt sich jedesmal ein Schema, das vier 
Räume umfaßt: einen Ausgangsraum von Grundfunktionen, die Gesamtheit der 
Fouriertransformierten dieser Funktionen (d.h. einen zweiten Raum von Grund- 
funktionen) und zwei duale Räume. 


Raum der F Raum der. Fouriertransformierten 
; Distributionen j der Distributionen 3 

Raum der Fo Raum der Fouriertransformierten 

Grundfunktionen der Grundfunktionen 


Dieses Schema enthält nur zwei Räume, wenn man S, als Grundraum’ nimmt, da 
dieser Raum durch die Fouriertransformation in sich übergeführt wird. 
Der Begriff der Fouriertransformation für Distributionen findet in der Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen breite Anwendung. Der Leser kann sich mit 
diesen Fragen zum Beispiel im Buch von G. E. Sızov [60] vertraut machen.) 


3) Und zwar gilt y, —0inZ, wenn für feste 0,g@=1,2,...) und a die Ungleichungen 


Ip] S Ogerl 


erfüllt sind und y, auf jedem endlichen Intervall der reellen Achse gleichmäßig gegen Null 
strebt. 
2) Anm. d. Übers.: Man vergleiche auch [56], [65], [69]. 


9. _ Lineare Integralgleichungen 


9.1. Grundlegende Definitionen. 
Einige Probleme, die auf lineare Integralgleichungen führen 


9.1.1. Integralgleichungstypen. Eine Gleichung, in der die unbekannte Funktion auch 
unter dem Integralzeichen steht, heißt Integralgleichung. So ist z. B. die Gleichung 


b 
91) = [Eis 1) plt) dt + fe), i (a) 


in der fund K bekannte Funktionen und p eine gesuchte Funktion ist, eine Integral- 
gleichung. Die Variablen s und i durchlaufen hier ein festes Intervall [a, b]. Eine 
charakteristische Besonderheit der Gleichung (1) ist ihre Linearität: Die unbekannte 
Funktion geht in die Gleichung linear ein. Eine Reihe von Problemen führt auch 
auf nichtlineare Integralgleichungen, z. B. auf Gleichungen von der Form 


b 
v0) = [ Ks, 0 o(etı). ı) di, 


wobei K und g gegebene Funktionen sind. Wir werden uns jedoch im weiteren auf 
die Betrachtung linearer Gleichungen beschränken. 

Einzelne Integralgleichungen wurden schon zu Anfang des vorigen Jahrhunderts 
betrachtet. So untersuchte ABEL bereits 1823 die Gleichung 


fe) = i. WM 4 0W<a<1,f0)=0), 
aa 
ö- 


die.noch heute seinen Namen trägt. Dabei ist f eine gegebene und 9 eine gesuchte 
‚Funktion. Aseı zeigte, daß die Lösung dieser Gleichung die Form 


[ 


u | f(s) ds 
ö 


T (t — s)!* 


hat. Eine allgemeine Theorie der linearen. Integralgleichungen wurde aber erst am ' 
Ende des 19. und zu Beginn des 20. Jahrhunderts auf der Grundlage der Arbeiten 
von VOLTERRA, FREDHOLM und HILBERT geschaffen. 
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Eine Gleichung der Form (1) heißt Fredholmsche Tniegraigleichung zweiter Art 
(vgl. 2.4.4.); eine Gleichung der Form 


x (1) di + fs) = Ä Ä (2) 


i 
! 


(in welcher die unbekannte Funktion 9 nur unter dem Integralzeichen vorkommt) 
heißt Fredholmsche Iniegralgleichung erster Art. 

Die oben erwähnte Abelsche Integralgleichung zählt zu den sogenannten Vol- 
terraschen Integralgleichungen. Die allgemeine Form dieser Integralgleichungen ist 


8. . 

[E69 eo di = ie) (8) 
(Volterrasche I niegralgleichung erster Art) oder 

-[x K(s, 8) p(6) dt + f(s) CE 


(Volterrasche I ntegralgleichung zweiter Art). Offensichtlich kann man die Volterraschen 
Integralgleichungen als spezielle Fredholmsche Integralgleichungen auffassen, in 
denen die Funktion X der Bedingung 


Kes,t)=0 für i >s 


genügt. Es ist jedoch zweckmäßig, die Volterraschen Integralgleichungen als spe- 
zielle Klasse abzutrennen, da sie eine Reihe von wesentlichen Eigenschaften be- 
sitzen, die bei beliebigen Fredholmschen Integralgleichungen fehlen. 

Wenn in den Gleichungen (1), (2) oder (3) die Funktion f gleich O ist, nennt man 
diese Gleichungen homogen ; anderenfalls heißen sie inhomogen. 


9.1.2. Beispiele für. Probleme, die auf Integralgleichungen führen. In den nächsten 
Abschnitten dieses Kapitels werden wir grundlegende Eigenschaften linearer Inte- 
gralgleichungen betrachten. Zuvor beschreiben wir aber einige Aufgaben, die auf 
solche Gleichungen führen. 


1. Die Gleichgewichtslage einer belasteten Saite. Wir betrachten eine Saite, d.h. 
einen elastischen materiellen Faden der’ Länge ], der sich frei verbiegen kann, aber 
einer Dehnung einen Widerstand proportional zur Größe dieser Dehnung entgegen- 
setzt. Die Enden der Saite seien in den Punkten x = 0 und x = I fest eingespannt. 
Dann stimmt die Gleichgewichtslage der Saite mit dem Intervall O<x<I der 
x-Achse überein. Nehmen wir jetzt an, daß im Punkt x = £ auf die Saite eine vertikal- 
gerichtete Kraft P = P; einwirkt, so wird die Saite unter dem Einfluß der Kraft 
von der Gleichgewichtslage abweichen und eine Form annehmen, wie sie in Abb. 28 
dargestellt ist. 
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Ist ö die Größe der Auslenkung der Saite im Punkt £ unter dem Einfluß der Kraft 
P, und die Kraft P; klein im Vergleich zur Spannung T, der unbelasteten Saite, 
dann kann man (die Spannung der belasteten Saite auch mit 7’, annehmen und aus 


B 


Abb. 23 


der Gleichgewichtsbedingung folgern, daß 


ö ö 
T,—- +T =.Pss; 
ru 07: £ 
dh. 


ist, Bezeichnen wir (x) die Auslenkung der Saite im Punkt x unter/dem Einfluß 
der Kraft P;, dann ist 
‚ ua) = P:G(«, &) 
mit . u 
Ua fürO <a <E, 
Tl 
x, = 
| U) 
Aus dieser Formel folgt sofort G(z, &) = @(&, x). Nehmen wir nun an, daß längs 
der ganzen Saite eine stetig verteilte Kraft mit der Dichte p(£) wirkt und diese Kraft 


klein im Vergleich zur Spannung der Saite ist (d. h. die Deformation linear von der 
Kraft abhängt), so wird die Auslenkung (x) der Saite im Punkt x durch die Formel 


für! <re st. 


4 
uw) = [ Ola, &) plE) de (8) 
0 a 


"beschrieben. Damit kann bei vorgegebener Belastung mit Hilfe von (5) die Form. 
der Saite berechnet werden, die diese unter dem Einfluß der Kraft annimmt. 

Die umgekehrte Aufgabe, d.h. die Bestimmung einer Kraftverteilung p, unter 
deren Einfluß die Saite eine vorgegebene Form u(x) annimmt, führt gemäß (5) zu 
- einer Fredhoimschen Integralgleichung erster Art. 


2. Freie und erzwungene Schwingungen einer Saite. Wir betrachten jetzt eine 
schwingende Saite. Dabei sei u(z, t) die Auslenkung des Saitenpunktes mit der Ab- 
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szisse x zum Zeitpunkt t, und oe sei die (lineare) Dichte der Saite.!) Dann wirkt auf 
ein Saitenstück der Länge dx eine Trägheitskraft der Größe 


_ Pula, t) 
02 


ode, 


woraus 
UN 


pe) = ap 


folgt. Setzen wir diesen Ausdruck an Stelle von p(£) in die Formel (5) ein, so erhalten 

wir 

ulE, t) 
088 


B I 
us,t)= — few &o 


0 


de, (6) 


Nehmen wir weiter an, daß die Saite harmonische Schwingungen mit der festen 
Kreisfrequenz w und der nur von x abhängigen Amplitude «(x) ausführt, d. h., ist 


ulz,t) = ulx) sin ot, 


dann erhalten wir entsprechend (6) für # die Integralgleichung 
.. 
ul) = 02 [ @lx, &) ul) dE. ’ (7) 
fi] . 


Wenn die Saite keine freien Schwingungen, sondern unter dem Einfluß einer äußeren 
Kraft erzwungene Schwingungen ausführt, dann zeigt eine’ähnliche Rechnung, daß 
die Gleichung der harmonischen Schwingungen die Form 


\ Iı 
u) — 008 [ Gx, &) u(E) dE + fe) 
1) 


hat, d.h. die Amplitude u(x) einer inhomogenen Fredholmschen Integralgleichung 
zweiter Art genügt. 


3. Zurückführung von Differentialgleichungen auf Integralgleichungen. In manchen . 
' Fällen ist es zweckmäßig, die Lösung einer Differentialgleichung auf die Lösung 
einer Integralgleichung zurückzuführen. Wenn z. B. die Existenz und Eindeutigkeit 
einer Lösung der Differentialgleichung 

= fa, y) 
mit den Anfangsbedingungen y(x,) = y, bewiesen werden soll, dann ist es, wie wir 
in Kapitel 2 sahen, nützlich, zur entsprechenden (nichtlinearen) Integralgleichung 


yayt+ [HEY 


3) Wir nehmen an, daß o = const ist, obwohl dies für die weitere Rechnung nicht wesentlich ist. 
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überzugehen. Eine solche Überführung ist auch für Differentialgleichungen höherer 
als erster Ordnung möglich. Wir betrachten als Beispiel die Differentialgleichung 
zweiter Ordnung - 


y’tla)y=0. 
Setzen wir fix) = 0? — o(x), wobei oe = const ist, so erhält diese. Gleichung die 
Form 
y’+oy=ole)y. | (8) 
Da sich bekanntlich die Lösung der Gleichung 
y" + ey = gle) 


in der Form 


yla) = cos ol — a) + ri f sin ol& — 8): g(&) de 


darstellen läßt, kann die Lösung der Gleichung (8) auf die Lösung der Integral- 
gleichung 


see > o(&) Single — 8) yld) dE = vos ole — a) 


zurückgeführt werden. 


. 9.2. Fredholmsche Integralgleicehungen 


9.2.1. Der Fredholmsche Integraloperator. In diesem Abschnitt. betrachten wir 
Fredholmsche Integralgleichungen zweiter Art, d. h: Gleichungen der Form 


| 
(8) = | K(s,t) pl) di + Ke). | | 6) 


Alle hier und im weiteren auftretenden Funktionen nehmen wir als komplexwertig 
an. Bezüglich der Funktion K, dem sogenannten Kern der Integralgleichung, setzen 
wir voraus, daß sie meßbar ist und zur Klasse Z, über dem Quadrat a <s,t sb 
gehört, d. h., daß 
vb 
[JE Hi ds dt < (2) 
aa 

ist. Solche Kerne werden auch als Hilberi-Schmidische Kerne bezeichnet. Das freie, 
Glied f der Gleichung (1) sei eine gegebene, @ eine gesuchte Funktion aus Z,[a, b]. 
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. Definieren wir, ausgehend von Gleichung (1), durch 


b 
Ap = [ Kis,1) pl) di = yls) (8) 
a K / 
einen linearen Operator A, so kann die Untersuchung von (1) auf die Untersuchungen 
der Eigenschaften dieses Operators zurückgeführt werden. Ein solcher Operator (3) 
wird allgemein als Fredholmscher Operator und, wenn der Kern die Bedingung (2) 
erfüllt, auch als Hilberi-Schmidt-Operator bezeichnet. 


Satz 1. Brfüllt Kis,t) die Bedingung (2), dann definiert (3) im Raum Ls[e, b] 
einen kompakten linearen Operator A, dessen Norm der Abschätzung 


All < ff IK(s, 2)? ds di ; (4) 
genägt. | e > 
Beweis. Wir bemerken zuerst, daß auf Grund der vorausgesetzten Eigenschaft (2) 
das Integral 


b 


[Es Hr de 


nach dem Satz von FUBINI für fast alle s existiert. X(s, t) gehört also als Funktion von 
t für fast alle s zu L,[ae, b]. Da das Produkt quadratisch integrierbarer Funktionen 
integrierbar ist, existiert das Integral in (3) für fast alle s, d. h., die Funktion »(s) 
ist fast überall. definiert. Wir zeigen nun, daß y € Z.[e, 5] ist. Nach der Schwarzschen 
Ungleichung gilt für fast alle s 


b 2 b 5 b 
wor = | Kts,t) pi al = [IR HRde- [pie di 


-b 
< |pl?- [ Ks, HR di. 


Integrieren wir diese Ungleichung über s und verwandeln das iterierte Integral 
von |K(s, t)|? in ein zweifaches, so erhalten wir die Ungleichung 


b 3 bb 
Ay? = [ Iy)l? ds < Ipif [[ Ks, HP ds di, 


aus welcher die Integrierbarkeit von |y(s)]? und die Abschätzung (4) für die Norm des . 


 ..Operators A folgen. Es bleibt nun nur noch die Kompaktheit des Operators A nach- 


zuweisen. Dazu betrachten wir ein vollständiges Orthogonalsystem {y,} in Zela, 5]. 
Bilden wir alle möglichen Produkte y,,(s) y,(£), so ergibt sich nach Satz 1 aus 7.3. ein 
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vollständiges System im Raum Z,([e, 3] > Im, bj) und damit eine Entwicklung für den 
Kern X er d): 


Ked)= P> Ama Pn(s Yan) E 


m, n-1 
Setzen wir 


N 
Kıs) = 2 Ann Pn(s) Yule) 


und bezeichnen mit Ay den Operator, der dem Kern Ky(s, t) entspricht, dann ist 
dieser Operator kompakt, weil er ganz L,[e, b] in einen endlichdimensionalen Unter- 
raum abbildet (in Kapitel 4 nannten wir solche Operatoren endlichdimensionale 
Operatoren). Für 9 € Z.[a, b] gilt’ nämlich 


b N \ b 
Ayp = 3 Kuta,) l) di = I ame) | 9) yali) di 


wobei 


fe (0) ya) d 

@ 
ist, d.h., der Operator Ay führt jedes Element 9 € Lsla, 5] in ein Element eines 
endlichdimensionalen Raumes über, der durch die Vektoren yı, ..., ya erzeugt wird. 
Da Ky(s, t) andererseits die N-te Partialsumme der Fouriörreihe für die Funktion 
Ks, t) ist, gilt 


bb 
[[ ıKe 9 — Ext, Hl? ds di > 0 ENZSS. + ä 


04a 


Hieraus folgt, wenn wir die Abschätzung (4) auf den Operator A — A N anwenden, 
A — Ay! —0 fürN—o. 


Benutzen wir'nun Satz 1 aus 4.6., nach dem der Grenzwert einer konvergenten Folge 
kompakter Operatoren ebenfalls kompakt ist, so ergibt sich die emp des 
Operators A. Damit ist der Satz bewiesen. 


Bemerkungen 


1. Beim Beweis des Satzes 1 haben wir gezeigt, daß jeder Hilbert-Schmidt-Operator 
als Grenzwert (im Sinne der Normkonvergenz) einer Folge endlichdimensionaler 
Integraäloperatoren dargestellt werden kann. 


2. A, und A, seien zwei Operatoren der Form (3) und Kı(s,d); K.(s, i) die ihnen 
entsprechenden Kerne. Wenn die Operatoren A, und A, gleich sind, d.h. A,p = A,p 


460 9. Lineare Integralgleichungen 


für alle o € L.[e, 6] gilt, dann ist fast überall auf [a, 5] x [e, b] 
Kl, = Kals, D); 
denn aus 


b 
Ap — AP = [ (Kıls, 1) — Kyle, 1) pl) di = 0 


a 


für alle € Ly[e, 5] ergibt sich 


b 
a6 - Re yPd=0 


a 


für fast alles € [a, b], und damit ist auch 
bb . 
[169 — Kos, Yi% ds dt = 0, 


woraus unmittelbar die Behauptung folgt. Identifizieren wir wie üblich zueinander 
äquivalente integrierbare Funktionen, so können wir nun feststellen, daß zwischen 
den Integraloperatoren und den Kernen eine umkehrbar eindeutige Zuordnung be- 
steht. 


Satz 2. Ist A ein Hiülbert-Schmidt-Operator, der durch den Kern K(s,t) definiert 
wird, dann wird der zu. A adjungierte Operator A* durch den „adjungierten““ Kern 


Kit, s) definiert. 
Beweis. Unter Benutzung des Satzes von Fueını erhält man 


b 


. b 
‚(A f \ [Key noan a0 ds 


a 


- [fx (6,1) ft) 7) dt ds 
b b In 
zu | [ Ke 1) 906) | ft) di 
, 1 —— 
= [io | [RES g(e) ds di, 


woraus die Behauptung des Satzes folgt. 


Insbesondere ist also ein Operator A der Form (3) in L,[e, 5] genau. dann selbst- 
adjungiert, d.h., es gilt 4A* = A, wenn K(s,t) = Kt, s) ist. Wird nur der reelle 
Raum ZLs[a, b] (damit auch nur reelle Kerne) betrachtet, dann lautet die Bedingung 


® 
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für die Selbstadjungiertheit des Operators A 
K(s,t) = Kit, s). 


Bemerkung. Wir haben in diesem Abschnitt nur Integraloperatoren im Raum 
L.[a, 5] betrachtet. Alle bisherigen und auch alle weiteren Besultate sind ohne 
Änderungen auf den allgemeineren Fall übertragbar; bei dem an Stelle des Intervalls 
[a, 5] eine beliebige andere Menge mit Maß betrachtet wird. 


9.2.2. Integralgleichungen mit symmetrischem Kern. Wir betrachten eine Fredholm- 
sche Integralgleichung zweiter Art 


d 
= [ K(s,t) pl) di + fe), | i (5) 
deren Kern den Bedingungen 
bb 
1. [[ IKs Di? dsdi < o, 


2. K(s,t) = 4 s) 


genügt. Solche Integralgleichungen werden Integralgleichungen mit symmelrischem 
Kern genannt. Nach den Sätzen 1 und 2 aus 9.2.1. ist der entsprechende Fredholm- 
sche Operator 


b 
Ay= [ Kis,) pie) di | (6) 


-kompakt und selbstadjungiert. Daher gilt für ihn der Satz von HILBERT-ScHMIDT 
(Satz 5 aus 4.6.). Wir benutzen nun diesen Satz bei der Suche nach Lösungen der 
Gleichung (5). Da für uns jetzt nur die Kompaktheit und Selbstadjungiertheit des 
Operators (6), nicht aber seine Integraldarstellung von Bedeutung sind, schreiben 
wir die Integralgleichung (5) in der symbolischen Form 


Badge 0) 
Nach dem Satz von HıLBERT-ScHmIDT existiert ein Orthogonalsystem von Eigen- 
funktionen {y,} zu den Eigenwerten {A,} des Operators A, so daß jedes Element &£ aus 
L, in der Form 


s=eiummte A’=0) 
darstellbar ist. Zerlegen wir die gegebene Funktion f auf diese Weise, 
= bayn + f (Af=0), (8) 
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und suchen die Lösung p der Gleichung (7) in der Form 
= Nm typ. (Ade=0), oo: 9) 
Rn i j 
dann erhalten wir durch Einsetzen von (8) und (9) in (7) 


an ty = Add + dan + F» 
nn n 2 ; 


Diese Gleichung ist, genau dann erfüllt, wenn 


e=f. 
und 
oo all) M=l2,...), 
d.h. 
e=f5 
= Pan für 4, #1, 
1—Ah, 


,=0 für ,=1 


ist. Dabei stellt die letzte Gleichung eine notwendige und hinreichende Bedingung 
für die Lösbarkeit der Gleichung (7) dar, während die ersten beiden Gleichungen 
Bestimmungsgleichungen für die Lösung p sind. Die Koordinaten x,, für die der 
Eigenwert mit demselben Index gleich 1 ist, sind beliebig wählbar. Insgesamt ergibt 
sich also folgendes Resultat. 


Satz 3. Ist 1 kein Eigenwert des Operators A, dann hat die Gleichung (7) für beliebiges 
feine eindeutig bestimmte Lösung. Ist 1 Bigenwert des Operators A, so ist die Gleichung 
(7) genau dann lösbar, wenn f orihogonal zu allen Eigenfunktionen des Operators A für 

den Eıgenwert 1 ist. In diesem Fall hat die Gleichung (7) unendlich viele Lösungen. 


9.2.3. Die Fredholmsehen Sätze für Integralgleiehungen mit ausgeartetem Kern. 
Wir gehen nun zur Betrachtung Fredholmscher Integralgleichungen zweiter Art 
über, deren Kerne die Bedingung 


[ ji Ka, 0)? dsdt < © 


erfüllen (daraus folgt die Kompaktheit des Operators), aber nicht symmetrisch sind. 
Zuerst betrachten wir eine Gleichung 


b B 
pl) = | Kl) pie) di + fie) Ä (10) 
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mit ausgeartetem Kern, d. h. einem Kern von der Form 


= EP) Q0, = (11) 


wobei P;, @; Funktionen aus Z, sind. Ein Integraloperator mit einem ausgearteten 
. Kern bildet ee Funktion 9 € Ta auf die Summe 


B> 


wooma 


d. h.aufein Kloinent des endlichdimensionalen Raumes ab, der durch die Funktion P; 
@=1,2,...,n) erzeugt wird. Wir können dabei annehmen, daß alle Funktionen 
Pi +..,Pn des Ausdrucks (11) voneinander linear unabhängig sind. Andernfalls 
würden wir jede Funktion P; als Linearkombination von linear unabhängigen Funk- 
tionen darstellen, in (11) einsetzen und den Kern unter Beibehaltung seiner aus- 
gearteten Struktur (aber kleineren Anzahl von Summanden) auf eine Form mit 
linear unabhängigen P; bringen können. Denken wir uns eine entsprechende Reduk- 
tion auch für die Funktionen Q;(t) durchgeführt, so erhält der Kern (11) eine Dar- 
stellung, in der die P; und Q,; voneinander linear unabhängig sind. 

Für die Untersuchung der Lösbarkeit der Gleichung (10) mit einem ausgearteten 
Kern (11) können wir daher 0. B.d. A. annehmen, daß die Funktionen P,,..., Pa 
und auch die Funktionen Q,, ...,@, Iimear unabhängig sind, Setzen wir in (10) an 
Stelle von K(s, t) die entsprechende Summe ein, so ergibt sich 


n b z 
Pl) = Pils) | Qt) PO) de + Te) (12) 


und daraus mit der Bezeichnung 


[oo = 


u un die Funktion 9 


(8) = ar, s) + fe). 


Wird nun dieser Ausdruck für 9 in (10) eingesetzt, so erhält die Integralgleichung 
die Form 


ZaPıe 2) =& Pike) fo [8 4P;l) + fi) IE +fl):-: (18) 


oder, wenn. wir 


b° b 
[ao PQd=a, [aWtWd=b, 
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setzen, u 
& g;Pi(s) -2 Pi(s) Pi ig; + |. 


Da die Funktionen P,; nach Voraussetzung linear unabhängig sind, ist diese Glei- 
chung nur erfüllt, wenn für die Koeffizienten 


G; - Ya; + b;, w=1,2,...,%, \ . (14) 
i=1 . . 


gilt, d.h., die Koeffizienten q; müssen einem: linearen Gleichungssystem genügen. 
Lösen wir dieses System und setzen die Lösungen g; in den Ansatz 


vie) = ai) +16) 


ein, dann erfüllt diese Funktion $(s) die Integralgleichung (10), da alle Schritte, die 
von der Gleichung (10) zum System (14) führten, auch in der umgekehrten Beihen- 
folge durchgeführt werden können. Die Lösung einer. Integralgleichung mit ausgearte- 
tem Kern kann also auf die Lösung des ihr entsprechenden Systems (14) linearer alge- 
braischer Gleichungen zurückgeführt werden. 
‚  Aus.den gut bekannten Existenz- und Eindeutigkeitsbedingungen für die Lösungen 
linearer Gleichungssysteme ergeben sich nun entsprechende Aussagen (Fredholm- 
sche Sätze) für die Lösungen von Integralgleichungen mit ausgeartetem Kem. Wir 
formulieren im folgenden diese Sätze (auch im Hinblick auf die Resultate: des näch- 
sten Abschnittes) noch einmal. 


I. Das System linearer algebraischer Gleichungen 
‚ Tx = Yy (7 = la, & = (a +» nn) Y = (Yo vi; Yn)) j 
ist genau dann lösbar, wenn der Vektor y2 zu allen Lösungen z des homogenen ad- 
jungierten Systems 
Tr=0 T=laul) 
orthogonal ist. 


II. Wenn die Determinante der‘ Matrix T von 0 verschieden ist, dann hat die 
Gleichung Tx = y für beliebiges y genau eine Lösung. Wenn die Determinante der 
Matrix T' gleich 0 ist, dann hat die homogene Gleichung 7x = 0 nichttriviale Lö- 
sungen. 

III. Da die Matrix 7 und die adjungierte Matrix 7* den gleichen Rang haben, 
besitzen die homogenen Systeme 7x = 0 und T*z = 0 die gleiche Anzahl linear 
unabhängiger Lösungen. 

Im nächsten Abschnitt werden wir zeigen, daß diese Sätze im wesentlichen auch 
für Integralgleichungen mit beliebigen (nichtausgearteten) Kernen richtig sind. Da 


9.2. Fredholmsche Integralgleichungen 465 


jedoch für nichtausgeartete Integraloperatoren solche Begriffe wie Rang, Matrix, 
Determinante keinen Sinn haben, werden wir die entsprechenden Sätze so formu- 
lieren, daß diese Begriffe darin nicht auftreten. 


9.2.4. Die Fredholmschen Sätze für Integralgleiehungen mit nichtausgeartetem Kern.. 
Wir betrachten wieder die Integralgleichung 


b 
— [ Ks, t) pl) di + Ko), (15) 


setzen aber jetzt nur voraus, daß der Kern die Hilbert-Schmidt-Bedingung 
bb 
[fire 9? ds dt < 
aa 


erfüllt (daraus folgt die Kompaktheit des Operators). Wir setzen jetzt im Gegensatz 
zu den vorhergehenden Abschnitten weder voraus, daß der Kern ausgeartet, noch 
daß er symmetrisch ist. Von Interesse sind für uns Bedingungen für die Lösbarkeit 
der Integralgleichung (15) und Eigenschaften ihrer Lösungen. Bei den Untersuchun-- 
gen wird wieder nurdie Kompaktheit des der Gleichung (15) entsprechenden Ope- 
rators und nicht seine Integraldarstellung wesentlich sein. Daher betrachten wir wie 
früher an Stelle von (15) die abstrakte Operätorgleichung 


P=Ar+t, | (16) 


in der A ein beliebiger kompakter Operator im Hilbertraum H ist. Setzen wir 
T=I — A, wobei I der Einheitsoperator ist, so erhält (16) die Form 


Te=f. (17) 
Zusammen mit dieser Gleichung werden wir die homogene Gleichung 

Tp=0 — | (18) 
und die adjungierten Gleichungen 

Dr 9, u | (19) 

Try — 0 | | | (20) 


(Tr — —=/— 4*) betrachten. Zwischen den Lösbarkeitseigenschaften dieser vier 
Gleichungen besteht ein enger Zusammenhang, der durch die folgenden Fredholm- 
schen Sätze aufgezeigt wird. 

T. ‚Die inhomogene Gleichung Tp=f ist genau für diejenigen | lösbar, die zu allen 
Lösungen der homogenen adjungierten Gleichung T*y, = 0 orihogonal sind. 

1 (Fredholmsche Alternative). Es besitzt entweder die inhomogene Gleichung Te = f 
für beliebiges Fe H eine eindeutig bestimmte Lösung oder die homogene Gleichung 
Topa = eine nichttriviale Lösung: 


30 Kolmogorov/Fomin, Funktionen 
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III. Die homogenen Gleichungen (18) und (20) haben stets ein und dieselbe endliche 
Anzahl linear unabhängiger Lösungen. 

Bevor wir diese Sätze beweisen, erwähnen wir noch, daß sie natürlich aus für die 
“früher behandelten Integralgleichungen mit symmetrischen bzw. ausgearteten 
“ Kernen richtig sind. Unter den stärkeren Voraussetzungen von 9.2.2. fanden diese 
“ Sätzeihren Ausdruck im Satz 3 (der dritte Fredholmsche Satz ist in diesem Fall wegen 
A = A* trivial). Unter den Voraussetzungen von 9.2.3., die die Reduzierung der 
entsprechenden Integralgleichungen auf lineare algebraische Gleichungssysteme ge- 
statten, wurden die Fredholmschen Sätze durch die angeführten Sätze über die 
Lösungen linearer Gleichungssysteme ausgedrückt. 


Da jeder kompakte Operator als Grenzwert einer konvergenten Folge endlich- 
dimensionaler Operatoren dargestellt werden kann und diese für einen kompakten 
Integraloperator als ausgeartete Integraloperatoren gewählt werden können, ergibt 
sich ein Beweis der Fredholmschen Sätze für Integralgleichungen mit nichtausgearte- 
tem Kern durch Grenzübergang aus den entsprechenden Sätzen für Integral- 
gleichungen mit ausgeartetem Kern. Wir gehen hier jedoch nicht diesen Weg. 

Beweis der Fredholmschen Sätze. Ist B ein linearer stetiger Operator im 
Hilbertraum H, dann ist die Menge Ker B= (z:x€ H, Bxr = 0}, wie man leicht 
nachprüft, ein abgeschlossener linearer Unterraum des Raumes Z. Der Wertevorrat 
Im B=(y:ye H,y= Ba} des Operators.B ist zwar. auch eine lineare Menge, jedoch 
" im allgemeinen nicht abgeschlossen. Wir zeigen nun, daß für den Operator = I — A 
der Wertevorrat eine abgeschlossene Menge ist. 


Lemma 1. Die Menge Im 7 ist abgeschlossen. 
Beweis. Es.sei y, € ImT und y, er y. Dann existierten Vektorenz, € H, so daß 
i Yan = Tan = % — AR, (21) 


gilt. Diese Folge {x,} ist beschränkt und kann orthogonal zur Menge Ker 7’ gewählt 
werden. Die Orthogonalität zu Ker 7 können wir sofort erreichen, wenn. wir von 
den «, in (21) nötigenfalls ihre Projektion auf Ker 7’ subtrahieren. Die Beschränktheit 
der Folge {x,} zeigen wir indirekt. Aus der Annahme, daß für die Folge {x,} (oder 
eine Unterfolge) |«„|| — © gilt, und der Gültigkeit von (21) ergibt sich 


Rd | = —0 
en Ieall 
Da der Operator A kompakt ist, d.h. { 2 ) 


. Bezeichnen wir ihren Grenzwert mit z, 


) eine konvergente Teilfolge enthält, | 


konvergiert auch eine Teilfolge von r ir 
Xn 
so ist |e|| = 1 und Tz = 0, d.h.z € Ker T. Andererseits muß orthogonal zur Menge 


Ker 7 sein, da alle x, orthogonal zu Ker 7 gewählt wurden. Aus diesem Widerspruch 
folgt nun, daß die Folge (»,} beschränkt ist. Auf Grund der Kompaktheit des Opera- 
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tors A enthält daher die Folge {Ax,} eine konvergente Teilfolge, was nach (21) auch 
die Existenz einer konvergenten Teilfolge der Folge {x,} nach sich zieht. Ist x der 
Grenzwert dieser Teilfolge, dann folgt aus (21), daß y= Tx ist. Damit ist das 
Lemma bewiesen. 


Lemma 2. Der Raum H ist die direkte orthogonale Summe der abgeschlossenen 
Unterräume Ker T und Im T*, d.h. 


KrTt@8mT*=H. (22) 
Entsprechend gilt auch ne 
Kr OmT=H.. (23) 


Beweis. Wir wissen bereits, daß beide Unterräume auf der linken Seite der 
Gleichung (22) abgeschlossen sind. Außerdem sind sie offensichtlich orthogonal, 
denn für he Ker 7 gilt (h, T*x) = (Th, x) = 0 für alle xe H. Damit ist nur noch 
zu zeigen, daß es keinen von 0 verschiedenen Vektor in Z gibt, der gleichzeitig zu 

" Ker 7’ und Im 7* orthogonal ist. Nehmen wir an, z sei ein soleher Vektor, so folgt 
aus2 | Im 7* für ein beliebiges ze HZ 


0= (e, T*x) = (Tz, x), 


d.h. € Ker T, was der a über 2 widerspricht. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 

Aus Lemma 2 folgt unmittelbar der erste Fredholmsche Satz, denn / | Ker T* 
gilt genau in dem Fall, wenn € Im T ist, d.h., wenn ein Vektor p mit der Eigen- 
schaft Typ = f existiert. 

Setzen wir Im (T’Y) = H*(k=1,2,...), d.h. Im 7 = H!, T(H®) = Hr, so sind 


die H* nach Lemma 1 abgeschlossene Unterräume, die offensichtlich in der Be- 
ziehung 


HSMoM>... i (24) 
zueinander stehen. 
Lemma 3. Es gibt eine Zahl j, so daß H'+! = H* für alle k = j ist. 

Beweis. Wir nehmen an, daß es keine solche Zahl 5 gibt. In diesem Fall sind alle 
H* verschieden, und man kann eine orthonormierte Folge (x;} konstruieren, so daß 
x, € H* und x; | H**t ist. Fürl > k gilt dann 

Ar; — Ay = —a. + (© + To, — Ta); 


wobei (x; + 7x, — Txı) € H"*! ist. Daraus folgt ||Ax, — Azx,|| > 1. Das bedeutet, 
daß aus {Ax,} keine konvergente Teilfolge ausgewählt werden kann. Dieser Wider- 
spruch zur Kompaktheit des Operators A zeigt, daß die Annahme falsch ist, was zu 
zeigen war. 


Lemma 4. Ist.Ker T — {0}, dann gt Im T=H. 


30* 
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Beweis. Ker T = {0} bedeutet, daß der Operator 7 eineindeutig ist. Wäre jetzt 
Im T=+H, dann bestünde die Kette (24) aus lauter verschiedenen Unterräumen, 
was Lemma 3 widerspricht. Daher gilt Im 7 = HZ, wenn Ker 7 = {0} ist. Analog 
ergibt sich Im 7* = H im Fall Ker 7* —=0. 

Lemma 5. Ist Im 7 = H, dann gilt Ker T = {0). 


Beweis. Au Im T=H folgt Ker T* = {0} nach Lemma 2, daraus Im T—H 
nach Lemma 4 und hieraus Ker T = {0} nach Lemma 2. 


Die Aussage der Lemmata 4 und 5 stellt die Fredholmsche Alternative (zweiter 
Fredholmscher Satz) dar. 


Wir beweisen nun den dritten Fredholmschen Satz. Um zu zeigen, daß die homo- 
genen Gleichungen nur endlich viele linear unabhängige Lösungen besitzen, nehmen 
wir im Sinne eines indirekten Beweises zunächst an, daß der Unterraum Ker T 
unendlichdimensional ist. In diesem Fall existiert in Ker 7’ ein unendliches ortho- 
normiertes System {x}, für das Ax, = », gilt. Ist 7 = k, so ergibt sich ||Ax, — Ax;|| 
— v2. Daher kann aus der Folge {Ax;} keine konvergente Unterfolge ausgewählt 
werden. Das steht im Widerspruch zur Kompaktheit des Operators A. Der Wider- 
spruch ‚zeigt, daß die Annahme falsch war, also Ker 7’ und entsprechend Ker T* 
endlichdimensionale Unterräume sind. 

Ist die Dimension von Ker 7 gleich u uad die von Ker T* gleich », so bleibt-nun 
noch u = » zu zeigen. Dazu nehmen wir zunächst an, daß u < » ist, und leiten daraus 
einen Widerspruch ab. Es sei (91, ..., 9,} eine orthonormierte Basis in Ker T' und 
yiere; > 9) eine orthonörmierte Basis i in Ker 7*. Setzen wir, 


Sx = Tx +2 (&, 9;) 9» 
ji= 


so ist dieser Operator 8 offensichtlich kompakt, da er sich von dem kompakten 
Operator 7’ nur durch einen endlichdimensionalen Operator unterscheidet. 
Aus der Gleichung Sz = 0, d.h. j 


u 
Tx +2 By =; (25) 
= 
ergibt sich 
Te=V0 


und 
(2,9) = 0 für 1sjisy, 


da nach Lemma 2 alle Vektoren y, zu allen Vektoren der Form 7'’x orthogonal sind. 
Die Lösung x der Gleichung 8x = 0 ist also einerseits als Element aus Ker 7 eine 
Linearkombination der Vektoren 9, und andererseits zu allen 9, orthogonal, also 
stets gleich 0. Nach dem zweiten Fredholmschen Satz (angewandt auf den kom- 
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pakten Operator 8) besitzt nun die Gleichung 8y — Yun, d.h. 


Ty + Z (; 9)% — Par) 


eine eindeutig bestimmte Lösung y € H. Multiplizieren wir diese Gleichung skalar 
mit 9,1, So ergibt sich rechts 1 und links 0. wegen T’y e Im 7’ und Im 7 | Ker T*, 
Dieser Widerspruch entsteht aus der Annahme u < »v. Daher kann nur u > » richtig 
sein. Geht man von der Annahme u > » aus und führt die obigen Betrachtungen für 
den Operator 7* (an Stelle von 7’) durch, so erhält man wie oben einen Widerspruch. 
Daher kann nur 4 = v richtig sein, was zu zeigen war. 


Bemerkungen 


1. In den Fredholmschen Sätzen werden Aussagen über die Umkehrbarkeit des 
Operators A — I gemacht, insbesondere wird festgestellt, daß A = 1 entweder ein 
regulärer Punkt oder ein Eigenwert endlicher Vielfachheit für den Operator A ist. 
Alle diese Aussagen bleiben offensichtlich richtig, wenn statt A, — I der Operator 
4 —4I mit A +0 betrachtet wird. Daraus ergibt sich der Satz: Jeder von 0 ver- 
schiedene Punkt des Spektrums eines kompakten Operators A ist ein Bigenwert endlicher 
Vielfachheit. Nach Satz 4 aus 4.6. ist die Menge dieser Eigenwerte höchstens abzähl- 
bar. Der Punkt 0 gehört immer zum Spektrum eines kompakten Operators A in 
einem unendlichdimensionalen Raum (vgl. Satz 2 aus 4.6.), ist jedoch nicht notwendig 
ein Eigenwert von A. Kompakte Operatoren, deren Spektrum nur aus dem Punkt O0 
besteht, werden (abstrakte) Volterrasche Operatoren genannt. 


2. Wir haben die Fredholmschen Sätze für Gleichungen der Form g=Aop-+f 
(A ein kompakter Operator) in einem Hilbertraum H bewiesen. Alle Sätze sind ohne 
wesentliche Änderungen auch für Gleichungen dieser Art in einem beliebigen Banach- 
raum E richtig. Dabei ist die adjungierte Gleichung y = A*y + g als Gleichung im 
adjungierten Raum E* und die Bedingung der Orthogonalität (f, y,) = 0 als Bedin- 
gung %,(f) = 0 über die Werte der Funktionale y, € Ker 7* = E* für‘ das Element 
Te E zu verstehen. Eine Darstellung der Fredholmschen Sätze für Gleichungen in 
einem Banachraum ist z. B. in [39] enthalten. 


2 


9.2.5. Volterrasche Integralgleiehungen. Die Integralgleichung 
ps) = [ Kies, 1) pi) di + fo), | (26) 
a 


in der K(s,t) eine beschränkte meßbare Funktion ist, wird Volterrasche Integral- 
gleichung zweiter Art genannt. Diese Gleichung ist ein Spezialfall der Fredholmschen 
‚Integralgleichung (man setzt K(s, ft) = 0 für #.> s). Damit gelten für sie die Fred- 
holmschen Sätze, die jedoch jetzt zu der folgenden Aussage verschärft werden können: 

Die Volterrasche Integralgleichung (26) besitzt für eine beliebige Funktion f € L,[a, b] 
stets eine eindeutig bestimmte Lösung. 
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Wiederholen wir nämlich für den Operator 
-8 
Ap= [ Kis,t) pld di 
a 


die Überlegungen aus 2.4.4., so ergibt sich, daß eine Potenz dieses Operators eine 
kontrahierende Abbildung ist und demzufolge die homogene Gleichung nur die 
triviale Lösung besitzt; ausgehend von dieser Tatsache lassen sich dann die Fred- 
holmschen Sätze für Volterrasche Integralgleichungen zweiter Art in der obigen Form 
zusammenfassen. 


Aufgabe. Auf einem Intervall [a, b] sei eine Fredholmsche Integralgleichung zweiter Art mit 
einem stetigen reellen Kern gegeben. Man zeige, daß die Fredholmschen Sätze auch dann gelten, 
wenn diese Gleichung im Raum (fa, 5] der stetigen Funktionen betrachtet wird. Dabei ist als 
„adjungierte Gleichung‘ die Integralgleichung mit dem transponierten Kern K(f, s) und die 
Orthogonalität wie im reellen Raum L, zu verstehen. 


9.2.6. Integralgleichungen erster Art. Eine Gleichung 
Ap=f, (27) 


in der A ein kompakter Operator in einem Hilbertraum Z, f eine gegebene und & 
eine gesuchte Funktion aus H ist, heißt abstrakte Fredholmsche Gleichung erster Art. 

Die Aufgabe, eine solche Gleichung zu lösen, ist im allgemeinen schwieriger als 
bei einer Gleichung zweiter Art. Wir betrachten zunächst als einfaches Baer im 
“ Raum Zs[e, b] die Integralgleichung 


= [ed (28) 


d.h. eine Gleichung mit dem Kern 


lfürt<ss, 
Ks) = 
Ofürt>s. 
Sie besitzt offensichtlich die Lösung 9(s) = f’(s), wenn f absolut stetig ist und f(s) 


zu L, gehört, aber keine Lösung, wenn f sera nicht erfüllt. 


Wir. zeigen nun, daß auch im allgemeinen Fall die Gleichung (27) nicht für jedes 
je H lösbar ist. Die Existenz einer Lösung von Ay = f für beliebiges f€ H würde 
bedeuten, daß der Operator A den Raum 7 auf ganz FH abbildet. Das ist jedoch bei 
einem kompakten Operator A nicht der Fall. Denn stellt man F als Vereinigung 
abzählbar vieler Kugeln 8, (z.B. Kugeln um .den Nullpunkt mit dem Radius 
1,2,...,%,....) dar, so erscheint AH als abzählbare Vereinigung der präkompakten 
- Mengen AS,„. Da präkompakte Mengen im endlichdimensionalen Hilbertraum 7 
nirgends dicht. sind, würde aus ZH = AH folgen, daß H als abzählbare Vereinigung 
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nirgends dichter Mengen darstellbar ist, was nach Satz 2 aus 2.3. nicht möglich ist. 
Daher gilt ZH + AH oder, mit anderen Worten, der Satz: Ist A ein beliebiger kom- 
pakier Operator A in H, so ist die Gleichung Ay = [nicht für alle f € H lösbar. 


Ein anderer wesentlicher Unterschied zwischen den Gleichungen (A-Noe=f. 
und Ap = f mit einem kompakten Operator A im Hilbertraum H besteht darin, daß 
der Umkehroperator (A — I)! beschränkt, der Operator 4-1 aber unbeschränkt ist. 
Sind f, und f, zwei nahe beieinanderliegende Elemente aus Z, für die die Gleichungen 


Ay=h, Ap=h 


lösbar sind, dann. können also die Lösungen o, = A!f, und 9, = A!f, sehr stark - 
voneinander abweichen, oder, anders ausgedrückt, ein beliebig kleiner Fehler der 
rechten Seite von Gleichung (27) kann zu einem beliebig großen Fehler der Lösung 
führen. Aufgaben, in denen eine kleine Änderung der vorgegebenen Größen zu kleinen 
Änderungen der Lösung führt, heißen korrekt gestellte Aufgaben (dabei kann „kleine 
Änderung“ in verschiedenen Aufgaben verschieden zu verstehen sein). Die Bestim- 
mung der Lösung einer Integralgleichung erster Art ist (im Unterschied zur Bestim- . 
mung der Lösung einer Integralgleichung zweiter Art) eine nicht korrekt gestellte 
Aufgabe. In der letzten Zeit wurden nicht korrekt gestellte Aufgaben verschiedener 
Art betrachtet und Methoden für ihre Regularisierung (d. h. für ihre Zurückführung 
auf in diesem oder jenem Sinn korrekt gestellte Aufgaben) entwickelt. Eine Dar- 
legung dieser Fragen ist jedoch im Rahmen dieses Buches nicht möglich 


9.3. Integralgleichungen, die einen Parameter enthalten. 
Die Fredholmsche Methode 


9.3.1. Das Spektrum eines kompakten Operators im Hilbertraum. Wir betrachten die i 
Gleichung 


y=idp+f 
oder, anders geschrieben, 
T-34)o=f, (1) 


wobei A ein kompakter Operator im Hilbertraum 4 und A ein Zahlenparameter ist. 

Nach der Fredholmschen Alternative gibt es bezüglich der Lösbarkeit von (1) nur 
zwei einander ausschließende Möglichkeiten: 

1. Die Gleichung (1) besitzt bei vorgegebenem 4 für jedes fE€ H eine eindeutig be- 
stimmte Lösung. 

2. Die homogene Gleichung g = AA besitzt eine nichttriviale Lösung. 

Im ersten Fall bildet der Operator 1 —AA den Raum H eineindeutig auf ganz H 
ab. Daraus folgt, daß dann auf ganz H ein beschränkter Umkehroperator (I — AA)-! 
existiert. 


Ä 
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Gleichbedeutend ne ist die Aussage, daß (4-5 ——I R auf ganz H definiert und 
beschränkt ist, d. h. r nicht zum Spektrum des ee A gehört. 


Liegt der zweite Fall vor, so existiert ein von 0 verschiedenes Element 9, € H mit 
der Eigenschaft 


1 - 
9= AAyı oder Ayı = 7 %, 


1 
d.h., = ist ein Eigenwert des Operators A. 
Damit haben wir folgendes Resultat hergeleitet: Jede von 0 verschiedene Zahl 


1 
u = — ist entweder regulär oder ein Eigenwert für den kompakten Operator A. 


Verbinden wir dieses Resultat mit der Aussage des Satzes 4 in 4.6., so ergibt sich _ 
folgende Beschreibung des Spektrums eines kompakten Operators A’ im Hilbert- 
raum H. Das Spektrum eines beliebigen kompakten Operators A in H besteht aus 
endlich oder abzählbar vielen von 0 verschiedenen Eigenwerten 14, Has ---> Uns »-- 
endlicher Vielfachheit und dem Punkt 01). Die Folge {n,} häuft sich höchstens an der 
Stelle 0. Der Punkt u = 0 selbst kann ein Eigenwert endlicher oder unendlicher 
Vielfachheit oder auch nur Häufungspunkt der Menge der Eigenwerte sein. 

Für einen Volterraschen Integraloperator B enthält das Spektrum nur den Punkt 
0, da die ee 


py=ABp+f 


für jedes f € EL; eindeutig lösbar ist (vgl. 9.2.5.). Daraus resultiert auch die Be- 
zeichnung „abstrakter Volterrascher Operator“ für einen kompakten Operator A, 
dessen Spektrum nur aus dem Punkt O besteht. 


9.3.2. Der Potenzreihenansatz für die Lösung einer Integralgleiehung. Fredholmsche 
Determinanten. Die Lösung der Gleichung 


T—i4o=f 
kann man formal durch R 
p=(T—AANTf Fo (2) 


beschreiben. Für |AA|| <1, d.h. A| < m ist der Operator (I — AAYT! stets auf 


ganz H definiert, HeschranEt und als Summe 


d- 1 = I + 3A a 


*) Der Punkt u = 0 gehört ee immer zum Spektrum des Operators A, da A471 inH nicht 
beschränkt ist. 
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einer Potenzreihe a, deren Konvergenz (in der Operatornorm) durch die 


Bedingung |A]| < m gesichert wird. Daher kann man in diesem Fall die Lösung (2) 


von (1) in der Form 
yaftra HA + HAAN He (3) 


schreiben. Das gleiche Resultat ergibt sich, wenn man für die Lösung von (1) einen 
Potenzreihenansatz 


= m ap den 29 2 Pan ES 


macht, wobei 9, nicht von A abhängt. Wird dieser Ansatz in die linke und die echte 
Seite der Gleichung p = AAp + feingesetzt, so liefert der Vergleich der Koeffizienten 
von gleichen Potenzen A% i 


. 9=f 9 = Am = Al, ..., Mn = Aa = A", en, 
d.h. die Reihe (3). 


Ist A ein Hilbert-Schmidt-Integraloperator (d.h., ist der zugehörige Kern K(s, t) 
quadratisch integrierbar), dann kann der Operator (IT — AA)! für genügend kleine 
Parameterwerte A als Summe I + AT'(A) des Einheitsoperators I und eines von A ab- 
höngigen Hilbert-Schmidt-Integraloperators AT'(A) dargestellt werden. Bevor wir diese 
Aussage beweisen, berechnen wir vorbereitend die Kerne, die zu den Operatoren 
A?, A® usw. gehören. Es seien zwei Integraloperatoren 


b 
Ay= [ Kis,t) plı) di, 


b 
Bo = [ 9) pt) di 
a 
gegeben, wobei für die Kerne dieser Operatoren 


bb 
JfRes edsd=k®<o, 


} [9(s, 1)? ds d = gE < . 


gilt. Gesucht ist der Ken des Operators AB. N ach dem Satz von For ist 


ann = [Ix% [0 lt) al du 


b 
J f [ Eee w Qu. | Pl) di, 


a 


I 
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da die Funktionen K(s, u) p(t) und. Q(u,t) für (u, t) € [a,5]x[e,5] quadratisch 
integrierbar und folglich das Produkt 


Ks, u) Au, i) ol) 


über dieselbe Menge integrierbar ist. 
Setzen wir 


b 
R(s,1) = [ K(s, u) Qlu, t) du, (4) 
; 
dann ergibt sich nach der Schwarzschen Ungleichung 
u: b 
IR, < [ IE, w? du - [ |Qlu, t)]2 du 
[) a 2 
und daraus 
bb . 
[Re Hr daa<ee, 
d.h., das Produkt zweier Hilbert-Schmidt-Integraloperatoren ist wieder ein 


Integraloperator vom gleichen Typ, dessen Kern durch (4) definiert wird. Insbe- 
sondere ist also A? ein Integraloperator mit dem Kern 


D 
Kst) = | K(s, u) K(u, t) du, 
a 
der die Bedingung 


bb ir 2 
[J Es HI ds di < | [SR Hi? ds | — MM 


aa aa 


erfüllt. Daraus folgt |]42]] < k2. 
Analog findet man, daß jeder Operator A* ein Integraloperator mit dem Kern 


b 
K,ls,t) = [ K,ls,u)Kud)du (mn=233,...), 
ist, der die Bedingung 
bb 
ir IR. N? ds dt < her (5) 


erfüllt. Die Kerne K;(s, t) heißen iterverte Kerne. 


Für A| < — konvergiert nun die Reihe 


Ks) HK) + + AmK hd) + 
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auf Grund der Abschätzung (5) im Raum Z,([e, 5] x [e, b]) gegen eine quadratisch 
integrierbare Funktion Is, t; A). Der Integraloperator TA) mit en Kern Ts, t; A) 
ist dann gleich der Summe der konvergenten Reihe 


AHA HL... AHA... # (6): 


Als Grenzwert kompakter Operatoren ist er ebenfalls kompakt. Multiplizieren wir 
die Summe (6) mit A und addieren den Einheitsoperator hinzu, so erhalten wir gerade 
den Operator (T — AA)-!, d.h., der Operator (T — AA)! ist die Summe aus dem 
Einheitsoperator J und dem kompakten Operator AT(A) mit dem Kern 


8 


1T(8,t;2) = I ArK,ls,i). 


n=1 


was zu zeigen war. 4 
Die Bedingung || < 7 ist dabei hinreichend für die Konvergenz der Reihe (6), 


aber keineswegs notwendig. In einigen Fällen erweist sich diese Reihe sogar als für 
alle A konvergent, z. B. wenn: A ein Volterrascher Operator ist. Gilt nämlich für den 
Kern K(s, i) eines solehen Operators 


P 


Ks) SM, 


dann genügen die iterierten Kerne, wie man durch direkte Rechnung zeigt, der 
Abschätzung 
Mb — ayr-ı 


Kal — or 


Daraus folgt, daß die Reihe (6) in diesem Fall für jedes A konvergiert. 
Im allgemeinen Fall besitzt die Potenzreihe (6) jedoch einen endlichen Konvergenz- 
' radius, d.h., die Frage nach der Konstruktion der Lösung x vng=4Ao + fin 


allen regulären Fällen — kein Eigenwert von A wird durch (6) nicht vollständig 


beantwortet. Für Integralgleichungen ist eine vollständige Antwort möglich. FReEpv- 
HOLM fand sie zunächst für Integraloperatoren A mit einem beschränkten und stetigen 


Kern K(s,t) in der folgenden Weise. Es sei K E > die Determinante 


1 v8r du 


Ks, bh) ut Ks, i) 


476 9. Lineare Integralgleichungen 


und D(A) und D(s, t; 4) seien die RER Fredholmschen. Deierminanien, di ‘durch 
die Formeln | E 


ee 
Da) =1 = [ea + 2 [x )aan+- 
a a. | 
—1)% (fer .) dE din +, (7) 
ne 
D(s,1;1)=K () a) de, 4 elf Ir ) Ber deren 
a. Selen s en (8) 


definiert werden, Dann ist die Lösung der Tükedialieiehine 
b 
9) = [ Kis,1) pl) di + Is) 
a 


ira }e} 
für alle diejenigen A, für die — kein Eigenwert des von K(s, t) erzeugten Integral- 
operators A ist, in der Form 


b 
_ D(s,1;3) 
DE OEZU 


@ 


ft) di rt) 


dnsstellbar; Das heißt, wenn der UÜmkehroperator Hl — AA)! existiert, ist er durch 
(9) mit dem lösenden Kern 


Dis, t; 3) 
DA) 
darstellbar. Dabei sind .D(A) und D(s,1;A) ganze analytische Funktionen des Para- 


It; )=A 


meters A, und .D(A) verschwindet dann und nur dann, wenn I ein Bigenwert des Inte- 
graloperators A ist. 2 

CARLEMAN zeigte 1921, daß die von FREDHOLM (unter der Voraussetzung der 
Stetigkeit des Kernes K(s, i)) gefundenen Formeln (7), (8) und (9) auch im Fall 
eines beliebigen quadratisch integrierbaren Kerns die Lösung der entsprechenden 
Integralgleichung beschreiben.!) 


1) Vgl. T. CARLEMAN, Zur Theorie der Integralgleichungen, Math. Z. 9 (1921), 196-—-217, oder 
auch F. SmitHıss, The Fredbolm theory of integral equations, Duke Math. J.8 (1941), 107-130. 
Ein Beweis für die Formel (9) wird auch in den Büchern [43] und [64] angegeben. 


10. Elemente der Differentialreehnung in linearen Räumen 


In den bisher betrachteten Fragen der Funktionalanalysis spielte der Begriff des 
linearen Funktionals und des linearen Operators eine grundlegende Rolle. Es gibt 
. jedoch auch Fragestellungen der Funktionalanalysis mit nichtlinearem Charakter. 
Sie machen es notwendig, zusammen mit der „linearen“ auch eine „nichtlineare“ 
Funktionalanalysis zu entwickeln, d.h. nichtlineare Funktionale und nichtlineare 
Operatoren in unendlichdimensionalen Räumen zu untersuchen. Zur nichtlinearen 
Funktionalanalysis gehört z.B. auch’ so ein klassisches Gebiet der Mathematik 
wie die Variationsrechnung, deren Grundlagen schon im 17. und 18. Jahrhundert 
von den Brüdern BERNOULLI, von EULER und von LuGENDRE geschaffen wurden. . 
Dennoch ist die nichtlineare Funktionalanalysis als Ganzes noch ein verhältnis- 
mäßig junges Teilgebiet der Mathematik und von ihrer Vollendung zur Zeit noch weit 
entfernt. Wir stellen in diesem Kapitel nur einige Grundbegriffe der nichtlinearen 
Funktionalanalysis und einige Anwendungen dieser Begriffe dar. 


10.1. Differentiation in linearen Räumen 


10.1.1. Das starke Differential (Fröchetsches Differential). Es seien X und Y zwei 
lineare normierte Räume, und F sei eine Abbildung, die eine offene Untermenge O 
von X in eine Untermenge von Y abbildet. Wir nennen die Abbildung F differenzier- 
bar in einem festen Punkt x € O, wenn ein beschränkter linearer Epeuator L,e£(X,Y) 
existiert, so daß 


F(x +h) — F(x) = L,h + o(&, h) (1) 
und für die Abbildung ala, h) 
er 10 tür mo “. | (2) 


gilt. Der Ausdruck Z,h (der offensichtlich für jedes h ein Element des Raumes Y 
darstellt) heißt starkes Differential (oder Frecheisches Differential) der Abbildung F 
im Punkt x. Der lineare Operator L, selbst heißt Ableitung, genauer starke Ableitung, 
der. Abbildung F im Punkt x und wird mit dem Symbol F’(x) bezeichnet. 


478 10. Elemente der Differentialrechnung in linearen Räumen 


Wenn die Abbildung F im Punkt x differenzierbar ist, dann ist die entsprechende 
Ableitung eindeutig bestimmt. Aus 


F(x + h) — F(&) = L,®h + ala, h) = L,®h + a,(%, h) 
folgt nämlich zunächst | 
E-rereheren 
und daraus nach (2) 


IE, ®h — L,®h| 


MT —0 für Ihll>0. (8) 


Wäre nun L,® = L,®, d.h. für ein Element h 


IL,®h — L,®h|| 


=i#0, 
all 


so würde aus der Linearität der Operatoren 


Ile (eh) — Zeh) _ 
Ile 


folgen, was im Widerspruch zu (3) steht. 
In gleicher Weise ergeben sich unmittelbar aus der Definition der Ableitung 
folgende Eigenschaften. 


1. Ist F(&) = y, = const, dann ist F'(x) = 0 (d. h., F'«) ist in diesem Fall der 
Nulloperator). 


2. Die Ableitung einer stetigen linearen Alüng stimmt mit der Abbildung selbst 
überein. 
Nach Definition ist nämlich 


L(x +) — L(x) = L(h). 


‚ Nicht ganz so offensichtlich ist die folgende Eigenschaft. 


3. (Differentiation einer zusammengesetzien Abbildung.) Es seien X, Y, Z drei nor- 
mierte Räume, U(x,) sei eine Umgebung des Punktes x, € X, F eine sietige Abbildung 
von U(x,) in Y, yo = F(x), V(y) eine Umgebung des Punktes Y€Y und G eine 
stetige Abbildung von V (yo) in Z. Ist F difjerenzierbar im Punkt x, und G differenzierbar im 
Punkt y,, dann ist die zusammengeseltzte Abbildung H = GF (die auf einer Umgebung 
von x, definiert und sietig ist) differenzierbar im Punkt x,, und es gilt 


H'(&) = @(yo) Fo). u) 
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Um diese Aussage zu beweisen, setzen wir die Voraussetzungen!) 


Fa + &) = Flo) + F’(®) E + 018) 


und 


Gy + nm) = ey) + (yo) n + 02m) 


in Ha, + &) = G(F(xo + &)) ein. Da F’(x,) und Ey) beschränkte lineare Ve 
toren sind, ergibt sich 


H@+&)= Gy + F’(&) E + 01(8)) 
= @(yo) + (yo) (P’(ao) E+ 01) + 02|P’m) E+ 01) 
= @lyo) + (Ey) F’&o)) E+ 8); 
was zu zeigen war. 

Wenn F,@,H reelle Funktionen auf der Zahlengeraden sind, dann geht diese 
Formel in die Kettenregel für die Differentiation zusammengesetzter Funktionen 
über. 

4. Sind F und G zwei stetige Abbildungen aus X in Y und beide im Punkt x, diffe- 


renzierbar, so sind auch die Abbildungen F + G und aF (a eine Zahl) in diesem. Punkt 
differenzierbar, und es gilt 


(F +6) (m) = Pla) + Ela), (8) 
(aF") (2) = aF(mn): | (6) 


Das folgt sofort aus den Definitionen der Summe von Operatoren und des Pro- 
duktes von Operatoren mit Zahlen, wenn wir dort die Voraussetzungen einsetzen: 


F+)o+hl)=Fa+h)+ Ga + h) 

= Fix) + &o) + Fo) h + G'(&) + o1(h) 
und z 
aF(x, + h) = aFla) +aF’(x)h + 0;(h). 


10.1.2. Das schwache Differential (Gäteauxsches Differential). Es seien X und Y 
wieder zwei lineare normierte Räume, und sei eine Abbildung aus X in Y. Existiert 
‚der Grenzwert 


DF(«,h) = - Fix + th)| =lim Fatih) — Flo) 


t=0 . 10 t 


(bezüglich der Normkonvergenz in Y), dann wird er schwaches Differential (oder 
Gäteauxsches Differential) der Abbildung F im Punkt x (bei dem Zuwachs h) genannt. 


5) Hier und im weiteren bezeichnet der Ausdruck o(&) Größen (aus dem entsprechenden nor- 


Noll 
Il) 


mierten Raum, oder Zahlen), die der Bedingung ——Z —0 für ]jä| — 0 genügen. 
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Das schwache Differential ee (x, h) braucht nicht linear in h zu sein. Ist es jedoch 
linear, d. h., gilt DF(&,h) = F,'(«) h, wobei F,'(x) ein beschränkter linearer Ope- ' 
rator ist, dann heißt F schwach differenzierbar und F,(z) die schwache Ableitung 
(oder Gäteauxsche Ableitung) von F an. der Stelle x. 0 

Wir weisen darauf hin, daß die Aussage über die Differentiation zusammengesetzter 
Abbildungen, wie sie im vorigen Abschnitt für die starke Ableitung formuliert 
wurde, im allgemeinen für schwache Ableitungen nicht gilt. (Man gebe ein Beispiel. 
dafür an!) 


10.1.3. Eine Abschätzung. Es sei O eine offene Menge in X und 
[20 &] = I(&, + #42): Ac= (& — 9), StsS1 


ein Intervall, das ganz in O enthalten ist. F sei eine Abbildung, die O in Y ab- 
bildet und in jedem Punkt des Intervalls [x,, x] eine schwache Ableitung F,’ be- 
sitzt. Untersuchen wir für ein beliebiges Funktional » € Y* die Zahlenfunktion. _ 


fi) = pP +t4m)), O<IX1, 


so zeigt-sich, daß diese Funktion nach t im üblichen Sinn differenzierbar ist. Dazu 
vertauscht man in. 


im [E44 — FW) _ lim ( + 140 + At An) — Flag + zo) 


At->0 . At 4t->0 At 


den Grenzübergang At —> 0 mit dem stetigen Funktional und erhält 
ro= Y[F (a +tAx) Az). 


Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung ergibt sich daraus 


fi) —- K0) =), 
d.h. . 
Plre) — F(xo)) = HF. (wo +9 Aw) Aa) M) 


mit einem geeigneten 0 (0 <9< 1), das natürlich auch vom Funktional 1) abhängt. 
Für ein beliebiges Funktional @ € Y* ist daher die Abschätzung 


Ir(Fix) — Flxo))| S Ipli ; sup |. (®o + 9 Aal. Aal (8) 


richtig, die für das spezielle Funktional &!) mit der Eigenschaft 
HF) — Flo) = Bl - IF) — Flo) 


1) Ein solches Funktional existiert nach dem Satz von Hasm-Baxacn. 
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die Ungleichung 
IF) — Fa) < sup |IF.’(&o +9 Aw) Ideal (de =@ — 80) (9) 
0<0<1 are 
liefert. Diese Ungleichung stellt das Analogon zur. Abschätzung der Differenz der. 


Werte einer differenzierbaren Zahlenfunktion dar. Die Anwendung der Abschätzung 
(9) auf die Abbildung 


x — Fix) — F,(&,) A 


ergibt die Ungleichung 
Fe) — Flo) — F(eo) Au 
< sup |IF/(@0 +0 42) — Fr @o)l|- dal. (10) 
091 


10.1.4. Der Zusammenhang zwischen schwacher und starker Differenzierbarkeit. 
Schwache und starke Differenzierbarkeit sind verschiedene Eigenschaften sogar schon 
im Fall des endlichdimensionalen Raumes. So folgt für die reelle Funktion 


f®) = fa, 2. 2) 


mehrerer unabhängiger Veränderlicher (n = 2) aus der Existenz der Ableitung 
y e 
Bea a 


für ein beliebiges festes h = (h,, ...,h„) nicht die (vollständige) Differenzierbarkeit 
dieser Funktion, d.h. die Möglichkeit, f{x + h) — f{x) als Summe aus einem in h 
linearen Term (vollständiges Differential) und einem Rest darzustellen, der mit 
höherer als erster Ordnung bezüglich h verschwindet. . 

Ein einfaches Beispiel hierfür liefert die Funktion 


U et 1) 
fa, %) = ur +0? en Zu (11) 
0 für (21,2) = (0,0). 


Sie ist in A ganzen Ebene stetig und besitzt im Punkt (0, 0 für h = (h,, h,) das 
schwache Differential 


Ev j 473 
EN en a 
t>0 t t{>0 fhı* + 12h2? 


Damit kann das starke (vollständige) Differential im Punkt (0, 0), falls es existiert, 
für beliebige h = (h,, ha) höchstens den Wert 0 haben. Das würde bedeuten, daß der 
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Grenzwert 
lim f{h,; h,) SE f0, 0) i 
In}->0 all 


stets 0 sein müßte. Wählt man aber h, = hı? = 0, so ist 


PN 5 
im [) 100) _ m hı 
In]>0 IA 10 2hrt Yr® + hys 


1 
= — —(, 
2 


d.h., im Punkt (0,0) besitzt diese Funktion f(x, x,) kein starkes troilkländigen) 
Differential, obwohl sie für jedes A ein schwaches Differential. besitzt. 

Umgekehrt zieht jedoch die Existenz des starken Differentials die des schwachen 
Differentials und der schwachen Ableitung nach sich, wobei schwache und starke 
Ableitung übereinstimmen. Das ergibt sich unmittelbar aus den Beziehungen 


F(& + ih) — F(@) = F’(e) (th) + o(th) = tF’(x) h + o(th) 
und 
Fatih) — Fe) _ = 


; CN ne 


Im folgenden Satz beschreiben wir Bedingungen, unter denen sich diese Aussage 
umkehren läßt, d.h. Bedingungen, unter denen aus der schwachen Differenzier- 
barkeit einer Abbildung F' ihre starke Differenzierbarkeit folgt. 


Satz 1. Wenn für eine Abbildung F in einer Umgebung U(x,) des Punktes x, die 
schwache Ableitung existiert und als Operatorfunktion auf U(x,) im Punkt x, sielig 
ist, dann existiert in x, auch die starke Ableitung F’(x,) und ist gleich der schwachen Ab- 
leitung. 


Beweis. F,'(x,) sei die schwache Ableitung von Fin x,, d.h. DFin, h)= Fa) h, 
und h sei so gewählt, daß (x, + ik) € U(a,) für alle t € [0, 1] gilt. Für den Nachweis 
der Aussagen des Satzes genügt es nun zu zeigen, daß die Norm des Ausdrucks 


©(xo, h) = Fly +h) — Fizo) — Fe (x) h Be), 


mit höherer Ordnung als |\h|| gegen O strebt. 
Ist 4* ein beliebiges Element aus dem zu Y adjungierten Raum Y*, dann folgt 
aus (12) 


(o (zo h),y*) = (Flo + h) — Flao), y*) — (Fr’(xo) h, y*). (13) 
Da die Funktion fft) = (Fo + th), y*) differenzierbar und ihre Ableitung 


dr (= + th + Ath) — F(x, + th) 
At—0 & 


At > ”) = (Fr’(xo + th) h, y*) 


ist, ergibt sich mit Hilfe des Mittelwertsatzes aus (13) 
(o(&0, h), y*) = (IF (&o + ch) — F(&0)] h, y*); (18°) 
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wobei 7 eine von h abhängige Zahl zwischen O0 und 1 ist. Wählen wir nun y* € Y* 
bei festem A, so daß ||y*|| = 1 und 


(oz, h), y*)| = — > oa Al Iy*l = — of all 


ist!), so erhalten wir aus (13’) die Abschätzung 
Io(&o, k)il <= 2 IFe&o + Th) — Flao)l- |Rl- 
Zusammen mit der Voraussetzung, daß F,'(x) als Operatorfunktion von x stetig ist, 
d.h. u 
lim IP" (@o + Th) — Fi’@o)| = 0 
In1>0 


ist, folgt nun aus der letzten Ungleichung 


lim Ilo(zo, h})!| 
Irl>0 All 


’ 


was zu zeigen war. 

Im weiteren werden wir, wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil vorausgesetzt 
wird, stets stark differenzierbare Abbildungen betrachten, die natürlich dann auch 
schwach differenzierbar sind. 


10.1.5. Dilferenzierbare Funktionale. In 10.1.1. hatten wir das starke Differential für 
eine Abbildung F definiert, die aus einem normierten Raum X in einen anderen 
normierten Raum abbildet. Die Ableitung F’(x) wurde dabei als linearer beschränkter 
Operator von X in Y, d.h. als Element des Raumes /(X, Y), definiert. 

Ist nun Y gleich der Zahlengeraden und F ein reellwertiges Funktional auf X, 
so ist die Ableitung des Funktionals F in jedem Punkt x, ein lineares Funktional 
F’(&,), d.h. ein Element des Raumes X*. 


Beispiel. Wir betrachten auf dem reellen Hilbertraum 4 das Funktional 1 Pla ) 
= |el®. Aus der Gleichung 
je + AP — el? = 2%@; h) + Ih? 


folgt, daß der in Ah lineare Teil 2(x, h) das starke Differential des Funktionals Fa) 
= |]? und die Ableitung gleich dem Funktional 


F'(&) = (2x, -) 
ist, was auch durch 
F'(«) = 2x 


1) Anm. d. Übers.: Ein solches Funktional y* existiert nach dem Satz von ee 


31* 
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ausgedrückt wird. Nach Satz 1 gilt | 
F'(x) = F,' (x) = 2x. 


“ _ Aufgabe. Man bestimme die Ableitung des Funktionals F(x) = |[x]| auf einem Hilbertraum. 


(Lösung: F’(x) = ae x == 0; im Punkt x = 0 existiert keine Ableitung.) 
® 


10.1.6. Abstrakte Funktionen. Es sei X jetzt der Banachraum der reellen Zahlen und 
Y ein beliebiger Banachraum. Eine Abbildung F aus X in Y, die einer reellen Zahl 
ein Element F(x) des Banachraumes Y zuordnet, wird abstrakte Funktion genannt. 

: Die Ableitung F’(x) einer abstrakten Funktion ist für jedes x (wo sie existiert) 
ein Element des Raumes Y (Tangentenvektor an die Kurve F(x)). Die Begriffe 
der starken und der schwachen Differenzierbarkeit stimmen für abstrakte Funktionen 

“von einer reellen Variablen) überein. 


10.1.7. Integrale von abstrakten Funktionen. Es sei F_ eine abstrakte Funktion des 
reellen Arguments t€ [a,b] mit Werten in einem Banachraum Y. Existiert für 
eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen des Intervalls [e, b], d.h. 


a=hd <<. <W—b eb 2cch 


‚max (2, —u®)—>0 für Io, 


ein Grenzwert (in Y') der Integralsummen 
nı-1 2 
P2 F(&®) [ı — 1.®], 0 € [4,®, Wil» 
k=0 


dann heißt dieser Grenzwert (ein Element aus Y) Integral von F(t) über [a, b] und wird 
mit 


f Fit) dt 


bezeichnet. Analoge Überlegungen, wie sie aus der Analysis für den Fall einer reell- 
'wertigen Funktion .F(t) bekannt sind, zeigen: Wenn Ft) auf [a, ] stetig ist, dann 


‚existiert das Integral und besitzt die Eigenschaften des gewöhnlichen Riemannschen 


Integrals, insbesondere folgende: 


1. Wenn U eine feste lineare stetige Abbildung des Raumes Y in einem Raum Z ist, 
dann ist 


[ Uri)d= o( [ro a), 
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2. Wenn Fit) die Form f(t) yo Br wobei f(t) IR reellwertige Funktion und Ya 


ein festes Element aus Y ist, dann ist [pe Fid=y [ fe) dt. 


3. Es ist 


n Fit) di 


< [ FO) di. 


Im weiteren seien nun X und Y wieder beliebige lineare normierte Räume, und 
BC(X, Y) sei der lineare Raum aller stetigen beschränkten!) Abbildungen von X_ 
in Y. In Raum BC(X, Y) sei eine Topologie mit Hilfe der Nullumgebungen 

U... = {F: sap IF) <e} 
lell<r 

eingeführt (auf dem Raum £/(X, Y) = BC(X, Y) aller linearen stetigen Abbildungen 
von X in Y stimmt diese Topologie mit der in £/(X, Y) üblichen Normtopologie 
überein). 

Wir betrachten eine stetige Abbildung F eines beliebigen Intervalls 


= [ro 29 + Ar] = (= HI 0<ı<) 


des Raumes X in den Raum BC(X, Y), d..h., jedem Punkt X wird durch F eine 
Abbildung F(x) € BC(X, Y) zugeordnet, die stetig vom Vektorargument x € J ab- 
hängt. Für diese Abbildung definieren wir nun durch 


Lor+ de . 

[Perdo= [Fi + tan) Ara (da) 
To 

das Integral von F(x) über das Intervall J. Hierbei ist F(x, + t 4x) Ax für jedes 

t € [0, 1] dasjenige Element des Raumes Y, das durch die Abbildung F(x, + t Ax) 

dem Element Az zugeordnet wird. Auf Grund der Stetigkeitsvoraussetzungen exi- 

stiert das Integral auf der rechten Seite von (14) und ist ein Element des Raumes Y. 


Vergleichen wir nun diesen Integralbegriff für stetige Abbildungen F(x) mit dem 
früher definierten Ableitungsbegriff, so ergibt sich formal der gleiche Zusammen- 
‚hang wie in der Differential- und Integralrechnung für reelle Funktionen, nämlich: 

Ist F eine Abbildung aus X in Y, die auf dem Intervall [x,, & # Az] eine von & 


stetig abhängende starke Ableitung F’(x) besitzt, dann existiert das Integral 
%o+ 4% j 


3 F'(«) de, und es gilt die Beziehung 
f F'(«) de = F(x, + Ax) — F(&,). (15) 


ı Die Abbildung F: X — Y heißt beschränkt, wenn für jede beschränkte MengeQ < X die Menge 
F(Q) in Y beschränkt ist. Eine nichtlineare stetige Abbildung ist nicht notwendig beschränkt. 
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Einerseits ist nämlich nach Definition des Integrals 


%o+ 4X 
[re ve = lim u Fa, + S: Ali =] 
%o 
n—1 
= lim 3) F'(&,) Az, 
k=0 
wobei &, = % + I; 4x, Axy, = (kir — by) Aw gesetzt wurde. Andererseits ist für eine 
beliebige Zerlegung des Intervalls O0 <t si 


Fa + Ax) — Fix). -Z Flas + ber Aa) — Flag + tı An) 


n—1 
= 3 [Flaın) — Flar)]- 
k=0 


Der Unterschied zwischen beiden Summen kann nach (10) durch 


n—i1 F 

2 [F&e) — Far) — Fr) Aw) 
4 

= ||dell 2} (ber — 12) sup Ian + 6 Am) — Fl). 4 (16) 
k=0 0<z6<1 j 


abgeschätzt werden. Weil die Ableitung F’(x) stetig und daher auch gleichmäßig 
stetig auf [x,, 29 + Ax] ist, strebt die rechte Seite von (16) bei unbegrenzter Ver- 
feinerung der Zerlegung des Intervalls [2,, 20 + de] gegen 0. Daraus folgt die Glei- 
chung (15). 


10.1.8. Ableitungen höherer Ordnung. Es sei F eine differenzierbare Abbildung, die 
den linearen normierten Raum X in den linearen normierten Raum Y abbildet. Ihre 
Ableitung F’(x) sei für jedes x € X ein Element aus £Z(X, Y), d.h., F’ ist eine Ab- 
bildung des Raumes X in den Raum der linearen Operatoren £/(X, Y). Wenn diese 
Abbildung differenzierbar ist, dann heißt ihre Ableitung die zweite Ableitung der 
Abbildung F und wird mit dem Symbol F’ bezeichnet, d.h., F’(x) ist ein Element 
des Raumes £(X, £(X, Y)) der linearen Operatoren, die Xin £(X, Y) abbilden. Im 
. folgenden wird gezeigt, daß die Elemente dieses Raumes eine sehr bequeme und 
anschauliche Interpretation als sogenannte bilineare Abbildungen gestatten. 

Unter einer bilinearen Abbildung B des Raumes X in den Raum Y versteht man 
eine Abbildung, die jedem geordneten Paar (z,x’) von Elementen z,2’€ X ein 
Element y = B(x, x’) € Y zuordnet und dabei folgende Bedingungen erfüllt: 


1. Für beliebige x, x, %ı', &’ € X und beliebige Zahlen «, $ gilt 
Bla, + B&, %') = »B(a,, &') + PB(&, &); 
Bin, %% + Pre) = aBla, 0”) + BBlan, ©). 


= 
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. 2. Es existiert eine positive Zahl M, so daß für allex,«’ € X 


Bes Melle u) 
ist. = 

Die Bedingung 1 drückt aus, daß die Abbildung B in jedem ihrer beiden Argu- 
_ mente linear ist. Die Bedingung 2 ist, wie man leicht sieht, aaialent, zur Stetigkeit 
der Abbildung B auf’ der Gesamtheit ihrer Argumente. 

Die kleinste Zahl M, für die die Bedingung (17) erfüllt ist, heißt Norm der bilinearen 
- Abbildung B und wird mit ||B|| bezeichnet. 
Die linearen Operationen sind für bilineare Abbildungen in der üblichen Weise 
. definiert und führen zu den üblichen Folgerungen. Mit diesen Operationen bilden die 
bilinearen Abbildungen des Raumes X in den Raum Y selbst einen linearen nor- 
- mierten Raum, der mit B(X?, Y) bezeichnet wird. Ist der Raum Y vollständig, dann 
ist auch B(X?, Y) vollständig. 

Wir untersuchen nun den Zusammenhang zwischen den Räumen / (X; £ (x, 7) 
und B(X®, Y). Dazu bilden wir £(X,£(X, Y)) in B(X2, Y) mit der Zuordnung 


A—B=oy(4A), Bix, x’) = (Ax) x’ (18) 
‚und B(X?, Y) in £(X, £(X, Y)) mit der Zuordnung 
B+A=yBb), A:z—Bie,.)E £(X,TY) 


ab. Die Abbildungen p und y sind offensichtlich linear und, wie man sich leicht über- 
legt, invers zueinander, d.h., sie bilden £ (X, LX, Y)) und B(X?, Y) eineindeutig 
aufeinander ab. Für einander entsprechende Abbildungen A und B gilt 


Ba, a) < Az» el S |All- Tell» Ie’ll; 
- d.h. 
Bis lAl;. (19) 
und 
All el ll zu SB - el; 
d.h. 
Als |IBl; (20) 
also { 
All = |Bll. 


Fassen wir dieses Ergebnis mit den obigen Aussagen zusammen, so ergibt sich: 
Der Raum / (X „LK, Y)) kann eineindeutig und isometrisch auf den Raum B(X?, Y) 
abgebildet werden. 

Damit kann die zweite Ableitung F’’(x), nach den Betrachtungen am Anfang 
dieses Abschnitts ein Element. aus IX, £(X, Y)), auch als Element des Raumes 
B(X?, Y) aufgefaßt werden. 
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Zur Illustration dieser Interpretation betrachten wir ein elementares Beispiel, _ 
X und Y seien zwei euklidische Räume der Dimension m bzw. n. Jede lineare Ab- 
bildung von X in Y kann in diesem Fall als n - m-Matrix beschrieben werden, speziell 
also auch die Ableitung F’ e einer Abbildung F aus X in Y. Werden in X und Y die 
beiden Basen 


le, 20.5 m} bzw. Afın ee, Fa} 
» ausgewählt, dann ist 

x = ey + Leg 7 T Kmems y=Yıh + Yht + Yahus 
und man erhält für die Abbildung y = F(z) die Form 

Yyı = Fila ++, Im) > 


erneuern. 


während 
MY Yı yı 
O8,  Ö& Km 
F'(«) m RE 
Yyn Yn OYyn 


[77 BR 77774 a: Om 
ist. Die zweite Ableitung F’(x) wird in diesem Fall durch die Gesamtheit der 
| y 


nm. m Größen a,,;; = En 
B ä %, 0% 


der Formel 


bestimmt. Diese Gesamtheit kann nun entsprechend 
f 


m 
= & Art; 


als lineare Abbildung des Raumes X in den Baum £(X, Y) oder entsprechend der 
Formel 


7 
= $3 0,1% 
ij 


als bilineare Abbildung des Raumes X in den Raum Y aufgefaßt werden. 

Analog zur zweiten Ableitung einer Abbildung F von. X in Y kann offensichtlich 
auch der Begriff der dritten, vierten, ..., allgemein der’ n-ten Ableitung als Ableitung 
der (rn — 1)-ten Ableitung der Abbildung F eingeführt werden. Die n-te Ableitung 
wird dann ein Element des Raumes L(X Ru AR, N)). Wiederholen wir die 
oben durchgeführten Überlegungen, so kann wieder jedem Element dieses Raumes 
in natürlicher Weise ein Element des Raumes N(X*, Y) der r-stelligen linearen 

- Abbildungen von X in Y zugeordnet werden, d.h., die z-te Ableitung einer Ab- 
bildung F von X in Y kann auch als Element des Raumes N(X*, Y) aufgefaßt 
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werden. Dabei ist in analoger Weise unter einer n-stelligen linearen Abbildung 
N(&',x",...,2®) von X in Y eine eindeutige Zuordnung der n-Tupel (#', x, ...,2®) 


von Elementen des Raumes X zu Elementen des Raumes Y zu verstehen, wobei 
diese Zuordnung an jeder Stelle «® (bei Fixierung der anderen Stellen) linear ist 
und für eine Zahl M > 0 die Bedingung 


IN”, < MR] ee Te 
erfüllt. 


10.1.9. Differentiale höherer Ordnung. Wir hatten in 10.1.1. das (starke) Differential 
der Abbildung F als Resultat der Anwendung des linearen Operators F’(x) auf das 
Element heX, d.h. dF = F'(«)h, definiert. Das Differential zweiter Ordnung 
wird nun entsprechend durch d?F — F’'(«) (h, h), definiert, d.h. als derjenige qua- 
drätische Ausdruck, der der Abbildung F’(x) € B(X?, Y) entspricht. Analog wird 
PF—=F@(z)(h,...,h), d.h. das Bild (,h,..,hyEXxXx.- x X = X” bei 
der Abbildung F®(x), als Differential n-ter Ordnung bezeichnet. 


10.1.10. Die Taylorsche Formel. Unter starker Differenzierbarkeit der Abbildung # 
verstehen wir, daß die Differenz F(x + h) — F(«) als Summe aus einem in 3 linearen 
Summanden und einen Summanden dargestellt werden kann, dessen Norm schneller 
als |/A]| gegen O0 strebt. Eine Verallgemeinerung. dieser Tatsache stellt die folgende 
Formel dar, die eine ähnliche Struktur wie die Taylorsche Formel für reelle Funktio- 
nen besitzt. 


Satz 2. F sei eine Abbildung aus X in Y mit dem Definitionsgebiet O — X, für die 
die n-te Ableitung F®(x) im Punkt x existiert und. auf O eine gleichmäßig stetige Funk- 
tion von x ist. Dann. gilt 


Pia +) — Pl) = Pla) + Z- Po) (ah) + 


eE en Fox) (h,...,h) + w(z, h) (21) 
mit ||o(z, h)|| = o(IIhlP). 


Beweis. Wir beweisen die Aussage durch vollständige Induktion. Für n 1 
ist (21) trivial. Für den Falln — 1 setzen wir (21) als richtig voraus. Daher gilt für 
die Abbildung F'(«) 


Fa +) = Pa) + Pla) h + — Pa) (bh) + 


(22) 


1 = 
+ ET ET F®x) (h, ...,h) Eu a, h). 


2 
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wobei |lwı(&, h)|| = o(||h|*) ist. Integrieren wir beide Seiten der Gleichung (22) 
über das Intervall [x, x + h], dann erhalten wir nach Formel (15) 
R 


- | Fa + h) — Fa) = | Fe + h)nat 


0 
4 3 . 

= rent + er + 
0 R 


+ —_ pm (hu... h)}hdt-+ R,, . (23) 
(n — 1! 
ei 


wobei R, = @,(x, th) h dt ist. Aus (23) ash sich 
Pia +) — Flo) = Pa) + — Pa) (hl) + 
+ En Fola) (hu...,h) + By, 00) 
was die Aussage (21) im Fall n liefert, denn es ist 
IRali =/ lo. (a, £h)|] - 1All de = olIIh]i”). 


Damit ist der Satz vollständig bewiesen. 
Formel (21) wird Taylorsche Formel für Abbildungen genannt. 


102. _ Extremalaufigaben 


Einer der ältesten und sehr gut ausgearbeiteten Zweige der nichtlinearen Funk- 
. tionalanalysis ist die Bestimmung der Extrema von Funktionalen. Die Untersuchung 
solcher Probleme bildet den Inhalt der sogenannten Variationsrechnung. Die Mehr- 
zahl der Methoden der Variationsrechnung benutzt die spezielle Form der Funktio- 
nale, deren Extremwerte bestimmt werden sollen. Einige allgemeine Verfahren und 
Resultate können jedoch auch für mehr oder weniger beliebige Funktionale formuliert 
werden. Wir werden im folgenden keine vollständige Darlegung der Methoden der 
‘Variationsrechnung geben, sondern uns auf eine kurze Betrachtung von Elementen 
einer allgemeinen Theorie beschränken, auf denen die Varistionsrechnung aufbaut. 


2 


10.2.1. Eine notwendige Bedingungen für die Existenz eines Extremums. Es sei F 
ein reelles Funktional auf dem Banachraum X. Ist für alle x einer beliebig kleinen 
- Umgebung von x, stets F(x) — F(x,) = 0, so sagt man: Das Funktional F nimmt 
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in x, ein Minimum an. Der Begriff des Maximums von F wird entsprechend definiert. 
Nimmt ein Funktional F-in einem Punkt x, ein Minimum oder ein Maximum an, 
dann sagt man: Das Funktional F besitzt im Punkt x, ein Eixtremum. 

. Die Bestimmung der Extrema von Funktionalen ist oft die mathematische Aufgabe ° 
bei der Lösung vieler Probleme aus Physik und Technik. 

Für reelle Funktionen von n reellen Variablen ist die folgende notwendige Bedin- 
gung für die Existenz eines Extremums bekannt: Wenn die Funktion fin dem Punkt. 
= 9, 0,9, .:.,%,®) differenzierbar ist und dort ein Extremum hat, dann ist 
in diesem Punkt df = 0 oder, was gleichbedeutend ist, 


Diese Bedingung. kann leicht auf Funktionale ADSEIABENn. werden, die auf einem 
beliebigen normierten Raum definiert sind. 


Satz 1. Ist F ein differenzierbares Funktional, a ist für die Beisienz eines 
Extremums im Punkt x, notwendig, daß das Differential in diesem Punkt für alle h e 
verschwindet, d. h. 


F(&)h=0. 
Beweis. Entsprechend der Definition dar Differenzierbarkeit ist 
Flo + h) — Fo) =F@)h-+.olh). 1) 


Nehmen wir an, daß F in x, ein Extremum annimmt und F’ (x) h = 0 für irgendein % 
ist, dann hat für betragsmäßig hinreichend kleine reelle Zahlen A der ganze Ausdruck 
F’(x,)(Ah) + o(Ah) das gleiche Vorzeichen wie sein Hauptteil F '(zo)(Ah). Wegen 
F’(&,) (Ah) = AF'(x,) h (F '(&,) ist ein lineares Funktional) wechselt dieser Ausdruck 
aber mit A sein Vorzeichen und daher auch die linke Seite von (1), d. h., im Punkt x, 
liegt kein Extremum vor. Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. 

Wir betrachten nun einige Beispiele. 


1. Wird durch 
. 

F@) = [ ft, x) di, (2) 
wobei f eine Funktion mit stetigen partiellen Ableitungen ist, ein Funktional F auf 
dem Raum Ce, b] der auf [a,b] stetigen Funktionen definiert, dann ist dieses 


Funktional differenzierbar. Denn es ist 


Rex 
F(@ + h) — Fa) = [ Ift,« + h) — f6, @)] di 


b 
— [ iv’, =) ht) di + o(h) 
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und daher 


b 
dF = [}.’(t, z()) hi) di. 


Die notwendige Bedingung für die Existenz eines Extremums, dF = 0 für alle 
h € C[a, b], führt jetzt zur Forderung f,'(t,x)=0. Das ergibt sich aus Folgendem. 
‘ Für jedes x(f) € O[a, 5] ist die partielle Ableitung /,'(t, x) eine stetige Funktion von t. 
Nehmen wir an, daß f,'(f,x) in einem Punkt i, verschieden von Null ist, z. B. 
Ta (to, x(%)) > 0, so gilt diese Ungleichung auch in einer kleinen Umgebung («, ß) 
des Punktes t,, und wir erhalten für die Funktion 


Alt) = -o)®—-t fürasısp, 
u 0 sonst 


aus O[e, b] die Ungleichung 
b 
f fa (6, 0) kit) dE > 0. 


Das widerspricht der Voraussetzung-dF = 0 für alle h € Ole, b]. 
Die Forderung f,'(f, x) = 0 definiert im allgemeinen eine Kurve, auf der das 
Funktional (2) ein Extremum annehmen kann. 


2. Im gleichen Raum C[e, b] betrachten wir nun das durch die Formel 
| bb : 
Fa) = [ | Ki&, &) «(&) (&;) dei d£,, | a) 


definierte Funktional F. Dabei ist K(£,, &) eine stetige Funktion, für die K(&,, &) 
= K(&,, &) gilt. Man rechnet leicht nach, daß das Differential dieses Funktionals 
gleich 


bb 
dr —=2[ | Kit, &) w(&ı) hie) der de, 


ist. Die notwendige Bedingung für die Existenz eines Extremums, dF = 0 für alle 
h € C[a, b], führt jetzt, wie man analog zu Beispiel 1 beweist, zur Forderung 


b 
[Ki &)a(&) de =0 für alle & € [a,b]. 


Eine der Lösungen dieser Gleichung ist die Funktion x = 0. Die Frage, ob in diesem 

Punkt ein Extremum vorliegt oder ob es noch andere Punkte gibt, in denen Extrema 

des Funktionals möglich sind, kann nur bei Kenntnis der konkreten Form des Kerns 
“durch zusätzliche Untersuchungen beantwortet werden. 
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3. Wir Ketschten nun das durch die Formel 


b . 
= [ Ht,=th), «'()) di (4) 


definierte Funktional F auf = Raum Ce, b] der auf [a, 5] stetig differenzierbaren 
Funktionen. Dabei ist z’(f) = ‚und fit, 2, ® ) ist eine nach allen Argumenten 


zweimal stetig differenzierbare a Dieses Funktional spielt eine grundlegende 
Rolle in vielen Fragen der Variationsrechnung. 
Mit Hilfe der Taylorschen Formel erhalten wir 


5 
Fi@ +) — Fa) = [ [fu +h,® +M) — fo, =’)] dt 


b 
= [ (fh + frh’) dt + ol); 


wobei |j]j die Norm der Funktion h als Element des Raumes O’fa, b] ist. Damit hat 
die notwendige Bedingung für die Existenz eines Extremums des Funktionals (4) die 
Gestalt N 


dr = [ (ieh + ah) dt 


I 


(5) 


Diese integrale Formulierung der Bedingung ist zur Bestimmung der Funktion x, 
für die das Funktional das Extremum annimmt, wenig geeignet. Wir formen sie 
daher in eine für die Bestimmung der Lösung günstigere Form um. Integrieren wir 
in (5) den Term fh’ partiell,!) so ergibt sich 
bo bq 
s eh di = Te] — J hy hr di 


und, wenn wir > Beziehung in (5) einsetzen, 


- f{e- matt] 


Da diese me für alle ke Ca, b] erfüllt sein muß, insbesondere auch für 
Funktionen } mit der Eigenschaft h(a) = h(b) = 0, muß andererseits 


b 
d 
fir -£)sa=0 


für alle h € O![a, b] mit h(a) = h(b) = 0 gelten. 


1) Diese Operation erfordert eine zusätzliche Begründung, da die Existenz der im Ausdruck z fe 


0. | (6). 


a 


auftretenden zweiten Ableitung &” nicht vorausgesetzt ist. Man findet eine solche Begründung in 
jedem Buch über Variationsrechnung. 


\ 
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Durch analoge Überlegungen wie im Beispiel 1 leiten.wir daraus die Forderung ab, 
daß, um die Bedingung (6) für alle h € C![a, 5] zu erfüllen, mindestens 


d 
e-— fr =0 . u) 
und (wie aus (6) sofort folgt) zusätzlich 


0 nz (8) 


sein muß. Betrachtet man die letzte Bedingung für zwei spezielle Funktionenklassen 
h bzw. h aus C'!{a, b] mit h(a) = 0, h(b) = 0 bzw. De +0, hlb) = 0, 80 ergeben sich 


fr lin = 0 Pi (9) 


und 
fr lt=a =0 j (10) 


als Zusatzbedingungen. Aus der notwendigen Bedingung (6) für die Existenz eines 
Extremums des Funktionals (4) folgt also, daß die Funktion x € C’fa, b], für die das 
Funktional ein Extremum annimmt, notwendig die Differentialgleichung (7) und. 
die Randbedingungen (9) und (10) in den Endpunkten des Intervalls [a, d] erfüllen 
muß. Da die allgemeine Lösung einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zwei 
freie Konstanten enthält, stehen mit den Randbedingungen (9), (10) hier gerade 
soviel Bedingungen bereit, wie zur Bestimmung dieser Konstanten notwendig sind. 


10.2.2. Das zweite Differential. Hinreichende Bedingungen für die Existenz eines 
Extremums. Ausgangspunkt unserer Betrachtungen ist der einfache Fall der Be- 
stimmung des Extremums einer Funktion von n Veränderlichen. Ist für die Funktion 
fx, ..., 2%.) Im Punkt (a, ®, ..., 2,0) die Bedingung df = 0 erfüllt, dann kann an 
dieser Stelle von f ein Extremum angenommen werden. Zur Entscheidung der Frage, 
ob an dieser Stelle wirklich ein Extremum der Funktion f vorliegt oder nicht, kann 
das zweite Differential von f herangezogen werden. Es ist bekannt: 

1. Wenn die Funktion fx, ...,%) im Punkt (z,®,...., = ein Minimum hat, 
dann ist in diesem Punkt d’?f = 0. Analog: Wenn im Punkt (0, ...,2,®) ein Masi- 
mum vorliegt, dann ist dort dF <0. 


2. Wenn im Punkt (9, ..., 2,9) die Bedingungen ı 


df=0 und = 


en dic; day > 0 Bu (11) 


(wenn nicht alle dx; = 0) erfüllt sind, dann nimmt f(x) in diesem Punkt ein Minimum 
an (analog: ein Maximum, wenn d?f < 0 ist). 


Kürzer gesagt, die Nichtnegativität des zweiten Differentials ist notwendig, seine 
positive Definitheit ist hinreichend für die Existenz eines Minimums, 
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Satz 2. F sei ein reelles Funktional auf dem Banachraum X;, das in einer Umgebung 
des Punktes x, eine stelige zweite Ableitung besitzt. Wenn dieses Funktional im Punkt 
x, ein Minimum annimmt, dann ist d?F(«,) = 0.) 

Beweis. Nach der Taylorschen Formel ist 


Play +1) — Pie) = Plan) h + — Fa) (bh) + ot). 


Wenn das Funktional F im Punkt x, ein Minimum hat, dann ist er En 0, und es. 
gilt 


Fiao + h) — Fix) = - F"(&o) (hs m. + o(irlP). . (42) 


Nehmen wir nun an, daß für ein h die Ungleichung 
F'(&,) (h,h) <O (13). 


erfüllt ist, dann ist sie es auf Grund von F’(x,) (eh, ch) = &F”(x,) (h, h) auch. für 
Elemente k mit beliebig kleiner Norm. Da aber für kleine ||h}| das Vor- 


zeichen des ganzen Ausdrucks (12) mit dem seines Hauptteils — — F''(xo) (h, h) über- 
einstimmt, erhalten wir 

I am 
a EEE DAL * or?) < O0 

d. h., unter der Annahme (13) kann in x, kein Miriam vorliegen. Dieser Wider- 
spruch zur Voraussetzung zeigt die Richtigkeit des Satzes. 


Ein analoger Satz kann für das Maximum formuliert werden. 
. Der eben. bewiesene Satz ist eine direkte Verallgemeinerung des enäplechanden 
Satzes für reelle Funktionen endlich vieler Veränderlicher. Anders verhält es sich bei 
der hinreichenden Bedingung. Es zeigt sich, daß die der Bedingung (11) entsprechende 
Bedingung F’(x,) (h,h) >.0 für Funktionale auf einem unendlichdimensionalen 
Banachraum nicht hinreichend ist.. Dazu betrachten wir folgendes Beispiel. Im 
: Hilbertraum 7, sei das Funktional 


[6%] 


Fa) = 


ın=i „s 


gegeben. Im Punkt 0 ist das erste Differential dieses Funktionals en 0, das zweite 


Differential gleich der Reihe 3, Ann 
n= = n? 
Dennoch nimmt das Funktional F im Punkt 0 kein Minimum an, das aus F(0) = 0 
und F (0 0, 2: 0, ) = — —_ — < 0 folgt, daß es in jeder Umgebung des 
n n 


n—1 


Punktes 0 noch Punkte gibt, in denen Er < F(0) ist. 


1) Diese Ungleichung besagt, daß P’(&,) (h,h) = 0 für alle 7 ist. 
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Zur Formulierung einer hinreichenden Bedingung für die Existenz eines Extre- 
mums führen wir folgenden Begriff ein. Ein quadratisches Funktional B heißt stark 
positiv, wenn es eine Konstante c > 0 gibt, so daß B(x, x) > c |e|]? für alle x ist. 


Satz 3. Wenn das Funktional F auf dem Banachraum X die Bedingungen ' 
1.dF(&,) = 0, 
2. d2F(x,) ist ein stark positives quadratisches Funktional, 

erfüllt, dann nimmt das Funktional F im Punkt x, ein Minimum an. 


Beweis. Es sei > 0 eine so kleine Zahl, daß für |/h|| <'e die Größe o(}|%|}2) in 
Gleichung (12) die Bedingung 


lol < — ra 
erfüllt. Dann ist 
1 © € 
Fir + h) — Fine) = — Flo) (ih) + ollAl}) > za > 0 für al <s 
was zu zeigen war. 


Im endlichdimensionalen Raum ist die starke Positivität eines quadratischen 
Funktionals äquivalent zu seiner positiven Definitheit, daher ist (bei Verschwinden 
des ersten Differentials). die positive Definitheit des zweiten Differentials hinreichend 
- für die Existenz eines Minimums der Funktion. Im unendlichdimensionalen Fall 
ist. (wie das oben angegebene Beispiel zeigt) die starke Positivität eine stärkere Be- 
dingung als die positive Definitheit. 

Die Bedingung der starken Positivität des zweiten Differentials, die ein N 
garantiert, ist einerseits sehr bequem, da sie auf ein beliebiges zweimal differenzier- 
bares Funktional (unabhängig von seiner konkreten Form) in einem beliebigen 
 Banachraum angewandt werden kann. Andererseits erweist sich diese Bedingung 
in praktisch wichtigen Fällen als zu grob und zu schwierig nachweisbar. In der 
Variationsrechnung werden daher engere hinreichende Bedingungen für die Existenz 
eines Extremums aufgestellt, die von der konkreten Form der in den Variations- 
aufgaben benutzten Funktionale ausgehen. Eine Darstellung dieser Fragen ist jedoch 
nicht Anliegen dieses Buches. 


10.3. Das Newtonsche Verfahren 


Eine der bekanntesten Methoden zur Lösung von Gleichungen der Form 


IW)=0 A) 


(f eine reellwertige Funktion einer reellen Variablen x € [e, b]) ist das sogenannte 
Newionsche Verfahren oder Tangentenverfahren. Es besteht darin, daß nach der 


Rekursionsformel 


\ 
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(ausgehend von einem beliebigen Punkt x, € [a,5]) Näherungen für die Lösung. 
berechnet werden. Abb. 24 gibt dazu eine geometrische Veranschaulichung. Besitzt 
die Funktion f auf dem Intervall [a, 5] nur eine einzige Nullstelle x*, eine nirgends 
verschwindende erste und eine beschränkte zweite Ableitung, so kann man zeigen, 
daß es eine Umgebung U(x*) des Punktes x* mit folgender Eigenschaft gibt: Wird 


Kpıı = In 


. ein beliebiger Punkt aus U(«*) als nullte Näherung x, in die Formel (2) eingesetzt, 


dann konvergiert die nach (2) berechnete Näherungsfolge {x,} gegen die Nullstelle x*. 


Abb. 24 


Das Newtonsche Verfahren kann auf Operatorgleichungen übertragen werden. 
Wir führen dies hier für Gleichungen in einem Banachraum durch. Dazu betrachten 


wir die Gleichung 
 F@a)=0, (8) 

‚wobei F eine Abbildung des Banachraumes X in den Banachraum Y ist. Die Ab- 
bildung F sei stark differenzierbar in einer Kugel B(x,, r) mit dem Radiusr um den 
Mittelpunkt x,, den wir als nullte Näherung der gesuchten Lösung verwenden. Er- 
setzen wir, wie im eindimensionalen Fall, den Ausdruck F(x) — F(x,) durch seinen 
linearen Hauptteil, d.h. durch das Element 7%) (x — %,), dann erhalten wir aus 
(3) die lineare Gleichung 

F’(&o) (&o — 2) = Fa) 
deren Lösung 

2 = 2 — [Fk] (F eo) 


wir als nächste Näherung der exakten Lösung von (3) Kane (dabei wird natürlich 
‚die Existenz des Operators [F’(&,)]! vorausgesetzt). Wiederholen wir dieselben 
Überlegungen, so erhalten wir eine Folge 


ar = nF)" (F (<.)) | (4) 
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von Näherungslösungen der Gleichung (3). Da im unendlichdimensionalen Fall die 
Bestimmung des Operators [F’(x,)]' eine sehr schwierige Aufgabe sein kann, modi- 
fizieren wir diese Methode etwas, indem wir an Stelle von (4) die Formel 


: LH = nn [Fz)F" (F(«.)) - j (8) 
benutzen. Dabei wird also in jedem Schritt der Umkehroperator [F’(x,)}! für ein 
und ‚dasselbe Argument x, benutzt. Diese Modifikation gegenüber (3) vermindert 
zwar etwas die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens, erweist sich aber vom 
rechentechnischen Standpunkt aus oft als zweckmäßiger. Man bezeichnet das Nähe- 
rungsverfahren, das die Formel (5) benutzt, als modifiziertes Newtonsches Verfahren 
(vel. [29], [30)). 

Wir kommen nun zur präzisen Formulierung des modifizierten Newtonschen Ver- 
fahrens. 


Satz 1. Ist F eine Abbildung, die in einer Kugel Bi&o, r) mit dem Mittelpunkt x, 
und dem Radius r stark differenzierbar ist und deren. Ableitung in. dieser Kugel einer 
Lipschitzbedingung 

IF) — Fa) S Lie — wall 
genügt, existiert ferner der Umkehroperator [F’(x,)]-! und ist 


M=|[P@)l, k= IP (Fla))|, A= MkL < . 


dann besitzt die Gleichung Fix) = 0 in der Kugel |x — xo|| < kg (ko kleinste Wurzel 
der Gleichung H®?—t-+1=0) eine eindeutig bestimmte Lösung x&*. Diese Lösung 
erhält man als Grenzwert der durch die Rekursionsformel (5) definierten Folge {x,). 


: Beweis. Wir betrachten auf dem Hilbertraum X die Abbildung 
Ar= x — [Fi )] (FR). 
Ihre starke Ableitung im Punkt x, ist gleich 0. Die Kugel |» — x;|| S kt, wird bei 
dieser Abbildung auf sich selbst abgebildet. Denn es ist 
4m =r — u — [Fa)T! (Fe) 
= [F’@)* {F’o) (8 — 20) — Fir) + Flao)} — IF) (Flao)): 
Daraus folgt \ 
IAx — zoll < FRI" - IIF@o) (& — x) — Fir) + Floo))| 
+ FR)" Fa); 
d.h. 
de — zo = MIF’(wo) (8 — 20) — Fir) + Fa) + k. (6) 
Da andererseits die Abbildung S(x) = Fix) — F(x,) — F’(x,) (x — %,) differenzier- 
bar ist und ihre Ableitung B’(x) = F'«) — F'(&,) für Ice — zo] S Ligk der Ab- 
schätzung 
IP@I = IF") — F'ro)| S Die — zoll] S Ligk 
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genügt, folgt aus dem Mittelwertsatz (vgl. (9) in 10.1.) 

IB) = IIP@) — Da) S Liok je — zoll S ik. Mm 
Damit ergibt sich für |x — zo|| S t,k aus (6) 

|Ax — zoll S MLiGk? + k—= kKMLi?k + 1) = kht? + 1) = Kto, 


d.h., A bildet die Kugel |x — x,|| < k, auf sich selbst ab. Wir zeigen nun, daß A 
eine kontrahierende Abbildung auf dieser Kugel ist. Für |x — x,]] S kt, ist 


Aa) = 1 — [FF (F’@)) = [Fo (Flo) — Fe) 
und deshalb 
IA’) < MIIF"@) — Fa) < ML a — zoll S MLkis. 
Da ti, nach Voraussetzung die kleinste Wurzel der Gleichung A? —t--1=0,d.h. 
1-1 ah ist, folgt 
2h 


1—-Yy1—4h 1—-Yy1-—4h 1 
Aal < Mk = hi, = — — = ——=1<z 8 


= 


Daher ist nach dem Mittelwertsatz 
1 
Maas = Hal < 7 Im — 2al|; 
d.h., A ist auf der u |® — zoll < kt, eine kontrahierende Abbildung. Folglich 
besitzt ‘A dort einen eindeutig bestimmten Fixpunkt x*. Für diesen Punkt gilt 
ar ar — [F’&)T (F («*)), d.h. F(x*) — 0. 


Aus dem Satz über die kontrahierenden en (vgl. Satz 1 aus 2.4.) folgt, 
daß die nach der Rekursionsformel 


Ar, = m — Fo)" (F (0) = In 
gebildete Folge {x,} gegen «* konvergiert, was zu zeigen war. 


Aus der Ungleichung (8) ergibt sich sofort folgende Abschätzung für die Kon- 
vergenzgeschwindigkeit des modifizierten Newtonschen Verfahrens: 


Ian — «*] = wur Ir @H (Fo) (9) 


‚d.h., der Fehler der Näherung x,, die nach dem modifizierten Newtonschen Ver- 
dahren (5) berechnet wird, nimmt mit geometrischer Progression ab. Der Fehler der 
_ Näherung & &,, die nach dem Newtonschen Verfahren (4) berechnet wird, kann durch 


1 
lin ar = ak 


abgeschätzt werden, d. h., dieser Fehler nimmt stärker als mit geometrischer Pro- 
gression ab. 
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Boispi, Wir betrachten die nichtlineare ee 
x(s) - [Ken =) dt, - | (10) 


wobei K(s,t,u) eine stetige und nach allen ihren Argumenten stetig differenzierbare 
Funktion ist. Wenn wir durch die Formel 


"op 
y(s) = x(s) — J K(s, i, x{t)) dt 


‚die Abbildung y = F(«) de ONE wir die Gleichung (10) in der Form 
F(z) = 0 schreiben, 

Es sei x, die nullte Näherung für die Lösung dieser Gleichung. Dann wird die 
erste Verbesserung Ax(s) = x, — x, durch die Gleichung 


F'&) Au = — la) a) 


bestimmt. j 

Wenn die Funktion X(s, t, v) und der Funktionenraum, in dem die Gleichung (10) - 
betrachtet wird, so beschaffen sind, daß die Ableitung F’(x) der Abbildung F durch 
-. „Differentiation unter dem Integralzeichen‘ berechnet werden kann, d. h., wenn 


2 = F’(&o) & 

durch 
b 

2(s) = x(s) — f Ky(s 1, &o(6)) ze) di 


"beschrieben wird, dann nimmt Gleichung (11) die Form 


b- 
x(s) = [ Ku/(s,t, &o(t)) Axlt) dt + 90(8) (12) 
@ ; ‚ . . 

5 s 
an, wobei gs) = iR K(s; t, x0()) dt — xo(s) ist. Die weiteren Verbesserungen der 


3 
Näherung findet man analog: 

Auf diese Weise ist die Bestimmung jeder weiteren Näherung auf die Lösung einer 
linearen Integralgleichung zurückgeführt. Wenn man das modifizierte Newtonsche 
Verfahren anwendet, dann ist bei jedem Schritt eine lineare Integralgleichung mit 
ein und demselben Kern zu lösen. 


Eine detaillierte Darstellung des Newtonschen Verfahrens und der damit zu- 
sammenhängenden Fragen findet sich im Buch [30] und im Artikel [29] von L. V. 
Kuarrorovißd, der:auch die grundlegenden Resultate des Newtonschen Verfahrens 
für Operatorgleichungen gefunden hat. 


Anhang 
Banachsche Algebren 


V.M. TicHommRov 


Im dritten Kapitel wurden lineare Räume untersucht. Dabei wurde eine wichtige 
Klasse linearer Räume, die der Banachräume, eingeführt. In diesem Anhang werden 
Banachsche Algebren (normierte Algebren) untersucht. Hierbei handelt es sich um 
Banachräume, bei denen eine Multiplikation der Elemente erklärt ist. Zusammen 
mit der linearen und der metrischen Struktur werden. die Banachschen Algebren 
durch eine derartige Multiplikation mit einer Reihe bemerkenswerter Eigenschaften 
ausgestattet. 


Al, Definition und Beispiele Banachscher Algebren 


. A.1.1. Banachsche Algebren. Isomorphie Banachseher Algebren. Wir erinnern daran, 
daß ein linearer Raum eine nichtleere Menge von Elementen ist, in der zwei Opera- 
tionen erklärt sind, eine Addition und eine Multiplikation mit Zahlen (vgl. 3.1.). 

Definition 1. Einen linearen Raum X nennt man eine Algebra, wenn in ihm eine 
zusätzliche Operation, eine Multiplikation, erklärt ist, die folgenden Axiomen 
genügt: 

1. (zy) z = x(y2). 

2.0) =ay ta ytla—ye+ m. 

3. a(ay) = (aw) y = lay). 

4. Falls ein Element ee X existiert, so daß ee—=xe—x für allexceX gilt, 
nennt man e Einselement. Die Algebra X heißt Algebra n mit Einselement.!) 

5. Falls die NGpEKanSS, kommutativ ist, d.h. xy = zy eilt, nennt man X eine _ 
konmutative Algebra. 


Wir werden uns hauptsächlich mit kommutativen Algebren mit Einselement be- 
‚beschäftigen. Hierbei betrachten wir die Algebra über dem Körper C der ER 
Zahlen. 5 
In 3.3.1. wurde der Begriff des normierten Raumes eingeführt. Seine Nö wird. 
mit |e|| bezeichnet. : 


1) Das Einselement einer Algebra ist stets eindeutig bestimmt. Ist nämlich e’ ein ‚Element, das 
ebenfalls die. Voraussetzungen von Axiom 4 erfüllt, so silte!=e= e. 
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Definition 2. Ein normierter Raum X heißt normierie Algebra, falls er eine Al- 
“ gebra mit Einselement ist und die beiden Axiome 

6. |ell = 1; 

7. ey S |ell - Il 


‚erfüllt. Falls die normierte Algebra X vollständig. ist (also ein Banachraum ist), heißt 
sie Banachsche Algebra. ; 


Eine Abbildung F:X — Y nennt man einen Homomorphismus der Algebra X 
in die Algebra Y, falls 


Fa +y)= Fr + Fy, Per 
Flaa) =afk, (2) 
Fay) =Fa-Fy ö (3) 


gilt. Zwei Algebren X und Y heißen isomorph, falls es eine eineindeutige Abbildung 
F von X auf Y mit den Eigenschaften (1) bis (3) gibt. 

Zwei normierte Räume X und Y heißen isometrisch, falls es eine eineindeutige 
Abbildung F:X <> Y mit den Eigenschaften (1), (2) und 


|F&ily = Ielx 
gibt. 
Definition 3. Zwei Banachsche Algebren heißen isometrisch-isomorph, falls ein 


Isomorphismus F: X > Y existiert, der eine isometrische Abbildung von X auf Y 
(betrachtet als normierte Räume) vermittelt. 


A.1.2. Beispiele Banachscher Algebren 


1. Der Körper C. Die komplexen Zahlen (z} mit der Norm 


ki=kl-V® + «@=x-+iy) 


sind das einfachste Beispiel einer Banachschen Algebra. Die komplexen Zahlen 
bezeichnet man als den Körper C. Für alle Elemente aus © mit Ausnahme des 
Nullelements ist eine Division als Umkehrung der Multiplikation erklärt. Wir werden 
‘später zeigen, daß C die einzige normierte Algebra ist, die zugleich auch ein Körper 
ist. 


2. Die Algebra Oz. Es sei 7’ ein kompakter Hausdorffraum. Mit CO, wird. der lineare 
Raum aller auf 7 erklärten stetigen komplexen Funktionen bezeichnet. Addition 
und Multiplikation mit Zahlen sind in der für Funktionen üblichen: Weise erklärt. 
Die Norm ist durch 


Iell = max |e(ö)] 
tet 
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gegeben. In den Kapiteln 2 und 3 haben wir einen Spezialfall des Raumes CO, be- 
trachtet. T = [a,b] war dort ein Intervall auf der Zahlengeraden. Ein weiteres 
wichtiges Beispiel eines Raumes C’, ist der Raum C* = {(2,, ..., 2,)} der n-dimensio- 
nalen komplexen Vektoren, also der Funktionen über einem Raum aus n Punkten. 
Addition, Multiplikation mit Zahlen und Multiplikation der Elemente aus C” werden 
koordinatenweise durchgeführt. Die Norm ist 


el = max |z;|. 
1sisn 


Die Algebra C', ist eine kommutative Banachsche Algebra. Als Einselement dient 
die Funktion e(t) = 1. Das Nachprüfen der Axiome stellt keine Schwierigkeit dar. 


‚3. Die Algebra s/ der analytischen Funktionen im Kreis. Mit .s/ bezeichnen wir 
den linearen Raum aller Funktionen x(z) der komplexen Veränderlichen z, die im 
Kreis K = {z: |e| < 1} stetig und im Innern des Kreises analytisch sind. Die Multi- 
plikation in s/ wird als die übliche Multiplikation von Funktionen erlärt. Als Norm 
wird j 

|ell = max |e(@)| 
lsı 


verwendet. Auf diesem Wege verwandeln wir / in eine kommutative Banachsche 
Algebra mit Einselement. Die Gültigkeit aller Axiome ist klar. 


4. Die Algebra l,. Mit I, wird die Gesamtheit der absolut konvergenten komplexen 
Zahlenfolgen 


R= (een, Bons sony Bois %os Ur # ee) Ins +++) 


mit der Norm 


Iel =, El 4). 


bezeichnet. Das Produkt x - y der Folgen 
a EP ER AERRRERT. TIUBEIRn ERER 
Y== (err3 Yanı 33 Yon +43 Yan ee) 


wird Faltung z = x * y genannt: Die Komponenten von z lassen sich aus 
2 
= (&* Yn er. P30E 777° (5) 
bestimmen. Ordnet man jeder Folge x aus !, die trigonometrische Reihe 


)= N met (O<t< 2) 


k=—o 
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und analog % die Reihe y(f) zu, so entsprechen die Elemente z, aus (5) der Produkt- 
funktion x({f) y{t). Somit sind die Algebra !, und die Algebra W der absolut konver- 
genten Fourierreihen mit der Norm (4) isometrisch-isomorph. Unter Berücksich- 
tigung der letzten Feststellungen prüft man leicht für l, die Axiome für eine Algebra 
und die Axiome für einen. normierten Raum nach. Prüfen wir z. B. das Axiom 7. 
Für 2= x» y ergibt sich 


klI=2 .l=% [2 e| sy 2 nl |yel 
n n k n k 
=92 (£ De) lyal = Itell - Ilgll. 
k n 
Da die Algebra W trivialerweise kommutativ ist, ist auch die Algebra }, kommu- 
tativ. Als Einselement in I, dient die Folge, die der Funktion e{t) = 1 entspricht. Die 


Komponenten dieser Folge sind Null mit Ausnahme des Elements mit der Nummer 
Null, das den Wert 1 hat. 


- 


"5. Die Banachsche Algebra der beschränkten Operatoren. X sei ein Banachraum. 
‚Wir betrachten den Raum £(X, X) aller linearen stetigen Operatoren, die X in sich 
abbilden. Hierbei gelten die üblichen Rechenregeln für die Addition, die Multiplika- 
tion mit Zahlen und die Multiplikation von Operatoren (vgl. 4.5.1. bis 4.5.3.). Der 
identische Operator dient als Einselement in /(X, X). Verwendet man wie üblich 


All = sup I.4eil 
IIsilsı 


als Norm, so wird £(X, X) eine Banachsche Algebra. Axiom 7 wurde bereits früher 
nachgeprüft (vgl: Formel (4) aus 4.5.3.). Die Vollständigkeit von /(X, X) wurde als 
Aufgabe in 4.5.3. gestellt. /(X, X) ist eines der wichtigsten Beispiele für eine nicht- 
kommutative Banachsche Algebra mit Einselement. 


A.1.3. Maximale Ideale 


Definition 4. Ein Ideal I einer kommutativen Algebra X ist ein solcher Unterraum 
von X, daß für alle y € I und alle x € X das Produkt yx zu I gehört. Das Ideal, das 
nur aus dem Nullelement besteht, und das Ideal, das mit X. übereinstimmt, werden 
als triviale Ideale bezeichnet und aus den weiteren Betrachtungen ausgeschlossen. 
Ein Ideal heißt maximal, falls es in keinem anderen nichttrivialen Ideal enthalten ist. 


Die eingeführten Begriffe erläutern wir am Beispiel der Algebra Cr. Es sei 7 eine 
nichtleere Untermenge der kompakten Menge 7. Wie man leicht sieht, ist die Menge 


Mg = {elt) € Cr:zll)= 0, t€ 7) 


der Funktionen, die auf 7 verschwinden, ein Ideal in C',. Die Menge der maximalen 
Ideale erlaubt eine einfache Beschreibung, die zugleich auch ein Hinweis auf das 
Wesen der Theorie der kommutativen Banachschen Algebren ist. 
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Lemma 1. Ein maximales Ideal der Algebra C'y stimmt mit der Gesamtheit der 
Funktionen. aus CO’, überein, die an einer fixierten (aber sonst beliebigen) Sielle x, der 
Menge T' verschwinden. 


| Beweis. (a) Es sei M,, = {x{f) € Cr:2(%) = 0}. Dann ist M,, ein Ideal. Wir 
zeigen, daß es maximal ist. Es sei x,(f) € M,, also zu(r,) #0. Für ein beliebiges 
y(t) € Or setzen wir 


__.YE0) %ol) 


%o(to) 


Dann ist (zu) = 0 und somit z(f) € M,,. Also ist jedes Ideal, das M, und ein nicht 
in M,, liegendes Element ae &(t)) umfaßt, trivial, da es mit C’, übereinstimmt. 
Also ist M,, maximal. 
(b) Wir nehmen jetzt an, daß M ein beliebiges maximales Ideal ist, und zeigen; 
daß die zu ihm gehörenden Funktionen in einem Punkt verschwinden. Falls das 
nicht so ist, findet man für jeden Punkt 7 € T eine Funktion «,(t) € M mit x,(r) #0. 
Da x,(t) stetig ist, gibt es dann eine Umgebung U, von mit z,() #0 fürte UT. 
Aus T’=UUT, kann man eine endliche Überdeckung T = U, u:--u U, auswählen. 


Aus der Idealeigenschaft folgt dann, daß 
ze) = tl) Be) = el 
N =1 


zu M gehört. Da x,(t) > 0 auf M gilt, ist 1/x,(6) stetig. Folglich gehört das Element 
1= (1/20) "xo(t) zu M. Dann liegt aber jedes Element y(t) = y(t)- 1 in M. Also 
ist M trivial, entgegen der Annahme, daß. M maximal und somit nichttrivial ist. 
Wir haben: somit erhalten, daß zwischen den maximalen Idealen und den Punkten 
der Trägermenge 7 eine eineindeutige Zuordnung besteht. Man kann also die Funk- 
tionen über 7’ als „Funktionen über der Menge der maximalen Ideale‘ ansehen. 


Es ist eines der Ziele der hier beschriebenen Theorie der kommutativen Banach- 
schen Algebren, zu zeigen, daß man jede derartige Algebra als Unteralgebra der 
Algebra der stetigen Funktionen über einem kompakten Hausdorffraum (dem Raum 
der maximalen Ideale) darstellen kann. 


An. Spektrum und Resolvente 


In diesem Abschnitt ist die Algebra X nicht notwendig kommutativ. Sie besitzt aber 
ein Einselement. Viele Betrachtungen sind analog zu den Untersuchungen aus 4.5. 
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A.2.1. Definitionen und Beispiele 


Definition. Ein Element z€ X heißt umkehrbar oder invertierbar, falls es ein 
Element xt, das inverse Element zu x, mit 


wat exrl.e=e 


gibt. Existiert kein derartiges Element, so heißt x nicht umkehrbar oder nicht inver- 
tierbar. Das Spektrum o(x) des Elements x € X ist die Gesamtheit der komplexen 
Zahlen A, für die (Ae — x) nicht invertierbar ist. Jede Zahl A mit A & o(x) heißt regulär. 
Die Funktion 


R:CNok)>X, Re=al) = (le — a), 


die auf der Menge der regulären Zahlen bezüglich des Elements x bestimmt ist, wird 
Resolvente des Elements x genannt. Als Spektralradius r(x) des Elements x € X wird 
r(@) = sup [A| OB 
Acot{z) \ 

bezeichnet. 

Die eingeführten wichtigen Begriffe erläutern wir an Beispielen. 

(a) Ist X = ©, so sind alle von Null verschiedenen Elemente invertierbar. 

(b) Ist X = C’,, 80 ist x(f) genau dann invertierbar, wenn x(f) überall von Null ver- 


schieden ist. Das Spektrum o(x) besteht aus dem Wertevorrat von x{t). Die Resol- 
vente hat die Form 


R, = ER 
A—all) 
Ferner ist 
ri) = il = max la) 


(e) It X = £(Y, Y) die Algebra der beschränkten Operatoren, so sind die inver- 
sen Elemente die inversen Operatoren. Spektrum und Resolvente stimmen in diesem 
Fall mit dem Spektrum und der Resolvente des Operators überein (vgl. 4.5.7.). Wir 
werden in diesem Abschnitt jene Begriffe allgemein untersuchen, die wir früher für 
die Banachsche Algebra der beschränkten Operatoren eingeführt haben. 


A.2.2. Eigenschaften des Spektrums 


Satz 1.1. Es sei f ein lineares stetiges Funktional aus dem adjungierten, Raum X*. 
Dann ist F(R) = f{x(A)) in ON o(&) analytisch, und es gt F(A) — 0 für |1| > . 
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2. Das Spektrum o(x) eines Elemenis x der Banachschen Algebra X ist eine nicht- 
leere kompakte Menge in ©. Es gilt ü 
r@)<Iel. - u) 
Zum Beweis des Satzes benötigen wir einige Lemmata. 


Lemma 1 (vgl. Satz 5 aus 4.5.). Es sei x ein Element aus der Banachschen Algebra 
X mit |\e|| < 1. Dann ist e — x imvertierbar, und es gilt 


e-a)tT=e+tc+- tar te. 
Beweis. Mt, =e-+x%-+---+ x” erhält man 


—0 


k-i 
Isa — ml a"? ++ at) Set 3 (elf Sell — 
i=0 1 el) 


für .n — oo. Somit ist {s,} eine Fundamentalfolge. Da X vollständig ist, konvergiert 
$, gegen ein Element s € X. Es gilt 


s(e — x) = lim s,(e — x) = lim (e — at!) = e. 


n->00 n>00 
Entsprechend beweist man (e —a2)s = e. 
Folgerung. Für jedszeX gilt © 
(e —ta)toe fürt—0. 
_ Diese Aussage ergibt sich aus 
e -a)t=lim(e +0 +4. + (a) =e+ Oft). 
Lemma 2 (vgl. Satz 4 aus 4.5.). Es sei x, ein invertierbares Element, und ferner 
sei |Awl| < est). Dann ist zı = &, + Ax invertierbar, und es gilt 
at= (e —o1Ade)int. 
Beweis, Es ist 
1 =%+ Ar = xle + xy! AR) = Xle — x) 
und |la]| = ||—xg" Axl| < 1. Nach Lemma 1 ist &!= (e — x)! xy1, was zu zeigen . 
war. - 


Folgerung 1. Die Menge der invertierbaren Elemente einer Banachschen Algebra 
ist offen (in der Normiopologie der Banachschen Algebra). Die Menge der nichtinvertier- 
baren Elemente ist abgeschlossen. 


Folgerung 2. Die Resolvente x{A) ist auf ON o(x) eine stetige Funktion von 4. 
Nach Lemma 2 und der Folgerung aus Lemma 1 ist nämlich 
dp + AR) = (Ave — x + Alert = (e -+ Ads 0) u (Ro) > x(Ae) 
für 4 —0. 
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Lemma 3 (vgl. 4.5.7.). Für 1, une ON o(«) ist 
(a) Rx Rx = R,x- Re, 
(b) Ra — R,x = (u — A) Rx: R,« (Hübertsche Rilisien), 
Beweis. (a) Es ist 
Re Ra = (de — 2) (we — a) = [ne — a) (de — a) 
= [(de — x) (ve — x)! = (ue — a)! (de — a)= R,x- Re. 
(b) Unter Verwendung von (a) erhält man aus der Definition von R ‚und R, 
Rx = (ue — x) Rx: Re, 
R,® = (We — a) Rx - Rx. 
Hieraus ergibt sich 
Ra — R,® = (ne — Je) Rx: Rx = (u Re: R,%, 
was zu zeigen war. 
Folgerung. Ist A, € ON o(&), so gilt x’ (20) & —22(A9). 
Aus (b) und aus der Folgerung 2 zu Lemma 2 erhält man nämlich 


2) — 2) _ 


x'(4,) = lim 


A—hg 


—lim z{A) 2(40) = —a2(d0). 


N) 4), 

Beweis von Satz 1. 

1. Es sei f€ X* ein lineares stetiges Funktional über X. Wir setzen 
F0) = fx) = RR). 

Für 7, € o(x) ergibt sich aus der Folgerung zu Lemma 3 


F’(,) = lim FF) _ im I a A)) ) 


A—ho r) — A 3—>lo 
- (im en) = — (a2). 
AA, Ag ; 
Hieraus folgt, daß F(A) analytisch ist. Für |}| > |e]] erhält man ferner aus Lemma 1 
IFA = Iflie |eMllx = Ile de — 2) ll 


— |flxe .-3)|= C 
| A 


— 0 füri->o. 
Al. 


IA] 


2. (a) Wir beweisen, daß das Spektrum o{x) nicht leer ist. Es sei o(x) = @. Aus‘ 


Teil’1 des Satzes folgt, daß F(A) für fe X* eine ganze analytische Funktion ist, die 
für ]4] — 00 gegen 0 strebt. Nach dem Satz von LIOUVILLE aus der komplexen Funk- 
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tionentheorie ist somit F(A)=0. Also ist fa) = —((0e _ 2") —=0 für jedes 
fe X*. Aus dem Satz von Haun-Banaca (vgl. 4.1.3.) ergibt sich dann x! = 0. Das 
ist ein Widerspruch. 


(b) Wir beweisen, daß o(x) kompakt ist. Nach Lemma 1 ist 
wen ı(e == 2) für 12] > |ell 


invertierbar. Somit ist 5) beschränkt, und es gilt Formel (2). Die Abgeschlossenheit 
von o(x) folgt leicht aus Lemma 2: Ist A, regulär, so sind auch die Punkte A, + 44 
mit |42| < |e(Ao)|| regulär, da " 
(+ A)e - = he — x + Ale 

gilt. 

Wir notieren zwei Folgerungen aus Satz 1. 

Folgerung 1. Jede Banachsche Algebra (über C), die zugleich ein Körper ist, ist 
isometrisch-isomorph zu ©. j 

Beweis. Es sei X ein „Banachscher Körper“ und x ein beliebiges Element aus X. 
Ist A eine Zahl, so daß Ae — x nicht invertierbar ist, so muß de — x = 0 sein. Also ist 


x =4e. Man sieht leicht, daß die Zuordnung A x ein Isomorphismus von X auf 
€ ist. Da |e]] = 1 gilt, muß |e]] = |A| sein. Somit sind X und € isometrisch. 

Folgerung 2. Das Spektrum eines beliebigen Operators A aus £(X, X) ist nicht 
leer. 


Diese Aussage wurde bereits füher ohne Beweis formuliert. (Man vergleiche die _ 
Bemerkungen am Ende von 4.5.7.) 


. A.2.3. Der Satz über den Spektralradius 


Satz 2. Den Spektralradius kann man mit Hilfe der Formel 


r(e) = lim Ye") (3) 
berechnen. 


Beweis. Ist f ein Funktional aus X*, so folgt aus Satz 1, daß FÜ) = fx(A)) in 
CN o(x) analytisch ist. Insbesondere ist F(A) im Gebiet [A| > |x]| analytisch. Für 
"derartige Werte von 4 ergibt sich aber aus Lemma 1 


1 x\-1 ka 
)=(e—ayt=—le— —)| =} —. 
x(})= (de — x) 3 ( :) = a 


Somit ist 
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Aus dem Eindeutigkeitssatz für analytische Funktionen folgt aber, daß diese Dar- 
stellung nicht nur für [A] > |[e]], sondern für alle A mit A| > r(x) er Insbesondere ist 
dann 

fe”) 


FE 


sup 


" YA 
Also sind die Elemente m schwach beschränkt. Somit sind sie auch stark be- 


. schränkt. (Dieses Resultat, das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit oder der 
Satz von BANACH-STEINHAUS, wurde in der Bemerkung in 4.3.2. bewiesen. Man ver- 
gleiche hierzu auch [12], Kap. II.) Folglich existiert eine von A abhängige Zahl c(A) 
mit 

x” E 
Am+1 


ca). 


Hieraus ergibt sich ’ 
lim |jerj!" <A] für alle {A: [A| > r(w)}. 
NIX RN 


Somit ist 


Im jene < (a). | 
 N->00 # N . 
Es sei jetzt A € o(x). Dann ist A? € o(=”), da Are — x” das Element je — x als Faktor 
enthält. Für u € o(z) ergibt sich |u| < |e|| (Satz 1). Wählt man a = A” mit 1 E o(«), 


so erhält man |A| < Ve. Somit" ist 
r(«) < Iim Ir". 


Hieraus folgt der Satz. 


AS. Vorbereitende Betrachtungen 


In diesem kurzen Abschnitt leiten wir. einige vorbereitende Aussagen mit Hilfe der 
üblichen Beweistechnik her. 


A.3.1. Der Satz über die Faktoralgebra. Es sei X eine kommutative Banachsche 
Algebra mit Einselement. Ferner sei I ein Ideal in X. Wir stellen zuerst fest, daß I 
nur aus nicht invertierbaren Elementen besteht. Wäre nämlich z € I invertierbar, ‘ 
so würde jedes Element x € X ebenfals zu I gehören, da x = (az!) z € I gilt. Somit 
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wäre/ trivial, was aber ausgeschlossen wurde. Fernerbemerken wir, daß nach Lemma1 
aus A.2.2. der Abstand des Einselements e zu einem beliebigen nieht invertierbaren. 
Element (und somit auch zu einem beliebigen Ideal) mindestens gleich 1 ist. 

Wir betrachten jetzt den Faktorraum X/I (vgl. 3.1.4.) und definieren in ihm eine 
Multiplikation. Ist x aus der Klasse &€ X/I und y aus der Klasse n € X/I, so wird 
das Produkt als die Klasse £ erklärt, in der x- y liegt. (Man prüfe nach, daß das 
Resultat unabhängig von der Wahl der Repräsentanten x und y aus den Klassen £ 
und » ist. Ferner zeige man, daß die so erklärte Multiplikation die Axiome 1 bis 5 
aus A.1.1. erfüllt). Damit ist X/I eine kommutative en Sie wird als Faktor- 
. algebra von X nach dem Ideal I bezeichnet. 

Durch 


El = inf Ir + yll 
yel 


wird in X/I eine Norm eingeführt. Hierbei ist x ein Repräsentant der Klasse £. 


Satz 1. Ist X eine Banachsche Algebra und I ein abgeschlossenes Ideal im X, so ist 
die Faktoralgebra XI ebenfalls eine Banachsche Algebra. 


Beweis. Wir müssen zeigen, daß erstens |jö|| eine Norm ist und daß zweitens X/I 
bezüglich dieser Norm vollständig ist. ; 


1. (a) Es gilt JE = er le -+yil>=0. Ferner ist |j0]| = = 0 + | - =0. Es sei 
I&ol| = 0. Dann folgt a nt zo + || = 0; 0 € &, die Beisens einer Folge y„ € I 


mit [x + || — 0, also E) — %g: Da I abgeschlossen ist, gehört %, zu I. Somit ist 
£&, = 0. Damit ist ||] 0 gezeigt, wobei |j£]]| = 0 genau dann gilt, wenn € = 0 ist. 


(b) Für A + Oist 


|aE]]| = inf IA + yl| = 1A] inf 
yeI yel 


+ :| = 1a} JEl. 
Für 2 = 0 ist |A&]] = 0 = ]A] - JE. | 
(e) IE + li = = e+y-+al a ytutol 
= = Ile + ul + vr iy + ol = IIEll + Ill. 
(d) Inll = inf Iay + all Sind Ile + 0) (W +9) 
s = Ie + «ll En Iy + vll = IE - Imll. 
(e) Aus E=e+I ergibt sich P=e&+1=e+I=E. Somit ist ||E]| = |[2?] 


< |#j?. Wie wir oben bemerkt haben, enthält eine Umgebung von e keine nicht 
invertierbaren Elemente. Somit ist E nicht das Nullelement. Dann gilt 1 < |||. Da 
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andererseits 


zZ = infje+ ylsı 
yel 


ist, finden wir ||E|| = 1. 

2. Wir-zeigen nun, daß X/I vollständig ist. Eis erey &ns «-. Seil eine Fundamental- 
folge, also |Entm — El <e für »>N(e) und m >1. Wir wählen n, so, daß 
IIEnytm — En, | = 1/2* gilt. Insbesondere ist ||&,, — &,| < 1/2. Für zwei geeignete 
Repräsentanten x, € &,, und x; € &„, erhalten wir dann |, — x;|| < 1. Analog kon- 
struieren wir 2.cC&, (k=2,3,4,...) mit |ayıı — z;|| S 1/2". Dann ist {x;} eine 
Fundamentalfolge in X. Da X vollständig ist, existiert ein Grenzelement x, = lim z;. 
It &, = % + I, so folgt ar 


En. — Eoll = inf Ile — &0 + yll S Iar — &0| 0 für ko. 
Fr 


Somit ist &,, — £. Also ist X/I vollständig. Damit ist der Satz bewiesen. 


A.3.2. Drei Lemmata. Wir benötigen später drei Lemmata, ein mengentheoretisches, 
ein algebraisches und ein topologisches. 


Lemma 1. Jedes nichtiriviale Ideal ist in einem maximalen Ideal enthalten. 


Beweis. Der Beweis stützt sich auf das Lemma von ZoRn, das in 1.4.7. formuliert 
wurde. .£ sei die Menge aller Ideale, die ein vorgegebenes Ideal I umfassen. Bezüglich 
der mengentheoretischen Inklusion ist .7 halbgeordnet: I, < J,, falls I, < I,. Für 
jede linear geordnete Menge {I,} aus 4 ist U I, ein nichttriviales Ideal, das als obere 


Schranke von {I,} dient. Aus dem Lemma von ZoRN folgt dann, daß I in einem 
maximalen Ideal enthalten ist. 


Folgerung. Ist X kein Körper, so gibt es in ihm maximale Ideale. Jedes von. 0 ver- 
schiedene nicht invertierbare Element ist in einem maximalen Ideal enthalten. 


Ist x, #0 ein nicht invertierbares Element, so ist %o X. ein Ideal. Es enthält x,, 
aber nicht e und ist somit nicht trivial. Nach Lemma 1 ist es in einem passenden 
„maximalen Ideal enthalten. 


Lemma 2. Ein Ideal I liegt genau dann echt in einem nichttrivialen Ideal I’ X, 
wenn die Faktoralgebra X/I nichttriviale Ideale besitzt. 


Beweis, Wir beweisen die Notwendigkeit. Ess i IC’ cX,I+TundX=T. 
In der Klasse &=x + I betrachten wir die Unterklasse derjenigen #’, für die #’ 
zu ]’ gehört. Man prüft leicht nach, daß man ein nichttriviales Ideal in X/I enthält. 
„Analog beweist man die Hinlänglichkeit. 


Lemma 3. Der Abschluß eines Ideals I ist ein (nichttriviales) Ideal. 
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Beweis. Der Abschluß ist nichttrivial, da I nur aus nicht invertierbaren Elementen 


. besteht und die nicht invertierbaren Elemente eine abgeschlossene Menge sind. Alles. 


andere folgt aus der Stetigkeit der algebraischen Operationen. 


Folgerung. Maximale Ideale sind abgeschlossen. 


A.4. Hauptsätze 


- In diesem Abschnitt ist X eine kommutative Banachsche Algebra mit Einselement. 


A.4.1. Lineare stetige multiplikative Funktionale und maximale Ideale 


“ Definition 1. Ein lineares stetiges Funktional f auf einer Banachschen Algebra X 
nennt man multiplikativ, falls für beliebige x und y 


fa y) = fa) I) 1) 


gilt. Die Gesamtheit der nichttrivialen!) linearen. multiplikativen Funktionale be- 
zeichnen wir mit #. 

Wir bemerken, daß wir ein lineares stetiges multiplikatives Funktional auch als 
stetigen Homomorphismus von X in € definieren können. Ist f € .#, so gilt 


al = lell- 2) 


Um das zu zeigen, nehmen wir an, ‚daß fa&)| => 1für ein Bern % mit |ao| = 1 
eik, Dann erhält man aus 


If@o")| = A" > ©© 
einen Widerspruch zur Beschränktheit (Stetigkeit) von f. Ferner ist 
fe) = fe) = [fe)P. 
Also ist entweder f{e) = 0 oder 
fe =1. @ 


Im ersten Fall ist f trivial. Aus (2) und (3) folgt, daß nichttriviale lineare stetige 
multiplikative Funktionale die Norm 1 haben. Somit ist „4 eine Untermenge der 
Oberfläche der Einheitskugel im adjungierten Raum X*. 

Mit Ker = {x: f(x) = 0} wird der Nullraum des Funktionals f bezeichnet. Ker f 
heißt Kern von f. 


Lemma 1. Für fe 4 ist der Kern Ker f ein maximales Ideal. 


2} Anm. d. Übers.: Hierdurch wird das Funktional- fix) = 0 für alle x « X ausgesondert. 
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Beweis. AuyeIl=Kerfundre X folgt 
y)=fky) Ia)=0, d.h. y-zeKerf. 


Also ist Ker f ein Ideal. Um zu zeigen, daß Ker f maximal ist, betrachten wir ein 
Ideal!=X mitKerfc I. Esseix, € Iunda, & Ker f. Da Ker f die Kodimension 1 
hat (vgl. 3.1.6.) und abgeschlossen ist, kann man e in der Form 


e=im +Yy, yEKerf, 
darstellen. Hieraus folgt e € I. Somit ist I = X. Das ist ein Widerspruch. 


Lemma 2. Zu jedem maximalen Ideal M gehört ein eindeutig bestimmies lineares 
stetiges multiplikatives Funktional FE .# mit M = Kerf. 


Beweis. Die Folgerung zu Lemma 3 aus A.3.2. zeigt, daß M ein. abgeschlossenes 
Ideal ist. Aus Satz 1 aus A.3.i. folgt, daß X/M eine Banachsche. Algebra ist. Aus _ 
Lemma 2 aus A.3.2. erhält man, daß X/M keine nichttrivialen Ideale und somit auch 
keine von 0 verschiedenen nicht invertierbaren Elemente enthält (vgl. auch die 
Folgerung zu Lemma 1 aus A.3.2.). Somit ist die Banachsche Algebra X/M zugleich 
ein Körper. Folgerung 1 zu Satz 1 aus A.2.2. zeigt dann, daß X/M isomorph zu C 
ist. Das bedeutet, daß man jedes x € X mit Hilfe einer r eindeutig bestimmten Zahl 
fx) € C in der Form 


z=flo)-etu, ucM, | 4) 


darstellen kann. Es zeigt sich, daß / ein Homomorphismus ist. Wir beweisen z. B.' 
fa y) = Me) Hy). Aus 
v=fi)-e+tu weM, 


y=fy)-e+v, veM, 


folgt 2: y= fa): fy)-e+w mit we M. Somit ist f(x y) = f(x) - f(y). Analog 
läßt sich fx +9) = fx) + f{y) und f{Ax) = Aft&) beweisen. Aus (4) folgt ferner 
fix) = 0 fürze M und ffe) — 1. Damit ist das Lemma bewiesen. 


Wir haben somit eine eineindeutige Zuordnung zwischen den maximalen Idealen 
{M} und den Funktionalen f aus .% erhalten. Wir bezeichnen deshalb die Funktionale 
aus # mit fu, wobei M das zugehörige maximale Ideal ist. Für die Menge der maxi- 
malen Ideale {M} sowie für die zugehörige Menge {fir} benutzen wir den Buchstaben #. 

Für x € X betrachten wir auf. die Funktion x(M), die durch 


&(M) = fur(®) (8) 


definiert ist. (Der Wert der Funktion x{M) = fy(x) wird durch den Homomorphis- 
mus ermittelt, der durch (4) beschrieben, wird.) Wir haben somit eine Darstellung 
der Elemente der Algebra X in Form von Funktionen über .4 erhalten. (Man ver- 
gleiche hierzu das am Schluß von A.1. Gesagte. ) 
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A.4.2. Die Topologie auf der Menge %. Hauptsätze. Wir müssen noch zeigen, daß. 
in einer gewissen Topologie kompakt ist und daß die Funktionen x(M) Deangien 
dieser Topologie stetig sind. = 


Wir hatten schon erwähnt, daß. eine Untermenge der Oberfläche der Einheits- 
kugel in X* ist. In 4.3.4. hatten wir andererseits für den en Fall folgende 
Aussage bewiesen: 

Die Einheitskugel im adjungierten Raum X* zum Banachraum x ist w*-kompakt. 

Einen Beweis dieses Satzes für den allgemeinen Fall findet man z. B. in [12], V.4. 
Wir erinnern daran, daß die w*-Topologie durch das System der Umgebungen 


arnanslhe) = FE Rr: Io) — Pla) < 6, k= 1, ..., m) (6) 


bestimmt wurde. Die Menge .7 versehen wir jetzt mit dieser w*-Topologie. Die 
Kompaktheit von .% feleb:a) aus dem oben angegebenen Resultat und dem folgenden 
Lemma. 


Lemma 3. Die Menge # ist eine abgeschlossene Untermenge der Oberfläche der 
Einheitskugel in X*. Die Funktionen x{M) sind auf # stetig. 


Beweis. Es sei /, ein Funktional aus dem Abschluß von .#, d.h., daß man in 
jeder Umgebung der Abbildung /, einen Homomorphismus fy findet, der durch ein 
maximales Ideal M erzeugt wird. Wir wählen die Umgebung Onya y2+0(fo)- Aus (6) 


und aus der Definition von x{M) folgt 


Ir) — Fo) < 6; 
u) —- KW) < 6; (7) 
Aue +9)— let N <d. 
Da fy ein Homomorphismus ist, gilt fu(® + Y) = Iu(®) a“ fu). Dann ergibt sich 
aber aus (7) 
fol +9) = fo) + Fly). 


Analog beweist man f,(ax) = afy(x) und folxy) = Fox) fly). (Hierzu benötigt man 
die Umgebungen U, ,..,,(fo) und U,,,..,.5(fo).) Somit ist f ein stetiges Iineares multi- 


plikatives Funktional. Gehen wir von der Umgebung U,,s(fo) aus, so erhalten wir - 


fo(e) = 1. Somit ist f, nicht trivial. Also ist f, € „#. Hieraus folgt, daß „4 abgeschlos- 
sen ist. 

Wir zeigen jetzt, daß x,(M) = f(x,) auf .# stetig ist. Es sei M, € .#. Wir wählen 
eine Umgebung U, (Mo), e > 0. Ist M € U, ,.(Mo), 80 folgt aus (6) 


Fnlzo) — Fn,(@o)| = RM) — oMo)| < e- 
Das bedeutet aber, daß x,(M)) im Punkt M, stetig ist. 


Satz 1. Die Abbildung x — x{M) ist ein Homomorphismus der Algebra X in die 
Algebra C_y der stetigen Funktionen über dem kompakten Hausdorffraum „X der masi- 
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malen Ideale der Algebra X. Hierbei ist 
> IeAN]] = max em = Il. eu (8) 


Beweis. Aus dem vorher Gesagten folgt, daß wir nur noch die Formel (8) be- 
weisen müssen. Nach Definition gehört x — fy(x)e zum Ideal M. Somit ist dieses 
Element nicht invertierbar. Also ist fy(z) € o(x). Wählt man andererseits eine be- 
liebige Zahl A, € o(&), so ist x — A,e nicht invertierbar. Dieses Element gehört somit 
zu einem maximalen Ideal M, und es gilt 0 — fy(z — Age). Somit ist A, = fur(&). 
Also stimmt das Bild von .# bei der Abbildung z(M ) mit o(x) überein. Mit Hilfe 
von Satz 1 aus A.2.2. ergibt sich dann (8). 


Wir verschärfen jetzt Satz 1 bei Annahme zusätzlicher ne über die 
Algebra X. Hierzu führen wir drei Begriffe ein. - 


Definition 2. Der Durchschnitt R = a M aller maximaler Ideale heißt Radikal : 


von X. Eine Banachsche Algebra X heißt N falls ||x?]] = |j«]? gilt. Eine Banach- 
sche Algebra X heißt symmetrisch, falls man zu jeder Funktion «(M) ein Element 


ye€X mit y(M) = x(M) findet (könjugiert-komplexe Funktion). 


Satz 2. (a) Besteht das Radikal der Algebra X nur aus dem Nullelement, so ist die 
Abbildung x — x{M) eineindeutig. 

(b) Ist die Algebra X regulär, so ist X isometrisch-isomorph zu seinem Bild in C M 
Insbesondere besteht das Radikal von X nur aus dem Nullelement. 

(c) Ist die Algebra X symmetrisch, so ist das Bild von X bei der Abbildung & — x(M) 
dicht in CO g- 

(d) Besitzt me Algebra X. die ua (b) und (c), so ist X isometrisch- isomorph 
2u0 y- - 


Beweis. Zuerst beweisen wir die letzte Aussage aus den vorhergehenden. Nach (b) 
ist die eineindeutige Abbildung x <> {x{M)} isometrisch, |x||r = me |«(M)|. Nach 


(e) ist {@(M)} dieht in C ,„. DaX vollständig ist, ist somit auch en )} vollständig. 
Hieraus folgt («(M)} = (5. 

Wir beweisen nun (a). Es seix, # 0 und x,(M) = 0 auf .#. Das bedeutet fy(x,) = 0 
für alle _M und somit «€ M für alle M. Also ist „eR. Da R= {0} gilt, 
muß x, = 0 sein. Das ist ein Widerspruch und (a) somit bewiesen. 


Um (b) zu beweisen, bemerken wir, daß aus |[e2]| = |j«| sofort. 
® on / 
im Ye”) = lei 
Nn>X 


folgt. Mit Hilfe von Satz 2 aus A.2.3. ergibt sich dann für den Spektralradius 
r(@) = Iell. 9) 
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(9) zeigt, daß das Radikal nur aus dem Nullelement besteht. Würde nämlich fy(x,) =0 
für ein Element 0 + x, € R und für alle M gelten, so würde o(z) nur aus dem Null- 
punkt bestehen. Dem widerspricht aber r(#,) = ||xo|| # 0. Somit ist die Abbildung 
%<>z{M) von X auf die Unteralgebra {x(M)} in O_, ein Isomorphismus. Dieser Iso- 
morphismus ist isometrisch. Denn aus (8) und (9) folgt 


It „= max [at = re) = Il 


Zum Beweis von (c) benötigen wir einen der bemerkenswertesten Sätze der Algebra 
und der Analysis, den Satz von STONE-WEIERSTRAss, der folgendermaßen lautet: 

Es sei A eine Unteralgebra der Banachschen Algebra C', der stetigen Funktionen über 
der kompakten Menge T mit den. Eigenschaften: 


1. Das Einselement, d. h. die Funktion e(t) = 1, gehört zu A. 


. 2. Die- Algebra A trennt die Punkte von T, d. h., für beliebige Punkte t, + t, existiert 
eine Funktion z(t) € A mit x(t;) = x{b,). 


3. Die Algebra A ist invariant bezüglich der Konjugiertenbildung, d. h., aus x{t) € A 


folgt x(t) € A. 
Dann ist A dicht in Cr. 


Einen. Beweis des Satzes von STONE-WEIERSTRASS findet man in 117), S.53—56, 
[12], IV.6, und [70], Einleitung, Abschnitt 2. 


Wir beweisen jetzt (c). Es sei A = {z(M)} das Bild von X bei der Abbildung 
x — x{M). Aus (4) folgt e— e(M) = 1. Somit ist 1=e(M) € A. Es seien M, und M, 
zwei verschiedene maximale Ideale. Dann gibt es ein Element x,, das zu M,, aber 
nicht zu M, gehört. Folglich ist 


zo (M;,) = Ian, (&) =0,  &olM2) = Fu,(&) #0. 


Also trennt A die Punkte von „4. Ferner ist die symmetrische Algebra A nach 
Definition invariant gegenüber der Konjugiertenbildung. Die Anwendung des Satzes 
von STONE-WEIERSTRASS führt zum Beweis von (c). 

Damit ist der Satz bewiesen. 


A.4.3. Der Satz von Wiener. Aufgaben. Es gibt zahlreiche Anwendungen der Theorie 
der Banachschen Algebren. Wir erinnern an einige Resultate der Algebra und der 
Analysis, die im Laufe der früheren Betrachtungen erhalten wurden. 


Eine Banachsche Algebra über C, die zugleich ein Körper ist, ist isometrisch-iso- 
morph zu ©. 


Das Spektrum eines beliebigen. beschränkten Operators in einem Banachraum ist 
nicht leer. 
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Für einen beliebigen beschränkten Operator A in einem Banachraum X ewistiert der 


Limes lim yıeı =r(4). Das Spektrum von A liegt innerhalb eines Kreises um den 
2X “ 


Nullpunkt mit dem Radius r(4). 


Unter Verwendung der Theorie der kommutativen Banachschen Algebren be- 
weisen wir jetzt folgenden Satz von WIENER: 


Ist x(0) nirgends O und kann man x(0) = 3) ze in Form einer absolut konvergenten, 
k=—o0 
Fourierreihe darstellen, so läßt sich auch lm 1/2(6) in Form. einer absolut konver- 
genten Fourierreihe darstellen. 


Beweis. Wir betrachten die Algebra I, der absolut konvergenten Folgen (Beispiel 4 
aus A.1.2.). Wir bestimmen den zu !, gehörenden Raum 4. Es genügt, einen Homo- 

. morphismus von I, in € zuerst für die Funktion x,(t) = e® zu betrachten und ihn 
anschließend in eindeutiger Weise auf !, auszudehnen. Wir setzen /u(&0) = fule) = £. 
Dann ist Jule!) = Furl) =. Aus (2) folgt [EI = Ihrlao)l < lol = 1, IE] 
= |fu(rot)] < eo] = 1. Also ist || =1 und £=e®. Auf diesem Wege erhält 
man eine eineindeutige Zuordnung zwischen „4 und dem Punkt |&| = 1 auf dem Rand 
des Einheitskreises. Da die Funktion x(9) = I xje® für —n <6$<n nicht ver- 

k 


schwindet, gehört die Folge x = (..., %_ +++, 2 +++, % ...) Zu keinem maximalen- 
Ideal. Die Folgerung aus Lemma 1, in A.3.2. zeigt dann, daß diese Folge in der 
> Algebra I, invertierbar ist. Wir setzen y= #1 = (..., Ynı «+3 Yos +++ Yns + ..)- Folg- 
lich ist oo. z 


ya) == mer je 


Damit ist der Satz bewiesen. 


Zwei weitere wichtige Anwendungen der Theorie der Banachschen Algebren, den 
Spektralsatz für beschränkte Operatoren und den Satz von STONXE-ÖzcH, formulieren 
_ wir später als Aufgaben. 


Aufgaben 
1. (a) Man zeige, daß der Raum der maximalen Ideale der Algebra . (Beispiel 3 aus A.1.2.) 
eineindeutig und stetig auf diePunkte des Einheitskreises |z2] < 1 abgebildet werden kann, 


(b) Man zeige, daß / regulär und symmetrisch ist (und somit ein Radikal besitzt, das nur 
aus dem Nullelement besteht). £ 


2. Woran liegt es, daß I, (Beispiel 4 aus A.1.2.) nicht isometrisch- isomorph zum Raum Ca: 
d.h. zum Raum der stetigen Funktionen auf !Z] = 1 ist? . 


3..Man beweise folgenden Satz: Es sei 


x © N 
a) Nm, Zial<o, 2) #0 für kls1. 
k=0 R=0 
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Dann kann man y(e) = Eee in Form einer Taylorreihe darstellen, die für |2| < 1 absolut kon- 
vergiert. (2) 


4. Mit C"[a, b] bezeichnen wir die im Intervall[e, 5] n-mal stetig differenzierbaren Funktionen 
a). . 
(a) Man zeige, daß C”[a, b] eine ‚e Banachsche Algebra bezüglich der üblichen Operationen und 
der Norm 


el & — max ee) 
k=ok! ası<zh 


ist, . 

(b) Man bestimme die maximalen Ideale von C”[a, 5] (vgl. [17], S. 19, 20). 

(c) Man zeige, daß C*[a, b] eine symmetrische Algebra mit dem Radikal RB = {0} ist. Wie 
steht es in diesem. Fall mit der Anwendung von Satz 2? 


5. Die Algebra der stetigen komplexwertigen Funktionen von beschränkter Sara auf 
dem Intervall [0, 1] wird mit CBYV [0, 1] bezeichnet. Die Norm ist 


el = sup Iet)| + Var (2, [0, 1)). 
0sts1 


(a) Man zeige, daß C.BVT0, 1] eine Banachsche Algebra ist. 
(b) Man bestimme die maximalen Ideale dieser Algebra. 


6. Man gebe eine Banachsche Algebra an, die mit ihrem Radikal übereinstimmt. 
7. Man beschreibe alle abgeschlossenen Ideale der Algebra C[e, b]. 


8. Es sei T ein vollständiger regulärer Raum im Sinne von 2.5.6. und Br die Menge aller auf 
T definierten beschränkten komplexwertigen Funktionen mit den üblichen Operationen und mit 
der Norm |lx!| = SB Ie@)l. - 


(a) Man zeige, in8 Br eine reguläre symmetrische Algebra mit dem Radikal R = {0} ist. 

(b) Man zeige, daß man die Punkte von T homöomorph in den Raum .4 der maximalen 
Ideale der Algebra Br einbetten kann, wobei das Bild von 7’ bei dieser Einbettung eine in .# 
dichte Untermenge ist. 

(ce) Man zeige, daß eine beliebige beschränkte komplexwertige Funktion auf dem Bild von T’bei 
dieser Einbettung eine eindeutig bestimmte stetige Fortsetzung auf X besitzt. 

Die Aussage (b) zusammen mit der Tatsache, daß # kompakt ist, ist der Inhalt des bekannten 
Satzes von TicHowov über Kompaktifizierung. Die Aussage (c) geht auf Srow& und Caca zurück. 
Eine Kompaktifizierung, die die Eigenschaft (c) besitzt, nennt man maximal. (c) bedeutet, daß 
A eine maximäle Kompaktifizierung ist (vgl. [13], IX.2). 


9. Es sei. H ein Hilbertraum. In der Algebra £(H, .H) betrachten wir die kommutative Unter- 
algebra B(A,), die durch den selbstadjungierten Operator A, erzeugt wird. (also durch den Ab- 
schluß der linearen Hülle der Potenzen von A,). 

(a) Man zeige, daß .B(4,) regulär ist und für das Radikal 2 — {0} gilt. 


(b) Man zeige, daß B(A,) symmetrisch ist und 
x(M) = x*(M) 


gilt, wobei x* der zum Operator x e B(A,) adjungierte Operator und x(M) die Abbildung aus A.A. 
ist. (Zur Herleitung von (b) vergleiche man auch Aufgabe 10 (c).) 

Die Anwendung von Satz 2 aus A.4.2. auf die Algebra B(A,) führt zum sogenannten Spektral- 
satz für selbstadjungierte Operatoren (vgl. [13], IX, oder [70], II). 
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10. Eine (nicht notwendig kommutative) Banachsche Algebra heißt Algebra mit Involution, 
falls es eine Abbildung X — X mit den Eigenschaften 


(+ y)* =at + y", (zy)* = yFr®, (am) =, x 
gibt. Algebren mit Involution nennt man .B*-Algebren, falls außerdem |ex*|| = |e| gilt. 
(a) Man zeige, daß Z(H, H) eine B*-Algebra ist (vgl. [13], IX.3). 
(b) Man zeige, daß eine kommutative .B*-Algebra regulär ist (vgl. [13], IX.3). 
(c) Man zeige, daß eine B*-Algebra symmetrisch ist. Es gilt sogar «(M) = x*(M) (vgl. [13], 
IX.3, Lemma von AREns). i 
Zusammen mit Satz 2 führen die Aussagen (b) und (c) zu Resultaten, die auf GEL’FAnD und 


‚ NAJMARK zurückgehen und mitunter als Hauptsatz der Theorie der kommutativen BES en, 
Algebren bezeichnet werden: 


Eine kommutative B*-Algebra ist isomelrisch-isomorph zur EURE Og. Hierbei gilt x(M) 
= x*(M). 

Es zeigt sich somit, daß man ein abstraktes algebraisches Objekt, das durch 24 Axiome be- 

“schrieben wird (13 Axiome für eine kommutative Algebra, 5 Axiome, die mit der Norm verknüpft 
sind, ein Vollständigkeitsaxiom und 5 Axiome für B*-Algebren), in Gestalt einer Algebra aller 
stetigen Funktionen über einem kompakten Hausdorffraum realisieren kann. 

Dieses Resultat erlaubt von einem einheitlichen Standpunkt aus, weit voneinander entfernt 
liegende Fakten zu betrachten, wie den Satz von WIENER über absolut konvergente trigono- 
metrische Reihen, den Satz über die Spektralzerlegung selbstadjungierter Operatoren, die Kom- 
Bas benzinrungeeatae von TicHoNoVv, STONE und ÜRcH sowie Weller) Aussagen. 
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